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§1. Операторы, пространства, системы

О статье. • В данной статье мы развиваем идеи и результаты ра-
бот [3,4,16]. Статья написана в рамках программы, намеченной в [16].
Цель этой программы – разработка новой функциональной модели
(так называемой волновой модели) полуограниченных симметрических
операторов, которые имеют широкие применения в математической
физике. В [4–7,19], как и в настоящей работе, идеи и конструкции про-
граммы проверяются на конкретных классах операторов. Таким обра-
зом, перед рассмотрением общей абстрактной ситуации мы набираем
опыт на примерах. Класс операторов L0, который мы рассматриваем,
изучается в терминах динамической системы с граничным управлени-
ем (ДСГУ), определяемой L0.

Интерес к этим изысканиям мотивирован обратными задачами.
Стимулирует тот факт, что во многих известных случаях решить об-
ратную задачу – это то же самое, что построить волновую модель
подходящего L0 [4, 6].
• Заметим, что обозначения операторов WT и CT в аннотации немно-
го отличаются от принятых в остальном тексте. Мы используем обо-
значение D для обыкновенной производной, а Di обозначают частные
производные по аргументу с номером i.

Оператор L0. • Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство,
L0 – замкнутый симметрический положительно определенный опера-
тор в H , то есть DomL0 = H , L0 ⊂ L∗

0, (L0y, y) > γ‖y‖2 на DomL0

с γ > 0. Мы также предполагаем, что L0 имеет ненулевые индексы
дефекта n+(L0) = n−(L0) = dimK > 1, где K := KerL∗

0.

Ключевые слова: функциональная модель, разложение Вишика, граничная
тройка, одномерный оператор Шредингера, динамическая система с граничным
управлением.
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Через L обозначим расширение по Фридрихсу оператора L0, так что
выполнено L0 ⊂ L ⊂ L∗

0 и L > γI (см., например, [10]). Заметим, что
L−1 ограничен и определен на всем пространстве H .

Дальнейшие условия на L0 будут сформулированы ниже. Первым
из них будет следующее.

Условие 1. Оператор L0 вполне несамосопряжен.1

• Известное разложение М. И. Вишика [11] имеет вид:

DomL∗
0 = DomL0

.
+ L−1

K
.
+ K

(суммы прямые). В соответствии с этим, для y ∈ DomL∗
0 имеем

y = y0 + L−1g + h

с y0 ∈ DomL0 и g, h ∈ K , где h = Γ1y, g = Γ2y и Γ1 = L−1L∗
0 − I,

Γ2 = PL∗
0, P – ортогональный проектор в H на K . Справедлива

формула Грина [3]

(L∗
0u, v)− (u, L∗

0v) = (Γ1u,Γ2v)− (Γ2u,Γ1v), u, v ∈ DomL∗
0. (1.1)

Набор {H ,Γ1,Γ2} будем называть граничной тройкой Вишика для
L0 [13].

Динамическая система с граничным управлением. • Граничная
тройка, в свою очередь, определяет динамическую систему α вида

u′′(t) + L∗
0u(t) = 0 в H , t > 0, (1.2)

u(0) = u′(0) = 0 в H , (1.3)

Γ1u(t) = f(t) в K , t > 0, (1.4)

где f = f(t) – K -значная функция времени (граничное управление),
u = uf(t) – решение (траектория).

Напомним, что L есть расширение L0 по Фридрихсу. Пусть L
1

2 –
положительный квадратный корень из L. Для гладких2 управлений
из класса

M := {f ∈ C∞ ([0,∞);K ) | supp f ⊂ (0,∞)},

1Напомним, что симметрический оператор называется вполне несамосопряжен-
ным, если у него нет приводящих подпространств, в которых он имел бы самосо-
пряженную часть.

2Всюду в статье гладкий означает C∞-гладкий.
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решение существует, единственно и представляется в виде

uf (t) := −f(t) +

t∫

0

L− 1

2 sin
[
(t− s)L

1

2

]
f ′′(s) ds , t > 0, (1.5)

(см. [3], где введено обобщенное решение для более широкого класса
управлений). Элемент uf(t) ∈ H – это состояние системы в момент
времени t. Имея в виду приложения, мы также называем uf волной.

Мы всюду предполагаем, что все функции времени продолжают-
ся нулем на значения t < 0. Свойством волн, справедливым в самом
общем случае, является соотношение

uTsf (t) = (Tsu
f )(t) = uf (t− s), s, t > 0, (1.6)

где Ts есть оператор задержки, который сдвигает аргумент: t 7→ t− s.
Это следует из независимости от времени оператора L∗

0, который опре-
деляет эволюцию системы α. Как следствие, выполняются соотноше-
ния:

uf ′

(t) = (uf )′(t), uf ′′

(t) = (uf )′′(t)
см. (1.2)
===== −L∗

0u
f(t), t > 0. (1.7)

В теории управления и теории систем соотношения (1.6) и (1.7) выра-
жают свойство стационарности системы α.

• Множество

U
T := {uf(T ) | f ∈ M }

называется достижимым (к моменту времени T ), а множество

U := span {U T | T > 0}

называется полным достижимым. ДСГУ α называется управляемой,
если

U = H .

Как показано в [3], система α управляема, если и только если оператор
L0 вполне несамосопряжен. Поэтому условие 1 обеспечивает управля-
емость α.

• Как видно из (1.5), для каждого T > 0 волна uf(T ) определя-
ется только частью f ↾ [0, T ] управления (не зависит от значений
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f ↾ (T,∞)). Это обстоятельство позволяет рассматривать редуциро-
ванные системы αT вида

u′′(t) + L∗
0u(t) = 0 в H , 0 < t < T, (1.8)

u(0) = u′(0) = 0 в H , (1.9)

Γ1u(t) = f(t) в K , 0 6 t 6 T. (1.10)

Ниже перечисляются их атрибуты.
⋆ Пространство управлений FT := L2([0, T ];K ) называется
внешним пространством системы αT . Оно содержит семейство “за-
держанных” подпространств

F
T,ξ := {f ∈ F

T | supp f ⊂ [T − ξ, T ]}, 0 6 ξ 6 T.

Имеем F T,0 = {0} и F T,T = FT . Класс гладких управлений M T :=
{f ↾ [0, T ] | f ∈ M } плотен в FT .

⋆ Пространство H является внутренним пространством. Оно со-

держит семейство достижимых множеств U T и подпространств U T ,
T > 0.

⋆ Соответствие “вход 7→ состояние” реализуется оператором управле-
ния

WT : F
T → H , DomWT = M

T , WT f := uf (T ).

Как видно, RanWT = U T ; из (1.7) следуют равенства

WT f ′′ = uf
tt(T ) = −L∗

0u
f (T ) = −L∗

0W
T f (1.11)

Как показано в [17], оператор управления замыкаем3 при всех T > 0.
Если WT ограничен и ограниченно обратим (на своем образе U T ),

то его замыкание WT обладает теми же свойствами, то есть является

изоморфизмом пространств FT и U T . В дальнейшем мы сохраняем
обозначение WT и для замыкания оператора.

⋆ Связывающий оператор

CT : F
T → F

T , CT := (WT )∗WT

корректно определен на {f ∈ DomWT |WT f ∈ Dom(WT )∗}. По тео-
реме фон Неймана [10,14] он плотно задан и его замыкание есть само-
сопряженный оператор в FT . Мы сохраняем обозначение CT для его

3но необязательно ограничен
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замыкания. Имеем CT > 0 и

(CT f, g)FT = (WT f,WT g)FT = (uf (T ), ug(T )), f, g ∈ M
T . (1.12)

Заметим, что CT ограничен тогда и только тогда, когда ограничен
WT . Также, как видно, CT есть изоморфизм в FT тогда и только
тогда, когда WT изоморфизм.

• Свойство стационарности (1.6) влечет соответствующее свойство
связывающего оператора. Рассмотрим две системы αT и αξ при 0 <
ξ < T . Отображение

Θ ξ,T : F
ξ → F

T , (Θ ξ,T f)(t) :=

{
0, 0 6 t < T − ξ,
f(t− (T − ξ)), T − ξ 6 t 6 T,

является частичной изометрией и справедливо F T,ξ = Θ ξ,TF ξ; со-
пряженный оператор (Θ ξ,T )∗ : FT → F ξ действует по правилу

((Θ ξ,T )∗f)(t) = f(t+ (T − ξ)), 0 6 t 6 ξ. (1.13)

Из стационарности системы (1.6) следует, что

WTΘ ξ,T = W ξ, (1.14)

откуда вытекает соотношение

Cξ = (Θ ξ,T )∗CTΘ ξ,T , 0 < ξ 6 T. (1.15)

Скаляризованная система. • Предположим, что помимо условия 1
выполнено следующее.

Условие 2. Индексы дефекта L0 равны n±(L0) = 1.

Тогда управления принимают вид f = φ(t)e, где φ ∈ L2(0, T ) =: ḞT

– скалярная функция и e ∈ K , ‖e‖ = 1, – фиксированный элемент.

Мы можем рассматривать ḞT как внешнее пространство системы αT

и использовать скаляризованный оператор управления ẆT : ḞT →
H , ẆTφ := uφe(T ) и скаляризованный связывающий оператор ĊT :

ḞT → ḞT , ĊT := (ẆT )∗ẆT . Опять же, ẆT изоморфизм тогда и

только тогда, когда ĊT изоморфизм в ḞT .

• Пусть для каждого T > 0 скаляризованный связывающий оператор
имеет вид

ĊT = I+KT , (1.16)
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где (KTφ)(t) :=
T∫
0

kT (t, s)φ(s) ds – интегральный оператор с гладким

эрмитовым ядром kT 4. Тогда ядро kT обладает следующим специаль-
ным свойством.

Рассмотрим две системы αξ и αT с 0 < ξ < T . Мы опускаем доказа-
тельство следующего факта, который проверяется простым вычисле-
нием: из (1.15) следует, что ядра kξ и kT связаны соотношением

kξ(t, s) = kT (t+ (T − ξ), s+ (T − ξ)), 0 6 t, s 6 ξ.

Последнее ведет к равенству

kξ(ξ − t, ξ − s) = kT (T − t, T − s), 0 6 t, s 6 ξ. (1.17)

Определив

k̂T (t, s) := kT (T − t, T − s), 0 6 t, s 6 T,

запишем (1.17) в виде

k̂ξ(t, s) = k̂T (t, s), 0 6 t, s 6 ξ.

Поэтому функция k̂T не зависит от верхнего индекса T . Переобозна-

чая k̂T =: k̂, мы заключаем, что интегральная часть связывающего
оператора с необходимостью имеет вид

(KTφ)(t) =

T∫

0

k̂(T − t, T − s)φ(s) ds, 0 6 t 6 T, (1.18)

с функцией k̂ ∈ C∞([0,∞) × [0,∞)). Системы α и αT , как и все их
атрибуты (пространства и операторы), определяются оператором L0.
Поэтому следующее условие можно считать дополнительным к усло-
виями 1 и 2.

Условие 3. При всех T > 0 (скаляризованный) связывающий опера-

тор ĊT системы αT имеет вид (1.16), (1.18) и является изоморфиз-

мом в ḞT .

В этой формулировке подразумевается, что ядра всех KT определя-

ются одной и той же функцией k̂. Также, поскольку ĊT − I компактен
в L2(0, T ), из условия 3 следует, что ĊT – изоморфизм, из чего в свою

4Такая ситуация имеет место в одномерных обратных задачах [2, 8, 18, 20].
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очередь, благодаря равенству ĊT = (ẆT )∗ẆT , следует, что операторы

ẆT и WT суть изоморфизмы при всех T > 0.
Заметим, что известны условия, которые позволяют реализовать

оператор в гильбертовом пространстве как интегральный оператор
[15]. Поэтому, в принципе, условие 3 эффективно проверяемо.

Основной результат. • Обозначим H̃ := L2(0,∞); пусть q – глад-
кая вещественнозначная функция (потенциал) на [0,∞). Минималь-
ный оператор Шредингера S0 = Sq

0 , связанный с q, – это замыкание
оператора (−D2+q) ↾ C∞

0 (0,∞). Определим класс Q гладких потенци-
алов условиями, что продолжение q нулем на R сохраняет гладкость и
что оператор S0 положительно определен. Сохранение гладкости при
продолжении равносильно обращению в ноль значения и производных
q всех порядков в начале координат, q(j)(0) = 0 при j > 0. Заметим,
что из положительной определенности минимального оператора Шре-
дингера S0 по теореме Глазмана–Повзнера–Вингольца [13,21] следует,
что потенциал q отвечает случаю предельной точки на бесконечности.
В таком случае S0 имеет индексы дефекта n±(L0) = 1.

Наш основной результат состоит в следующем.

Теорема 1. Пусть L0 есть замкнутый симметрический положи-
тельно определенный оператор в гильбертовом пространстве. Если
L0 удовлетворяет условиям 1, 2 и 3, то найдется такой потенци-
ал q ∈ Q, что L0 унитарно эквивалентен минимальному оператору
Шредингера S0 = Sq

0 .

§2. Доказательство теоремы 1

Треугольная факторизация. Определим в ḞT оператор инверсии Y T :
f(t) 7→ f(T − t) (унитарный, самосопряженный и удовлетворяющий

(Y T )2 = I) и оператор ĈT := Y T ĊTY T ,

(ĈT f)(t) = f(t) +

T∫

0

k̂(t, s)f(s)ds.

Воспользуемся следующим результатом М. Г. Крейна о факторизации

[12]. Поскольку ядро k̂ непрерывно в [0, T ]2 и при каждом ξ ∈ (0, T ]

оператор Ĉξ имеет ограниченный обратный, действующий на всем Ḟ ξ,
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оператор (ĈT )−1 допускает треугольную факторизацию

(ĈT )−1 = (I+ V T
+ )(I + V T

− ),

с ядрами, обладающими следующими свойствами:

V T
+ (t, s) = 0 при a 6 s < t 6 b, (левый вольтерров оператор),

V T
− (t, s) = 0 при a 6 t 6 s 6 b, (правый вольтерров оператор).

Более того, если записать (Ĉξ)−1 = I+ Γξ, где

(Γξf)(t) =

ξ∫

0

Γξ(t, s)f(s)ds

с Γξ ∈ C([0, ξ]2), то

V T
+ (t, s) = V+(t, s) =

{
Γs(t, s), 0 6 t 6 s 6 T,

0, 0 6 s < t 6 T,

V T
− (t, s) = V−(t, s) =

{
0, 0 6 t < s 6 T,

Γt(t, s), 0 6 s 6 t 6 T,

Используя стандартные методы теории интегральных уравнений, мож-
но показать, что ядро Γξ(t, s) гладкое в квадрате [0, ξ]2 (имеет ту же

гладкость, что и k̂). Мы видим, что ядра V T
± (t, s) не зависят от T

и являются гладкими в соответствующих треугольниках. Поскольку

(ĈT )−1 > 0,

(ĈT )−1 = ((ĈT )−1)∗ = (I+ (V T
− )∗)(I+ (V T

+ )∗),

и в силу единственности факторизации (см. [12]), имеем (V T
+ )∗ = V T

− .
Обозначим

BT := V T
+ , AT := (I+ V T

+ )−1 − I = −BT + (BT )2 − (BT )3 + · · · ,

где AT тоже левый вольтерровский оператор с гладким ядром a(t, s),
не зависящим от T , то есть

((I +AT )f)(t) = f(t) +
T∫
t

a(t, s)f(s)ds,

((I +BT )f)(t) = f(t) +
T∫
t

b(t, s)f(s)ds.

Тогда (ĈT )−1 = (I+BT )(I +BT )∗, ĈT = (I+AT )∗(I+AT ),

ĊT = Y T ĈTY T = ((I+AT )Y T )∗(I+AT )Y T = (W̃T )∗W̃T ,
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где

W̃T := (I+AT )Y T .

Таким образом, нами получен следующий результат.

Лемма 1. При каждом T > 0 оператор ĊT допускает факторизацию

ĊT = (W̃T )∗W̃T , где

(W̃T f)(t) = f(T − t) +

T∫

t

a(t, s)f(T − s)ds, t ∈ [0, T ],

с a ∈ C∞({(t, s) ∈ [0,∞)2 | s 6 t}).

Рассмотрим H̃ T := L2(0, T ) как подпространство H̃ . Оператор W̃T

действует из ḞT в H̃ T , так что Ran W̃T = H̃ T и (W̃T )−1 есть огра-

ниченный оператор из H̃ T в ḞT .

Лемма 2. ΦT := W̃T (ẆT )−1 есть унитарный оператор из U T на

H̃ T .

Доказательство. Имеем ĊT = (ẆT )∗ẆT = (W̃T )∗W̃T . Это равен-

ство не противоречит единственности факторизации, так как ẆT и

W̃T принимают значения в разных пространствах, но оно же означа-
ет, что эти операторы сплетаются унитарным оператором

ΦT = W̃T (ẆT )−1 = ((W̃T )∗)−1ĊT (ẆT )−1 = ((W̃T )∗)−1(ẆT )∗

= (ẆT (W̃T )−1)∗ = ((W̃T (ẆT )−1)−1)∗ = ((ΦT )−1)∗. �

Рассмотрим множества

Ũ
T := ΦT

U
T = W̃T

M
T

и

Ũ := span {ũ ∈ Ũ
T |T > 0}.

С одной стороны, для каждого ũ ∈ Ũ T существует такой f ∈ M T =

C∞
0 (0, T ], что ũ(t) = (W̃T f)(t) = f(T − t) +

T∫
t

a(t, s)f(T − s)ds, следо-

вательно, Ũ T ⊂ C∞
0 [0, T ). С другой стороны, для ũ ∈ C∞

0 [0, T ) имеем

((W̃T )−1ũ)(t) = (Y T (I + BT )ũ)(t) = ũ(T − t) +
T∫

T−t

b(T − t, s)ũ(s)ds ∈
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C∞
0 (0, T ] = M T , откуда следует, что C∞

0 [0, T ) ⊂ W̃TM T = Ũ T . По-
этому

Ũ
T = C∞

0 [0, T ), T > 0,

и

Ũ = C∞
0 [0,∞).

Лемма 3. Существует такой унитарный оператор Φ : H → H̃ ,

что при всех T > 0 справедливо Φ ↾ U T = ΦT .

Доказательство. Согласно (1.14), ẆTΘ ξ,T = Ẇ ξ, 0 < ξ < T . Пока-

жем. что W̃TΘ ξ,T = W̃ ξ: (W̃TΘ ξ,T f)(t) = ((I+AT )f̃)(t), где

f̃(t) =

{
f(ξ − t), t ∈ [0, ξ],

0, t ∈ (ξ, T ],

так что, действительно,

(W̃TΘ ξ,T f)(t) = f(ξ − t) +

ξ∫

t

a(t, s)f(ξ − s)ds = (W̃ ξf)(t).

Рассмотрим ΦT ↾ U ξ = W̃T (ẆT )−1 ↾ U ξ. Поскольку ẆTΘ ξ,T = Ẇ ξ,
получаем

ẆTΘ ξ,T (Ẇ ξ)−1 = I
U ξ .

Тогда

ΦT ↾ U ξ = W̃T (ẆT )−1ẆTΘ ξ,T (Ẇ ξ)−1 = W̃TΘ ξ,T (Ẇ ξ)−1

= W̃ ξ(Ẇ ξ)−1 = Φξ.

Для каждого v ∈ U (из плотного множества в H ) существует та-
кое T > 0, что v ∈ U T , поэтому определим Φ0v := ΦT v. Благодаря
последнему соотношению это определение не зависит от T . По лемме
2, замыкание Φ оператора Φ0 определено на всем пространстве H и
изометрично. Но поскольку образ

RanΦ0 = span {Φ0(U
T ) |T > 0} = span {Ũ T |T > 0} = Ũ = C∞

0 [0,∞)

плотен в L2(0,∞) = H̃ , оператор Φ унитарен. Из того, что ΦT ↾ U T =

Φ0 ↾ U T = ΦT ↾ U T , следует Φ ↾ U T = ΦT ↾ U T = ΦT при каждом
T > 0. �
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Оператор S+
0 . Пусть T > 0, f ∈ M T . Из (1.11) мы видим, что опера-

тор L∗
0 ↾ U T в пространстве U T подобен оператору −d2/dt2 ↾ M T в

FT :

L∗
0 ↾ U

T = ẆT (−D2 ↾ M
T )(ẆT )−1

Определим оператор S+,T
0 в H̃ T ,

DomS+,T
0 = Ũ

T , S+,T
0 := W̃T (−D2 ↾ M

T )(W̃T )−1.

Получаем

S+,T
0 = W̃T (ẆT )−1(L∗

0 ↾ U
T )ẆT (W̃T )−1 = ΦT (L∗

0 ↾ U
T )(ΦT )−1

= Φ(L∗
0 ↾ U

T )Φ−1.

Поскольку U = span {u ∈ U T |T > 0}, определим оператор S+
0 в H̃ ,

DomS+
0 = Ũ , S+

0 := Φ(L∗
0 ↾ U )Φ−1,

тогда S+,T
0 = S+

0 ↾ Ũ T .

Лемма 4. S+
0 действует по правилу

(S+
0 ũ)(t) = −ũ′′(t) + q(t)ũ(t) +

+∞∫

t

Q(t, s)ũ(s)ds, ũ ∈ Ũ ,

где

q(t) = 2

(
d

dt
(b(t, t)) + b2(t, t)

)
(2.1)

и Q ∈ C∞({(t, s) ∈ [0,∞)2 | t 6 s}).

Замечание 1. Для каждой функции ũ ∈ Ũ = C∞
0 [0,∞) существует

такое T > 0, что ũ ∈ Ũ T = C∞
0 [0, T ) и

+∞∫

t

Q(t, s)ũ(s)ds =

T∫

t

Q(t, s)ũ(s)ds.

Доказательство. Пусть ũ ∈ Ũ T . Тогда

S+
0 ũ = W̃T (−D2 ↾ M

T )(W̃T )−1ũ

= (I+AT )Y T (−D2 ↾ M
T )Y T (I+BT )ũ

= (I+AT )(−D2 ↾ M
T )(I+BT )ũ
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и в результате длинного, но простого вычисления, включающего инте-
грирование по частям и изменение порядка интегрирования, пользуясь
тем, что ũ(T ) = ũ′(T ) = 0, получаем:

(S+
0 ũ)(t) = −ũ′′(t)−

T∫

t

(D2
1b)(t, s)ũ(s)ds

+ (2(D1b)(t, t) + (D2b)(t, t))ũ(t) + b(t, t)ũ′(t)

−

T∫

t

ds a(t, s)

T∫

s

(D2
1b)(s, p)ũ(p)dp

+

T∫

t

a(t, s)(−ũ′′(s) + 2(D1b)(s, s)ũ(s) + (D2b)(s, s)ũ(s) + b(s, s)ũ′(s))ds

= −ũ′′(t) + (a(t, t) + b(t, t))ũ′(t) + q(t)ũ(t) +

T∫

t

Q(t, s)ũ(s)ds,

где

q(t) := 2(D1b)(t, t) + (D2b)(t, t)− (D2a)(t, t)− a(t, t)b(t, t),

Q(t, s) := −(D2
2a)(t, s)− (D2

1b)(t, s)− (D2a)(t, s)b(s, s)

+ a(t, s)(D1b)(s, s)−

s∫

t

a(t, τ)(D2
1b)(p, s)dp.

Поскольку (I+A)(I+B) = I, или A+B +AB = 0, ядра a и b должны
удовлетворять тождеству

a(t, s) + b(t, s) +

t∫

s

a(t, p)b(p, s)dp ≡ 0.

Полагая s = t, мы получаем a(t, t) + b(t, t) ≡ 0. Отсюда мы приходим
к (2.1), что завершает доказательство. �

Поскольку справедливы равенства

KerΓ1 = Ker (L−1L∗
0 − I) = {u ∈ DomL∗

0 |u = L−1L∗
0u}

= {u ∈ DomL |Lu = L∗
0u} = DomL,
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мы получаем

U
T ∩DomL = {uf(T ) | f ∈ M

T ,Γ1u
f (T ) = 0}

= {uf(T ) | f ∈ M
T , f(T ) = 0}.

Обозначим
M

T
0 := {f ∈ M

T | f(T ) = 0}

и
U

T
0 := U

T ∩DomL = WT
M

T
0 ,

U0 := U ∩DomL = span {u ∈ U
T
0 |T > 0}.

Рассмотрим также

Ũ
T
0 := ΦU

T
0 = W̃T

M
T
0 ,

Ũ0 := ΦU0.

Как и выше, пользуясь равенствами

Ũ
T = (I+AT )Y T

M
T , M

T = Y T (I+BT )Ũ T ,

ũ(t)=f(T−t)+

T∫

t

a(t, s)f(T−s)ds, f(t)= ũ(T−t)+

T∫

T−t

b(T−t, s)ũ(s)ds,

можно записать

Ũ
T
0 = {ũ ∈ C∞

0 [0, T ) | ũ(0) +

T∫

0

b(0, s)ũ(s)ds = 0}

и

Ũ0 = {ũ ∈ C∞
0 [0,∞) | ũ(0) +

∞∫

0

b(0, s)ũ(s)ds = 0}.

Поскольку M T
0 плотно в FT , то же верно для Ũ T

0 в H̃ T и для U T
0 в

U T .

Лемма 5. Справедливы равенства b(0, ·) ≡ 0, Im q = 0 и Q = 0.

Доказательство. Пусть T > 0. Оператор

L∗
0 ↾ U

T
0 = L∗

0 ↾ (U T ∩DomL) = L ↾ (U T ∩DomL)

симметричен и потому S+
0 ↾ Ũ T

0 = Φ(L∗
0 ↾ U T

0 )Φ−1 тоже симметричен.

Обозначим S1 := S+
0 ↾ Ũ T

0 , a := b(0, ·) ∈ C∞[0, T ]. Тогда

DomS1 = {u ∈ C∞
0 [0, T ) |u(0) + (u, a) = 0}.
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Покажем, что сопряженным к S1 в L2(0, T ) является оператор

S2u := −u′′ + qu+Q∗u+ u′(0)a,

DomS2 := {u ∈ H2(0, T ) |u(0) = 0},

где

(Q∗u)(t) :=

t∫

0

Q(s, t)u(s)ds.

Мы сделаем это в три шага.
1. Сначала заметим, что S1u = −u′′ + qu+Qu,

DomS1 = {u ∈ H2(0, T ) |u(0) + (u, a) = u(T ) = u′(T ) = 0}.

2. Покажем, что S1 ⊂ S∗
2 .

Возьмем такой u ∈ H2(0, T ), что u(0) + (u, a) = u(T ) = u′(T ) = 0. Для
каждого ϕ ∈ DomS2 имеем:

(S2ϕ, u) =

T∫

0

(−ϕ′′ + qϕ+Q∗ϕ)u+ ϕ′(0)(a, u)

u(T )=u′(T )=0
========

T∫

0

ϕ(−u′′ + qu+Qu) + ϕ′(0)(u(0) + (u, a))− ϕ(0)u′(0)

u(0)+(u,a)=0,ϕ(0)=0
============

T∫

0

ϕ(−u′′ + qu+Qu),

поэтому u ∈ DomS∗
2 и S∗

2u = −u′′ + qu+Qu.
3. Покажем, что S∗

2 ⊂ S1.
Возьмем u ∈ DomS∗

2 . Для каждого ϕ ∈ DomS2 имеем (S2ϕ, u) = (ϕ, h),
где h = S∗

2u. В частности, для каждого ϕ ∈ C∞
0 (0, T ) выполнено

(S2ϕ, u) =

T∫

0

(−ϕ′′ + qϕ+Q∗ϕ+ ϕ′(0)a)u

=

T∫

0

−ϕ′′u+

T∫

0

ϕ(qu +Qu) =

T∫

0

ϕh,
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или
T∫

0

ϕ′′u =

T∫

0

ϕ(qu+Qu− h), ∀ϕ ∈ C∞
0 (0, T ).

Отсюда следует, что существует обобщенная вторая производная u′′ ∈
L2(0, T ), то есть u ∈ H2(0, T ).

Для каждого ϕ ∈ DomS2 имеем

(S2ϕ, u) =

T∫

0

(−ϕ′′ + qϕ+Q∗ϕ+ ϕ′(0)a)u

=

T∫

0

ϕ(−u′′ + qu+Qu) + ϕ′(0)(a, u)− (ϕ′u− ϕu′) ↾ 0T

=

T∫

0

ϕ(−u′′ + qu+Qu) + ϕ′(0)(u(0) + (u, a))

+ ϕ(T )u′(T )− ϕ′(T )u(T ) =

T∫

0

ϕh.

Так что для любого ϕ ∈ DomS2 верно равенство

T∫

0

ϕ(−u′′ + qu+Qu− h) = ϕ′(0)(u(0) + (u, a))+ϕ(T )u′(T )−ϕ′(T )u(T ).

Можно так выбирать последовательности {ϕn}n∈N ⊂ DomS2, что
ϕn → 0 в L2(0, T ), а значения ϕ′

n(0), ϕn(T ) и ϕ′
n(T ) не зависят от

n. Поскольку эти постоянные можно выбрать произвольно, а левая
часть равенства стремится к нулю при n → ∞, должно выполняться

u(0) + (u, a) = u(T ) = u′(T ) = 0.

Отсюда u ∈ DomS1. Из пунктов 2. и 3. следует, что S∗
1 = S2. Поскольку

S1 симметричен, должно быть S1 ⊂ S2. Это означает, во-первых, что
DomS1 ⊂ DomS2, и во-вторых, что S1u = S2u для всех u ∈ DomS1.
Из первого факта следует, что u(0) = 0 для каждого u ∈ DomS1, и
потому u ⊥ a, так что DomS1 ⊂ a⊥. Однако DomS1 плотна в L2(0, T )
и включение DomS1 ⊂ a⊥ возможно, только если a = 0. Второй факт
означает, что qu+Qu = qu+Q∗u для всех u ∈ DomS1. Отсюда следует
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равенство самосопряженного оператора умножения на гладкую функ-
цию Im q и компактного оператора ImQ = (1/2i)(Q−Q∗). Они могут
быть равны, только если их (общий) спектр состоит из единственной
точки ноль, что означает Im q ≡ 0 и ImQ = 0. Поскольку Q есть пра-
вый вольтерров интегральный оператор, а Q∗ – левый, Q − Q∗ = 0
влечет Q = Q∗ = 0. Лемма доказана. �

Завершение доказательства теоремы 1. Поскольку b(0, ·) ≡ 0, можно
записать

Ũ0 = {ũ ∈ C∞
0 [0,∞) | ũ(0) = 0}.

Мы видим, что S+
0 ↾ Ũ0 действует на своей области определения как

оператор Шредингера, он симметричен и положительно определен, его
область определения содержит C∞

0 (0,∞). Следовательно, минималь-

ный оператор Шредингера S0 = Sq
0 ⊂ S+

0 ↾ Ũ0 (определенный как
замыкание −D2 + q на C∞

0 (0,∞)) также положительно определен. По
теореме Глазмана–Повзнера–Вингольца [13, 21] потенциал q отвечает
случаю предельной точки на бесконечности. Тогда оператор S0 имеет
индексы дефекта n+(S0) = n−(S0) = 1. Имеем

DomS+
0 = {ũ ∈ L2(0,∞) | ũ, ũ′ лок. абс. непр.,

− ũ′′ + qũ ∈ L2(0,∞)} = DomS∗
0 ,

это означает, что S+
0 = S∗

0 . Получаем следующую цепочку включений:

ΦL0Φ
∗ ⊂ (S+

0 )∗ = S0 ⊂ S∗
0 = S+

0 ⊂ ΦL∗
0Φ

∗.

Так как n±(L0) = 1 и S0 6= S∗
0 , должно выполняться

ΦL0Φ
∗ = (S+

0 )∗ = S0 и S∗
0 = S+

0 = ΦL∗
0Φ

∗.

Мы приходим к равенству ΦL0Φ
∗ = S0.

Остается показать, что q(j)(0) = 0 для всех j > 0. Заметим, что свя-

зывающие операторы ĊT для унитарно эквивалентных L0 и S0 совпа-
дут, если мы выберем элемент Φe при скаляризации CT для S0. По-
этому рассмотрим систему αT , соответствующую S0 в H = L2(0,∞).
Известно, что ее (скаляризованный) связывающий оператор имеет вид

(ĊTφ)(t) = φ(t) +

T∫

0

[ p(2T − t− s)− p(|t− s|) ]φ(s) ds,
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где p(t) = 1
2

t∫
0

r(s) ds, а r – это так называемая функция отклика,

играющая важную роль в классической обратной задаче Штурма–
Лиувилля во временной области (см., например, [18]). Для гладких
потенциалов q функция r тоже гладкая, но из-за присутствия |t − s|

ядро интегрального оператора (ĊT − I) может быть негладким на диа-
гонали t = s. Это не так, если и только если r(t) обращается в ноль
при t = 0 вместе со всеми своими производными. Можно показать,
что r(j)(0) = 0, j > 0, равносильно тому, что q(j)(0) = 0, j > 0. Это
завершает доказательство теоремы 1.

Комментарии. • На самом деле в теореме 1 доказано нечто боль-
шее: она дает характеризацию класса операторов. А именно, оператор
L0 в гильбертовом пространстве, являющийся замкнутым, симметри-
ческим и положительно определенным, унитарно эквивалентен мини-
мальному оператору Шредингера Sq

0 с некоторым потенциалом q ∈ Q,
если и только если выполнены условия 1, 2 и 3. Действительно, бла-
годаря унитарной эквивалентности L0 и Sq

0 , а также совпадению их

связывающих операторов ĊT , достаточно показать, что сам оператор
Sq
0 удовлетворяет этим условиям, если q ∈ Q. Условия 1 и 2 выпол-

нены для любого q в случае предельной точки на бесконечности. Из
рассуждения в последнем абзаце доказательства теоремы 1 вытекает,
что условие 3 также выполняется.
• Как представляется, естественно ожидать схожих результатов в
случае 0 < n±(L0) < ∞. Мы планируем рассмотреть его в будущем.

Волновая модель

Оператор эйконала. Пусть P t есть проектор в H на достижимое под-
пространство U t. В случае U = H функция P t (продолженная ну-
лем на значения t 6 0) является разложением единицы и определяет
спектральную меру dP t. Системе α вида (1.2)–(1.4) сопоставляется са-
мосопряженный оператор

E :=

∫

[0,∞)

t dP t

в H . Мы называем его оператором эйконала или, кратко, эконалом.
При условии 1 эйконал определяет функциональную модель опера-

тора L0 по следующей схеме, которая просто реализует спектральную
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теорему для самосопряженных операторов (см. [10]). Пусть операторE
имеет простой спектр и e ∈ KerL∗

0 является его порождающим элемен-
том. Заметим, что мера (dP ty, e) абсолютно непрерывна относительно
меры dµ(t) := (dP te, e). Каждому y ∈ H сопоставим функцию

y(t) :=
d(P ty, e)

d(P te, e)
, t > 0, (2.2)

являющуюся элементом пространства E := L2([0,∞), dµ). Отображе-
ние UE : y 7→ y(·) есть унитарный оператор из H на E ; оно диа-
гонализует E: оператор UEEU∗

E является оператором умножения на
независимую переменную в E (см. [1]).

Соответственно, L0 преобразуется в оператор

Lw
0 := UEL0U

∗
E

в E , который представляет волновую модель оператора L0 [4]5. По дру-
гой терминологии оператор Lw

0 есть L0 в собственном (спектральном)
представлении эйконала E.

Система α для S0. • Система α, отвечающая оператору S0 = Sq
0 в

L2(0,∞) с потенциалом q ∈ Q, имеет вид

utt(x, t)− uxx(x, t) + q(x)u(x, t) = 0, x > 0, t > 0, (2.3)

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x > 0, (2.4)

u(0, t) = f(t), t > 0. (2.5)

Ее внутреннее пространство есть H = L2(0,∞), достижимые множе-
ства суть [4]

U
T = C∞

0 [0, T ), U T = L2(0, T ), T > 0.

Соответственно, проекторы в U T – это операторы PT , которые умно-
жают функции из L2(0,∞) на индикаторы интервалов: PT y = χ[0,T ]y,
то есть срезают функции на [0, T ]. В результате эйконал системы α
действует по правилу

(Ey)(x) =




∫

[0,∞)

t dP ty


 (x) = x y(x), x > 0,

5На самом деле, описанная выше конструкция является упрощенной версией
волновой модели: см. [4, 6].
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то есть является оператором умножения на независимую переменную
в L2(0,∞).

• Поскольку q ∈ Q является гладким, а ядро KerS∗
0 состоит из тех

решений уравнения −ǫ′′ + qǫ = 0, которые лежат в L2(0,∞), элементы
ǫ ∈ KerS∗

0 являются гладкими функциями (на самом деле, KerS∗
0 – од-

номерное подпространство, все элементы которого пропорциональны
ǫ). Они могут иметь лишь изолированные нули, которые могут на-
капливаться только к бесконечности. Нетрудно видеть, что ǫ является
порождающим элементом оператора E.

Реализуя элементы H с помощью (2.2), мы получаем оператор

UE : y 7→ y(·), y(t) :=
d(P ty, ǫ)

d(P tǫ, ǫ)
=

y(t)

ǫ(t)
, t > 0, (2.6)

который отображает H на E = L2([0,∞), dµ) (с dµ(t) = |ǫ(t)|2dt).
Соответственно, получаем оператор Штурма–Лиувилля

Sw
0 = UES0U

∗
E =

1

ǫ
(−D2 + q)ǫ (2.7)

на DomSw
0 = UEDomS0 в качестве модели оператора S0.

Модель. Пусть теперь L0 удовлетворяет условиям 1, 2, 3, и пусть S0 =
ΦL0Φ

∗ есть его унитарная копия, доставляемая теоремой 1. Фикси-
руем ненулевой e ∈ K = KerL∗

0 и пусть ǫ := Φe ∈ KerS∗
0 . Пусть

Sw
0 есть волновая модель S0, построенная по элементу ǫ. Тогда в си-

лу инвариантного характера процедуры, сопоставляющей оператору
его волновую модель, волновые модели оператора L0 и унитарно эк-
вивалентного ему S0 оказываются идентичными и копия Lw

0 = Sw
0

доставляется унитарным оператором Φw = UEΦ, так что выполнено
Lw
0 = ΦwL0(Φ

w)∗.
В итоге мы заключаем, что при выполнении условий теоремы 1 вол-

новой моделью оператора L0 является оператор Штурма–Лиувилля
вида (2.7).
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Belishev M. I., Simonov S. A. A functional model of a class of symmetric
semi-bounded operators.

Let L0 be a closed symmetric positive definite operator with nonzero
defect indices n±(L0) in a separable Hilbert space H . It determines a
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family of dynamical systems αT , T > 0, of the form

u′′(t) + L∗
0u(t) = 0 in H , 0 < t < T,

u(0) = u′(0) = 0 in H ,

Γ1u(t) = f(t), 0 6 t 6 T,

where {H ; Γ1,Γ2} (Γ1,2 : H → KerL∗
0) is the canonical (Vishik) boun-

dary triple for L0, f is a boundary control (KerL∗
0-valued function of t)

and u = uf (t) is the solution (trajectory).
Let L0 be completely non-self-adjoint and n±(L0) = 1, so that f(t) =

φ(t)e with a scalar function φ ∈ L2(0, T ) and e ∈ KerL∗
0. Let the map

WT : φ 7→ uf(T ) be such that CT = (WT )∗WT = I + KT with an
integral operator KT in L2(0, T ) which has a smooth kernel. Assume
that CT an isomorphism in L2(0, T ) for all T > 0. We show that under
these assumptions the operator L0 is unitarily equivalent to the minimal
Schrödinger operator S0 = −D2+q in L2(0,∞) with a smooth real-valued
potential q, which is in the limit point case at infinity. It is also proved
that S0 provides a canonical wave model of L0.
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