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Посвящается 85-летию А. С. Благовещенского

§0. О работе

• Динамическая система с граничным управлением (ДСГУ), которая
рассматривается в работе, определяется симметрическим полуограни-
ченным оператором с ненулевыми индексами дефекта. Изучаются об-
щие свойства таких систем. Это мотивировано программой построения
функциональной (т.н. волновой) модели операторов указанного класса:
см. [3, 6–9]. Настоящая работа развивает результаты [2, 5], относящие-
ся к общим свойствам ДСГУ. Примечательный новый факт состоит в
том, что известный в многочисленных приложениях принцип конечно-
сти скорости распространения волн (далее коротко КС-принцип) имеет
адекватный аналог в абстрактных ДСГУ.

• Работа посвящается 85-летию моего учителя Александра Сергееви-
ча Благовещенского, одного из пионеров и создателей теории дина-
мических обратных задач. В свое время он объяснил мне глубину и
возможности формулы Даламбера. Не будет преувеличением сказать,
что данная работа выполнена в манере и технике Александра Сергее-
вича.

§1. Оператор L0

Граничная тройка. • Как отмечено выше, ДСГУ определяется по-
луограниченным оператором. Опишем класс операторов, с которыми

Ключевые слова: симметрический полуограниченный оператор, граничная
тройка Вишика, динамическая система с граничным управлением, конечность ско-
рости распространения волн.
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мы имеем дело. Преполагается, что L0 есть замкнутый, плотно за-
данный симметрический положительно-определенный оператор сепа-
рабельном гильбертовом пространстве H , так что выполнено

DomL0 = H ; L0 ⊂ L∗
0; L0 > γ I, γ > 0; 1 6 nL0

+ = nL0

− 6 ∞,

где I есть единичный оператор. Отметим, что в силу nL0

± 6= 0 такой
оператор с обязательно неограничен.

• Мы обозначаем K := KerL∗
0 и используем (ортогональный) проек-

тор P в H на K . Отметим следующее из положительной определен-
ности соотношение dimK = nL0

± .
Пусть L есть расширение L0 по Фридрихсу: L0 ⊂ L = L∗ ⊂ L∗

0,
L > γ I, RanL = H . Обратный к нему L−1 есть самосопряженный
ограниченный оператор в H .

Известное разложение Вишика [20] имеет вид

DomL∗
0 = DomL0

.
+ L−1

K
.
+ K = DomL

.
+ K ; (1)

последнее равенство устанавливается в рамках теории М. Г. Крей-
на [15]. Таким образом, каждый элемент y ∈ DomL∗

0 единственным
образом представляется в виде

y = y0 + L−1g + h = y′ + h (2)

с некоторыми g, h ∈ K и y′ := y0 + L−1g ∈ DomL. Компоненты опре-
деляются по y следующим образом:

y′ = L−1L∗
0y, y0 = L−1L∗

0(y − y′), h = y − y′ − y0. (3)

Отображения

Γ1 := L−1L∗
0 − I, Γ2 := PL∗

0; DomΓ1,2 = DomL∗
0

называются граничными операторами. Из определений и (2) имеем

Γ1y = −h, Γ2y = g. (4)

Кроме того, из определений следует:

RanΓ1 = RanΓ2 = K . (5)

Заметим, что граничные операторы могут не допускать замыкания;
более того, такая ситуация типична в приложениях. Однако, если снаб-
дить DomL∗

0 нормой графика ‖y‖2graph = ‖y‖2 + ‖L∗
0y‖

2, то Γ1,2 стано-

вятся непрерывными [15].
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• Справедливо соотношение

(L∗
0u, v)− (u, L∗

0v) = (Γ1u,Γ2v)− (Γ2u,Γ1v), u, v ∈ DomL∗
0 (6)

(См, например, [5]). По терминологии теории операторов [15], соотно-
шения (5) и (6) означают, что набор {K ; Γ1,Γ2} составляет граничную
тройку оператора L0. По общей теории граничных троек имеем:

L0 = L∗
0 ↾ [Ker Γ1 ∩KerΓ2], L = L∗

0 ↾ KerΓ1 (7)

(см. [15, глава 7]).

• Возможный способ реализовать разложение (2) состоит в решении
двух “граничных задач”.

Лемма 1. Пусть y = y0 + L−1g + h есть представление Вишика
элемента y ∈ DomL∗

0. Тогда элементы h и g единственным образом
определяются соотношениями

L∗
0h = 0; Γ1h = Γ1y. (8)

и

L∗
0
2
w = 0; Γ1w = 0; Γ2w = Γ2(y − h), (9)

соответственно, где w := L−1g.

Доказательство. Элемент h, удовлетворяющий второму соотноше-
нию в (8), существует в силу (5). Он единствен. В самом деле, если
h′ удовлетворяет (8), то ỹ := h − h′ влечет Γ1ỹ = 0, т.е. ỹ ∈ DomL.
Последнее ведет к ỹ = 0 в силу DomL ∩KerL∗

0 = {0} (см. (1)).
Так как L∗

0L
∗
0L

−1g = L∗
0g = 0, L−1g ∈ DomL справедливо (так что

Γ1L
−1g

см. (7)
= 0 и Γ2L

−1g = Γ2(y− y0 − h)
(7)
= Γ2(y− h) выполнено), мы

видим, что w = L−1g решает задачу (9). Если w′ также решает ее, то
для w̃ := w−w′ имеем Γ1w̃ = Γ2w̃ = 0, что ведет к w̃ ∈ DomL0 в силу
(7). Поэтому L∗

0w̃ = L0w̃ ∈ RanL0 и, следовательно, L∗
0w̃⊥KerL∗

0. По-
следнее делает возможным L∗

0L
∗
0w̃ = 0 только если L∗

0w̃ = 0. Посколь-
ку L∗

0w̃ = L0w̃ = 0, мы приходим к w̃ = 0 по инъективности L0. �

Таким оразом, для нахождения h и g из (2), можно найти h из (8),
решить (9) и затем получить g = Lw.
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Пример. • В качестве иллюстрации рассмотрим оператор Лапласа.
Пусть (Ω, g) есть компактное гладкое1 риманово многообразие размер-
ности n > 2 2 с гладкой связной границей Γ; пусть ∆ – дифференци-
альный оператор Лапласа-Бельтрами в Ω.

Пусть Hp(Ω), p = 1, 2, H1
0 (Ω) = {y ∈ H1(Ω) | y

∣

∣

Γ
= 0} и H2

0 (Ω) =

{y ∈ H2(Ω) | y
∣

∣

Γ
= ∂νy

∣

∣

Γ
= 0} суть пространства Соболева (ν – внеш-

няя нормаль к Γ). Положим H := L2(Ω) и обозначим через Harm(Ω) :=
{h ∈ H | ∆h = 0 in Ω \ Γ} подпространство гармонических функций.
Следующие факты хорошо известны.

Оператор (минимальный лапласиан) L0 :=−∆↾C∞
0 (Ω)=−∆↾H2

0 (Ω)
положительно определен. Сопряженный к нему (максимальный ла-
пласиан) есть L∗

0 = −∆↾[H2(Ω) + Harm(Ω)] и выпонено K = KerL∗
0 =

Harm(Ω). Расширение Фридрихса оператора L0 есть L = −∆↾[H2(Ω)∩
H1

0 (Ω)].

• Согласно (2) и (4), чтобы описать действие граничных операторов
Γ1,2, надо показать, как находятся гармонические функции h и g по
заданному y ∈ DomL∗

0. Так как y0 и L−1g принадлежат H1
0 (Ω), мы

имеем y = h на Γ. Тем самым, функция h может быть определена как
(единственное) решение задачи Дирихле

∆h = 0 в Ω \ Γ; h = y на Γ. (10)

Чтобы определить гармоническую функцию g, напомним, что слагае-
мое y0 в (2) лежит в DomL0 = H2

0 (Ω) и, следовательно, удовлетворяет
условию ∂νy0

∣

∣

Γ
= 0. Из этого следует

∂νL
−1g

(2)
= ∂ν(y − y0 − h) = ∂ν(y − h).

В то же время, мы имеем L−1g ∈ H1
0 (Ω) и L∗

0L
∗
0L

−1g = L∗
0g = 0. В

результате, для L−1g получаем:

∆2(L−1g) = 0 в Ω \ Γ; L−1g = 0, ∂ν(L
−1g) = ∂ν(y − h) на Γ (11)

(функция h уже найдена). Решая эту корректную задачу Коши для
бигармонического уравнения, мы получаем L−1g и затем находим g =
∆L−1g.

Легко видеть, что соотношения (10) и (11) являются конкретны-
ми версиями (8) и (9) соответственно. Можно сказать, что L∗

0h = 0

1Всюду далее гладкий означает C∞-гладкий.
2случай Ω ⊂ R

n вполне подходит для наших целей.
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и L∗
0
2w = 0 суть абстрактное уравнение Лапласа и бигармоническое

уравнение соответственно.

§2. Динамика, определяемая оператором L0

Система α. • Граничная тройка определяет динамическую систему
с граничным управлением (ДСГУ) вида

ü+ L∗
0u = 0 в H , t > 0; (12)

u|t=0 = u̇|t=0 = 0 в H ; (13)

Γ1u = f в K , t > 0, (14)

где ˙( ) := d
dt

, а f = f(t) есть K -значная функция времени (граничное

управление). Через u = uf (t) мы обозначаем решение (волну). Для
краткости мы называем (12)–(14) просто системой α; функция uf(·)
есть ее траектория.

Введем класс гладких управлений

M := {f ∈ C∞([0,∞);K ) | supp f ⊂ (0,∞)},

аннулирующихся вблизи t = 0. Как показано в [5], для каждого f ∈ M

существует единственное классическое решение

u = uf(t) ∈ C∞([0,∞);H )

(гладкая волна), удовлетворяющее условию uf(t) ∈ DomL∗
0, t > 0 и

представимое в виде

uf (t) = −f(t) + L− 1

2

t
∫

0

sin [(t− s)L
1

2 ] f̈(s) ds, t > 0. (15)

Интегрирование по частям дает эквивалентное представление

uf (t)=−f(t)+L−1

t
∫

0

{

1− cos [(t− s)L
1

2 ]
} ...

f (s) ds=−f(t)+ufL(t),

t > 0,

(16)

в котором слагаемое ufL(t) ∈ DomL соответствует элементу y′ ∈ DomL

в разложении (2).
Правая часть в (15) имеет смысл для любого f ∈ H2

loc([0,∞);K ),
аннулирующегося вблизи t = 0. Для таких управлений она определяет
(обобщенное) решение uf системы (12)–(14).
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• Приведем известные свойства волн. В дальнейшем мы полагаем все
функции от времени продолженными на t < 0 нулем.

Введем оператор запаздывания Tτ , действующий на функции от
времени по правилу (Tτw)(t) := w(t − τ). Так как оператор L∗

0, опре-
деляющий эволюцию системы α, не зависит от времени, имеет место
соотношение стационарности

uTτf (t) = (Tτu
f )(t) = uf (t− τ), t > 0, τ > 0 (17)

и его следствие

uḟ (t) = u̇f(t), uf̈(t) = üf(t)
(12)
= −L∗

0u
f (t), t > 0. (18)

• Система α снабжена стандартными атрибутами теории управления.

Пространство управлений (входов) F := Lloc
2 (R+;K ) есть внешнее

пространство. Оно содержит семейство запаздывающих управлений
Fτ := TτF , τ > 0 и гладкий класс M , который удовлетворяет соот-
ношению

dp

dtp
M = M , p = 1, 2, . . . (19)

и является локально плотным в F : соотношение {f
∣

∣

[0,T ]
| f ∈ M } =

L2([0, T ];K ) справедливо при всех T > 0.

Пространство H есть внутреннее пространство системы α, волны
(состояния) uf (t) суть его элементы. Оно содержит расширяющееся
семейство достижимых множеств U τ := {uf(τ) | f ∈ M }, τ > 0 и
тотальное достижимое множество U := span {U τ | τ > 0}. Согласно
(19) и (18), имеет место инвариантность достижимых множеств: вы-
полнено

L∗
0U

τ = U
τ , τ > 0; L∗

0U = U . (20)

В системе α, отображение

W τ : F → H , DomW τ = M , W τf := uf (τ), τ > 0

реализует соответствие "вход-состояние".

Лемма 2. При любом τ > 0 отображение W τ замыкаемо.
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Доказательство. 1. Возьмем произвольное φ ∈ H . Применяя L− 1

2

в (15), имеем:

(L− 1

2 uf(τ), φ) = −(L− 1

2 f(τ), φ) +
(

L−1

τ
∫

0

sin[(τ − s)L
1

2 ]f̈(s) ds, φ
)

=: −I + II. (21)

Поскольку L = L∗, второе слагаемое имеет вид

II =

τ
∫

0

(f̈(s), ψ(s)) ds,

где ψ(s) := L−1 sin[(τ−s)L
1

2 ]φ удовлетворяет ψ̈(s) = − sin[(τ−s)L
1

2 ]φ ∈
H . Затем легко оправдывается интегрирование по частям:

II =
[

(ḟ(s), L−1 sin[(τ − s)L
1

2 ]φ) + (f(s), L− 1

2 cos[(τ − s)L
1

2 ]φ)
]

∣

∣

∣

∣

s=τ

s=0

+

τ
∫

0

(f(s), sin[(τ − s)L
1

2 ]φ) ds = (f(τ), L− 1

2φ)

+

τ
∫

0

(f(s), sin[(τ − s)L
1

2 ]φ) ds

= (L− 1

2 f(τ), φ) +

τ
∫

0

(sin[(τ − s)L
1

2 ]f(s), φ) ds.

Подставляя II в виде последней суммы в (21) и учитывая произволь-
ность φ, приходим к представлению

L− 1

2 uf(τ) =

τ
∫

0

sin[(τ − s)L
1

2 ]f(s) ds. (22)

2. В силу (15), значение волны uf (τ) определяется значениями уп-
равления f

∣

∣

06t6τ
(не зависит от f

∣

∣

t>τ
). Пусть f

∣

∣

[0,τ ]
→ 0 в L2([0, τ ];K )

и uf(τ) → y в H . Предельный переход в (22) ведет к L− 1

2 y = 0. Из
последнего следует y = 0.
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Таким образом, f → 0 и W τf → y приводят к y = 0. Следовательно
WT допускает замыкание. �

Пример. • В примере, выбранном в качестве иллюстрации, мы име-
ем K = Harm(Ω), причем соответствие Harm(Ω) ∋ y ↔ y

∣

∣

Γ
есть биек-

ция. Поэтому, согласно (4), системе α можно придать эквивалентную
(традиционную) форму начально-краевой задачи

utt −∆u = 0 в (Ω \ Γ)× R+; (23)

u|t=0 = ut|t=0 = 0 в Ω; (24)

u = f на Γ× R+, (25)

которая описывает распространение волны u = uf(x, t) в Ω, иниции-
рованной граничным источником (управлением) f = f(γ, t). Приведем
известные свойства волн.

Для гладких управлений класса M := {f ∈ C∞(Γ× R+) | supp f ⊂
Γ×R+}, аннулирующихся вблизи t = 0, система (23)–(25) имеет един-
ственное классическое решение uf ∈ C∞(Ω× R+).

При всех τ > 0 отображение W τ : f
∣

∣

[0,τ ]
7→ uf (·, τ) непрерывно из

F τ := L2(Γ× [0, τ ]) в H [17].

Пусть Ωr := {x ∈ Ω | dist(x,Γ) < r} есть метрическая окрестность
границы радиуса r > 0; обозначим T∗ := inf {r > 0 | Ωr = Ω}. Соотно-
шение

suppuf(·, t) ⊂ Ωt, t > 0 (26)

имеет место и показывает, что волны движутся от границы внутрь
многообразия со скоростью 6 1. В момент t = T∗ волны заполняют
все Ω. В последующем мы говорим об этом факте как о принципе ко-
нечности скорости распространения волн (КС-принцип). Он отвечает
гиерболичности начально-граничной задачи (23)–(25).

• Введем достижимые множества U t := {uf(·, t) | f ∈ M } и отметим
соотношение U s ⊂ U t при s < t. Как следствие (26), имеет место

вложение U t ⊂ H t := {y ∈ H | supp y ⊂ Ωt}. Важный факт, который
интерпретируется как локальная приближенная граничная управляе-
мость системы α, состоит в том, что это вложение плотно: выполнено
равенство

U τ = H
τ , τ > 0 (27)

(см. [4,19]). Так как Ω компактно, при τ > T∗ из соотношения (27) сле-

дует U τ =H , так что система (23)–(25) управляема при всех T >T∗.
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Добавим, что в данном Примере семейство проекторов P τ в H на
U τ непрерывно по τ . Однако, в системе, описываемой уравнениями
Максвелла, соответствующее семейство может иметь бесконечномер-
ные разрывы: см. [14]. Таким образом, непрерывность U τ определенно
не является общим фактом.

Управляемость системы α. • Для абстрактной системы α вида
(12)–(14) достижимые множества суть U τ := {uf(τ) | f ∈ M }. Одна-
ко, обсуждать свойство (27) не имеет смысла, поскольку в ней нет ана-
лога подпространств H τ . Тем не менее, вопрос можно поставить так.
Определим тотальное достижимое множество U := span{U τ | τ > 0}
и скажем, что система α управляема, если выполнено равенство

U = H , (28)

Если (28) не имеет места, мы называем D := H ⊖ U дефектным
(недостижимым) подпространством. Вопрос состоит в условиях, обес-
печивающих выполнение (28). Ответ таков.

Пусть A есть оператор в гильбертовом пространстве H и G ⊂ H –
подпространство. Скажем, что G есть инвариантное подпространство
оператора A, если выполнено DomA ∩ G = G и A(DomA ∩ G ) ⊂ G

3,
а оператор AG : G → G , DomAG = DomA ∩ G , AG y := Ay назовем
частью A в G .

Симметрический плотно заданный оператор A называется вполне
несамосопряженным если он не имеет (в существенном) самосопря-
женных частей, т.е. отсутствуют части AG , для которых выполнено
A∗

G
= AG .

Система α определяется оператором L0. Как показано в [5], она
управляема, т.е. выполнено (28), если и только если L0 вполне неса-
мосопряжен.

• Существуют динамические системы (12)–(14), в которых (27) при-
нимает форму U τ = H при любом τ > 0. Как пример, можно упомя-
нуть систему на Ω ⊂ R

n, эволюция которой определяется уравнением
Эйлера–Бернулли utt + ∆2u = 0 и адекватным граничным управле-
нием [18]. Следующее соглашение исключает такие случаи как триви-
альные.

Соглашение 1. Предполагается, что система α такова, что име-
ются τ > 0, для которых выполнено U τ+ǫ ⊖ U τ 6= {0} при ǫ > 0.

3см. комментарии к этому определению в [9]
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Иными словами, предполагается, что семейство достижимых под-
пространств U τ имеет положительные точки роста.

В конкретных системах, в которых реализуется тривиальный слу-
чай, КС-принцип не имеет места: (26) нарушается и волны распро-
страняются с бесконечной скоростью. Если условие Соглашения 1 на-
рушено, наши дальнейшие результаты сохраняют силу, но становятся
тривиальными. В оставшейся части работы оно считается принятым.

Система β. • Рассмотрим динамическую систему β вида

v̈ + Lv = ψ в H , t > 0; (29)

v|t=0 = v̇|t=0 = 0 в H , (30)

управляемую источником ψ, являющимся H -значной функцией вре-
мени. Через v = vψ(t) обозначим решение. Для гладких источников
класса

N :=
{

ψ ∈ C∞([0,∞);H )
∣

∣ suppψ ⊂ (0,∞)
}

,

аннулирующихся вблизи t = 0, решение единственно, является клас-
сическим, гладким, представляется в виде

vψ(t) = L− 1

2

t
∫

0

sin[(t− s)L
1

2 ]ψ(s) ds, t > 0 (31)

и принадлежит DomL при любом t. В силу (7), последнее влечет

Γ1v
ψ(t) = 0, t > 0. (32)

Правая часть в (31) имеет смысл при ψ ∈ Lloc
2 ([0,∞);H ) и рассмат-

ривается как обобщенное решение. Если ψ ∈ H1
loc([0,∞);H ), то инте-

грирование по частям в (31) дает

vψ(t) = L−1

t
∫

0

{

I− cos[(t− s)L
1

2 ]
}

ψ̇(s) ds, t > 0.

В этом случае выполнено vψ(t) ∈ DomL и соотношение (32) сохраняет
силу.
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• Как частный случай, мы рассматриваем мгновенные источники
ψ = δ(t)y, где y ∈ H и δ( · ) есть дельта-функция Дирака, и соот-
ветствующие решения v = vδy(t) =: vy(t) системы

v̈ + Lv = 0 в H , t > 0; (33)

v|t=0 = 0, v̇|t=0 = y в H . (34)

Решения представимы в виде

vy(t) = L− 1

2 [sin(t L
1

2 )] y, t > 0. (35)

Обобщенное решение vy корректно определено для любого y ∈ H .

Если y ∈ DomL
1

2 , то vy(t) ∈ DomL и свойство (32) сохраняет силу
для vy :

Γ1v
y(t) = 0, t > 0. (36)

• Обсудим связи между системами α и β.

Лемма 3. При любом T > 0 справедливо соотношение

(uf (T ), y) = −

T
∫

0

(f(t),Γ2v
y(T − t)) dt, f ∈ M , y ∈ DomL. (37)

Доказательство. В силу выбора управления и гладкости соответ-
ствующих траекторий uf и vy, легко оправдываются следующие вы-
кладки:

0
(12)
=

T
∫

0

(üf (t) + L∗
0u
f(t), vy(T − t)) dt =

T
∫

0

(üf (t), vy(T − t)) dt

+

T
∫

0

(L∗
0u
f(t), vy(T − t)) dt = [(u̇f (t), vy(T − t)) + (uf (t), v̇y(T − t))]

∣

∣

t=T

t=0

+

T
∫

0

(uf (t), v̈y(T − t)) dt+

T
∫

0

(L∗
0u
f (t), vy(T − t)) dt

(13), (34)
= (uf(T ), y) +

T
∫

0

(uf (t), v̈y(T − t)) dt+

T
∫

0

(L∗
0u
f(t), vy(T − t)) dt
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(6)
= (uf (T ), y) +

T
∫

0

(uf (t), v̈y(T − t) + L∗
0v
y(T − t)) dt

+

T
∫

0

[(Γ1u
f (t),Γ2v

y(T − t))− (Γ2u
f(t),Γ1v

y(T − t))] dt

(14), (33), (36)
= (uf (T ), y) +

T
∫

0

(f(t),Γ2v
y(T − t)) dt

(мы также использовали L∗
0v
y = Lvy, следующее из L ⊂ L∗

0). Сопо-
ставляя начало и конец, приходим к (37). �

Еще одна связь между траекториями систем α и β состоит в сле-
дующем. Вполне аналогичные выкладки, начинающиеся с равенства

0 =
T
∫

0

(üf (t) + L∗
0u
f(t), vψ(T − t)) dt, приводят к соотношению

T
∫

0

(uf (t), ψ(T−t)) dt = −

T
∫

0

(f(t),Γ2v
ψ(T−t)) dt, f ∈ M , ψ ∈ N . (38)

• Выведем одно следствие соотношения (38). Скажем, что источник
ψ действует из подпространства G ⊂ H , если ψ(t) ∈ G выполнено при
всех t.

Фиксируем положительное σ < T ; пусть ψ действует из U ⊖ U σ4.
Также пусть f ∈ FT−σ ∩ M есть запаздывающее управление. При
таком выборе, согласно (17) мы имеем uf (t) ∈ U σ при всех 0 6 t 6 T ,
что ведет к (uf (t), ψ(T − t)) = 0, 0 6 t 6 T . Значит, интеграл слева в
(38) исчезает и мы получаем

T
∫

T−σ

(f(t),Γ2v
ψ(T − t)) dt =

σ
∫

0

(f(T − t),Γ2v
ψ(t)) dt = 0.

В результате, используя произвольность f , заключаем, что для любого
гладкого ψ, действующего из U ⊖ U σ, выполнено соотношение

Γ2v
ψ(t) = 0, 0 6 t 6 σ. (39)

4Напомним о Соглашении 1 !
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Позже оно будет использовано и интерпретировано.
Поскольку T > 0 произвольно, последнее соотношение в прежнем

виде верно для системы β: если ψ действует из U ⊖ U σ, то (39) вы-
полнено.

Вполне аналогично, для системы (33)–(34), из (37) при условии y ∈
[

U ⊖ U σ
]

∩DomL выводится соотношение

Γ2v
y(t) = 0, 0 6 t 6 σ. (40)

§3. Абстрактный КС-принцип

Как уже отмечалось, обсуждать свойство (26) для абстрактных си-
стем α и β не имеет смысла: в них нет многообразий, областей и гра-
ниц. Тем не менее, примечательный факт состоит в том, что адекват-
ный аналог КС-принципа для них все же существует.

• Сначала обратимся к Примеру и поясним, какой именно факт, от-
носящийся к КС-принципу, мы собираемся усмотреть в абстрактном
случае.

Соответствующая система β есть

vtt −∆v = ψ в (Ω \ Γ)× R+;

v|t=0 = vt|t=0 = 0 в Ω;

v = 0 на Γ× R+.

Фиксируем 0 < σ < τ < T∗. Пусть источник ψ действует из подпро-
странства H τ⊖H σ, т.е. выполнено suppψ(·, t) = Ωτ \Ωσ, t > 0. Таким
образом, источник локализован в "слое" Ωτ \ Ωσ, отделенном от гра-
ницы Γ расстоянием σ, а Ω \Ωτ есть непустое открытое множество. В
этом случае волна vψ распространяется в обе стороны от слоя со ско-
ростью 1. В силу последнего, при t > 0 она локализована в большем
слое Ωτ+t\Ωσ−t. В терминах подпространств это может быть записано
в виде vψ(t) ∈ H τ+t⊖H σ−t. Именно это свойство имеет абстрактный
аналог в системе β.

• Приведем этот аналог. Для удобства формулировок примем
U t

∣

∣

t<0
:= {0} и Ψ := Lloc

2 (R+;H ).

Теорема 1. Пусть 0 < σ < τ и пусть источник ψ ∈ Ψ действу-
ет из подпространства U τ ⊖ U σ. Тогда при всех t > 0 выполнено
соотношение vψ(t) ∈ U τ+t ⊖ U σ−t.
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Рис. 1. Domains.

Доказательство. Доказательство проводится в несколько шагов.
Шаг 1. Здесь выводится вспомогательное соотношение. Через

Cs,t := {(ξ, η) ∈ R
2
+ | 0 6 η 6 t, s− t+ η 6 ξ 6 s+ t− η}

обозначается характеристический конус уравнения струны utt−uss=0.

Рис. 2. Cones.
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Лемма 4. Пусть f ∈ M и пусть ψ ∈ N есть управление и источник
в системах α и β. Справедливо соотношение

(vψ(s), uf (t)) = −
1

2

∫

Cs,t

[

(Γ2v
ψ(ξ), f(η)) + (ψ(ξ), uf (η))

]

dξ dη,

0 6 t 6 s.

(41)

Доказательство. Для функции Благовещенского

b(s, t) := (vψ(s), uf (t))

имеем:

btt(s, t)− bss(s, t) = (vψ(s), üf (t))− (v̈ψ(s), uf (t))

(12), (29)
= −(vψ(s), L∗

0u
f(t)) + (Lvψ(s)− ψ(s), uf (t))

by L⊂L∗

0= −(vψ(s), L∗
0u
f(t)) + (L∗

0v
ψ(s), uf (t))− (ψ(s), uf (t))

(6)
= (Γ1v

ψ(s),Γ2u
f (t))− (Γ2v

ψ(s),Γ1u
f(t))− (ψ(s), uf (t))

(14), (32))
= −(Γ2v

ψ(s), f(t))− (ψ(s), uf (t)) =: F (s, t) in R+ × R+.

В то же время, условия (30) приводят к данным Коши: b
∣

∣

t=0
=bt

∣

∣

t=0
=0

на основании [s− t, s+ t] ⊂ R+ конуса Cs,t. Интегрируя по Даламберу,
получаем

b(s, t) = −
1

2

∫

Cs,t

F (ξ, η) dξ dη,

что есть (41). �

Теперь выберем (s, t) с условием Cs,t ⊂ Cσ
2
, σ
2
. По выбору, в конусе

Cs,t имеем:

Γ2v
ψ(ξ)

∣

∣

ξ6σ

(39)
= 0 (42)

и (ψ(ξ), uf (η)) = 0, причем последнее выполнено ввиду uf(η) ∈ U η ⊂
U

σ
2 ⊂ U σ, в то время как ψ(ξ) ортогонален U σ. Таким образом, оба

слагаемых под интегралом (41) аннулируются в конусе и мы получаем
(uf(t), vψ(s)) = 0. Поскольку f ∈ M произвольно, последнее равен-
ство означает, что выполнено vψ(s)⊥U t. Сохраняя s фиксированным
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и варьируя t ∈ [0, σ− s] (пока (s, t) ∈ Cσ
2
,σ
2

имеет место), мы получаем

vψ(s)⊥U σ−s. Меняя s в допустимом сегменте [0, σ2 ], приходим к

vψ(s) ∈ U ⊖ U σ−s, 0 6 s 6
σ

2
. (43)

Шаг 2. В проведенных выше рассмотрениях расширить сегмент до
[0, σ] невозможно, т.к. при s < t основание [s − t, s + t] конуса Ct,s не

попадает в R+. Поэтому мы заменяем конус на

C′
s,t := {(ξ, η) ∈ R

2
+ | 0 6 ξ 6 s, ξ − s+ t 6 η 6 −ξ + s+ t} .

Фиксируем (s, t) так, чтобы C′
s,t ⊂ C′

σ
2
, σ
2

. Повторяя те же вычисле-

ния, что и в Шаге 1, мы придем к задаче Коши для уравнения струны

btt − bss = F (s, t), 0 < s < t;

b
∣

∣

s=0
= bs|s=0

(30)
= 0, t > 0

с теми же b и F , что и выше. Интегрируя по Даламберу, получим

(vψ(s), uf (t))=−
1

2

∫

C′

s,t

[

(Γ2v
ψ(ξ), f(η)) + (ψ(ξ), uf (η))

]

dξ dη, 06s6 t.

В силу (42) и ортогональности (uf (η), ψ(ξ)) = 0 при всех ξ < σ, слага-
емые под интегралом исчезают и мы получаем (uf (t), vψ(s)) = 0 для
(s, t) ∈ C′

σ
2
,σ
2

. Сохраняя значения σ
2 < t < σ и увеличивая s от 0 до

σ − t, заключаем, что (uf (t), vψ(σ − t)) = 0 выполнено при 0 6 t 6 σ.

Так как f ∈ M произвольно, последнее ведет к vψ(t)⊥U σ−t, т.е. к

vψ(t) ∈ U ⊖ U σ−t,
σ

2
6 t 6 σ . (44)

Сопоставляя (43) с (44), мы получаем

vψ(t) ∈ U ⊖ U σ−t, 0 6 t 6 σ (45)

и доказываем первую часть теоремы для гладких ψ. Аппроксимируя
ψ ∈ Ψ гладкими источниками и используя непрерывность соответ-
ствия ψ

∣

∣

[0,t]
→ vψ(t), получаем утверждение первой части.

Остается доказать соотношение vψ(t) ∈ U τ+t.

Шаг 3. Пусть It : H → H , Ity := vy(t) отображение, разрешающее

задачу (33)–(34). Согласно (35) мы имеем It = L− 1

2 sin[tL
1

2 ], так что It

есть ограниченный самосопряженный оператор в H .
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Лемма 5. Справедливо соотношение

ItU τ ⊂ U τ+t, τ > 0, t > 0. (46)

Доказательство. Возьмем f ∈ M и θ > 0. В силу (45), для источника

ψ ∈ Ψ, действующего из U ⊖ U τ+θ, выполнено

(vψ(τ + θ − t), uf (t)) = 0, 0 6 t 6 θ + τ.

Полагая t = τ , мы имеем:

0 = (vψ(θ), uf (τ))
(31)
= (

θ
∫

0

L− 1

2 sin[(θ − s)L
1

2 ]ψ(s) ds, uf (θ) )

=

θ
∫

0

(ψ(s), L− 1

2 sin[(θ − s)L
1

2 ]uf (τ) ) ds.

По произвольности ψ, последнее ведет к

L− 1

2 sin[(θ − s)L
1

2 ]uf (τ)⊥U ⊖ U τ+θ, 0 6 s 6 θ,

что равносильно L− 1

2 sin[(θ−s)L
1

2 ]uf (τ) ∈ U τ+θ. Полагая s = 0 и θ = t,

получаем Ituf (τ) ⊂ U τ+t. Поскольку волны uf(τ) плотны в U τ , мы
приходим к (46). �

Пусть источник ψ таков, что ψ(t) ∈ U τ выполнено при всех t > 0.
Представляя

vψ(t)
(31)
=

t
∫

0

[

It−s ψ(s)
]

ds, t > 0,

и учитывая It−sψ(s)
(46)
∈ U τ+t для всех s 6 t, заключаем, что vψ(t) ∈

U τ+t выполняется и, таким образом, завершаем доказательство Тео-
ремы 1. �

Ключевое наблюдение, что скалярные произведения волн удовле-
творяют уравнению струны � b = F , принадлежит А. С. Благове-
щенскому. Именно оно позволило разработать версию BC-метода для
решения динамических обратных задач [1]. Простой, но продуктивный
прием, состоящий в перемене ролей пространственной переменной s и
времени t (с заменой конуса Cs,t на конус C′

s,t) – тоже изобретение
Александра Сергеевича [10, 12, 13].
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§4. Волновые части систем и операторов

Системы βD и βU . • Напомним, что β есть система вида

v̈ + Lv = ψ в H , t > 0;

v|t=0 = v̇|t=0 = 0 в H

с траекторией

vψ(t) = L− 1

2

t
∫

0

sin[(t− s)L
1

2 ]ψ(s) ds, t > 0.

Как частный случай, рассматриваются, источники ψ = δ(t)y и соот-
ветствующие траектории v = vδy =: vy of the system

v̈ + Lv = 0 в H , t > 0;

v|t=0 = 0, v̇|t=0 = y в H ,

для которых справедливо представление

vy(t) = L− 1

2 sin[(t− s)L
1

2 ] y, t > 0.

• Напомним разложение H = U ⊕ D , где U := span {U t | t > 0}.

Лемма 6. Если ψ(t) ∈ D (ψ(t) ∈ U ) выполнено при всех t > 0, то
vψ(t) ∈ D (vψ(t) ∈ U ) справедливо для всех t > 0. Если выполнено
y ∈ D (y ∈ U ), то vy(t) ∈ D (vy(t) ∈ U ) справедливо при всех t > 0.

Доказательство. 1. Пусть ψ(t) ∈ D ∩ N , t > 0. Так как ψ(t)⊥U

при t > 0, то из соотношения (38) легко следует Γ2v
ψ
∣

∣

t>0
= 0. Сле-

довательно, в силу (41) мы имеем (uf(t), vψ(s)) = 0 при всех s, t. По-
этому vψ(s)⊥U выполнено при всех s > 0. Аппроксимируя, при необ-
ходимости, источник ψ ∈ D источниками из N , снимем ограничение
ψ(t) ∈ D ∩ N .

Легко проверить, что то же самое верно и для источников ψ = δ(t)y
с y ∈ D : мы имеем vy(t) ∈ D для всех t > 0.
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2. Пусть ψ(t) ∈ U , t > 0. Выберем произвольно y ∈ D . В силу (31)
имеем

(vψ(t), y) =

t
∫

0

(

L− 1

2 sin[(t− s)L
1

2 ]ψ(s), y
)

ds =

=

t
∫

0

(

ψ(s), L− 1

2 sin[(t− s)L
1

2 ] y
)

ds =

t
∫

0

(ψ(s), vy(t− s)) ds =

= 0, t > 0,

причем последнее равенство справедливо в силу соотношения vy(t) ∈
D , доказанного выше. Таким образом, мы приходим к vψ(t)⊥y, т.е. к
vψ(t) ∈ U , t > 0. �

• В результате мы заключаем, что система β эволюционирует либо
в подпространстве D , либо в подпространстве U , – в зависимости
от источника ψ, действующего из D или из U соответственно. Это
означает, что система β распадается на две независимые (невзаимо-
действующие) системы βD и βU , причем вторая система делит общее
пространство эволюции с ДСГУ α. Если α управляема, т.е. выполнено
U = H , то D = {0} и система βD отсутствует 5. Напомним, что по-
следнее имеет место тогда и только тогда, когда оператор L0, который
определяет все рассматриваемые системы, является вполне несамосо-
пряженным [5]. Можно сказать, что система βD есть часть системы β,
не управляемая (не наблюдаемая) с границы. Такая картина находит-
ся в полном согласии с общей теорией систем: см. [16, Глава 10].

Пространственная и волновая части L∗
0. • Фиксируем T > 0

и предположим, что оператор L∗
0 имеет часть в подпространстве U T .

Напомним: это означает, что выполнены U T ∩DomL∗
0 = U T и L∗

0 [U
T∩

DomL∗
0] ⊂ U T . Упрощая обозначения, обозначим часть L∗

0 U T через

L∗
0
T . Эта часть есть замыкаемый оператор в U T и для ее замыка-

ния мы сохраним обозначение L∗
0
T . Будем говорить, что L∗

0
T есть про-

странственная часть оператора L∗
0 в U T .

5Этот случай реализуется в Примере.
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В то же время, линеал гладких волн U T плотен в U T и инвариан-
тен: выполнено L∗

0U
T = U T (см. (20)). Поэтому оператор

L∗
0
T
u : U T → U T , DomL∗

0
T
u = U

T , L∗
0
T
u y := L∗

0y

корректно определен, плотно задан и замыкаем в U T . Для его замыка-
ния сохраним обозначение L∗

0
T
u и назовем волновой частью оператора

L∗
0 в U T . Как следует из ее определения, волновая часть обязательно

существует.
Соотношение L∗

0
T
u ⊂ L∗

0
T очевидно, но можно сказать больше о со-

отношении между пространственной и волновой частями L∗
0. В сле-

дующей лемме под изоморфизмом понимается инъективный, сюръек-
тивный, ограниченный и ограниченно обратимый оператор. Напомним
обозначение K := KerL∗

0 и положим FT := L2([0, T ];K ) и M T :=
{f

∣

∣

[0,T ]
| f ∈ M }.

Лемма 7. Пусть оператор L∗
0 имеет часть L∗

0
T . Пусть WT есть

изоморфизм из FT на U T и пусть выполнено K ∩ U T = {0}. Тогда

пространственная и волновая части совпадают: L∗
0
T = L∗

0
T
u .

Доказательство. Выберем пару (y, L∗
0
T y) = (y, L∗

0y) ∈ graphL∗
0
T .

В силу (19) и (20), можно указать последовательность управлений

gn ∈ M T , таких, что выполнено ugn(T ) → L∗
0y в U T . По изоморфно-

сти WT , эта последовательность обязательно сходится: gn → g в FT .
Представляя единственным образом gn = −f̈n, g = −f̈ с fn ∈ M T , мы
имеем сходимость fn → f in FT , из которой следует ufn(T ) → uf (T ) в

U T . Наряду с последней сходимостью, имеем L∗
0u
fn(T )

(18)
= −üfn(T ) =

u−f̈n(T ) = ugn(T ) → L∗
0y. В результате заключаем, что выполнено

(uf(T ), L∗
0y) ∈ graphL∗

0
T
u .

В то же время, из L∗
0
T
u ⊂ L∗

0
T следует graphL∗

0
T
u ⊂ graphL∗

0
T . Зна-

чит, обе пары (y, L∗
0y) и (uf (T ), L∗

0y) принадлежат graphL∗
0
T . Послед-

нее ведет к (y−uf (T ), 0) ∈ graphL∗
0
T , т.е. имеем y−uf(T ) ∈ K . Ввиду

K ∩ U T = {0} мы приходим к y = uf (T ) и заключаем, что графики

пространственной и волновой частей оператора L∗
0 в U T совпадают,

т.е. получаем L∗
0
T = L∗

0
T
u . �
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• Предположение об изоморфности WT весьма ограничительно: уже
в Примере оно не выполняется. Просматривая доказательство лем-
мы 7, можно видеть, что это предположение можно ослабить следую-
щим образом. Достаточно потребовать, чтобы сходимость последова-

тельности L∗
0u
fn(T ) влекла сходимость ufn(T ) в U T , в то время как

сходимость fn в FT обязательной не является. Можно показать, что
такое имеет место в Примере при T < T∗.

В этой связи стоит напомнить, что сходимость L∗
0u
fn(T ) всегда вле-

чет сходимость слагаемых ufnL (T ) ∈ DomL в представлении (16). Это
отражает общий факт: в (3), если последовательность L∗

0yn сходится,
то и y′n = L−1L∗

0yn тоже сходится.

Контпримеры с L∗
0
T 6= L∗

0
T
u не известны и надежда на равенство без

дополнительных предположений пока остается.

Полнота волн. • В системе β можно ввести отображение “вход–сос-
тояние” по правилу Itψ := vψ(t), t > 0 для ψ ∈ Lloc

2 (R+;H ) 6. Выбе-
рем подпространство A ⊂ H и обозначим через ΨA := Lloc

2 (R+;A )
пространство источников, действующих из A . В этих обозначениях
утверждение теоремы 1 принимает вид

ItΨ
U τ⊖U σ ⊂ U τ+t ⊖ U σ−t, 0 < σ < τ, t > 0.

В то же время, в Примере, как и во многих других приложениях,
оказывается справедливым боле сильный результат: имеет место не
вложение, а равенство. Оно интерпретируется как полнота волн в об-
ластях, которые они заполняют. В абстрактном случае, по аналогии
с приложениями можно говорить о полноте волн в заполняемых под-
пространствах. Ниже мы представляем результат такого типа, полу-
ченный при дополнительных предположениях.

• Пусть P ǫ есть проектор в U на U ǫ; обозначим P ǫ⊥ := I− P ǫ. Пред-
положим, что существует непрерывное (по норме) семейство ограни-
ченных операторов N ǫ, 0 6 ǫ 6 ǫ∗, такое, что выполнено

N0 = I; N ǫy ∈ DomL, P ǫ⊥N
ǫy = P ǫ⊥y, y ∈ DomL∗

0. (47)

Отметим, что в соответствии с (47) выполнено y −N ǫy ∈ U ǫ.
В примере, в качестве N ǫ можно взять оператор умножения на

гладкую функцию χǫ, удовлетворяющую условиям 0 6 χǫ(·) 6 1,
χǫ
∣

∣

Ω\Ωǫ = 1,χǫ
∣

∣

Γ
= 0. Параметр ǫ∗ выбирается так, чтобы внутренняя

6Оно используется [?, 3] и называется изотонией
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граница области Ωǫ∗ была гладкой. По аналогии с χǫ мы называем N ǫ

нейтрализатором.

Лемма 8. Пусть оператор L0 таков, что нейтрализаторы N ǫ, 0 6

ǫ 6 ǫ∗ существуют и пусть L∗
0 имеет пространственную часть L∗

0
ǫ

в каждом подпространстве U ǫ. Тогда справедливо соотношение

ItΨ
U τ = U τ+t, τ > 0, t > 0. (48)

Доказательство. (набросок) Фиксируем 0 < τ < T и будем выби-
рать управления f ∈ M T . Соответствующие волны uf(T ) образуют

плотное множество в U T в силу определения последнего. Как оче-

видно, проекции P ǫ⊥u
f(T ) плотны в U T ⊖ U ǫ. Грубо говоря, идея

проводимого доказательства состоит в том, чтобы представить uf(T )
как волну, произведенную адекватным источником F , действующим
из подпространства U τ .

Волна uf , удовлетворяющая (12)–(14), также определяется систе-
мой

ü+ L∗
0u = δu̇f (τ) + δ̇uf(τ), τ < t < T ;

u
∣

∣

t=τ
= u̇

∣

∣

t=τ
= 0;

Γ1u = f, τ 6 t 6 T,

где δ = δ(t) это дельта-функция Дирака.
Взяв ǫ < τ и представляя uf = N ǫuf + [uf − N ǫuf ], мы получим

систему β (со сдвинутым временем) вида

¨N ǫuf + LN ǫuf = F ǫ, τ < t < T ; (49)

N ǫuf
∣

∣

t=τ
= ˙N ǫuf

∣

∣

t=τ
= 0 (50)

(использовано L∗
0N

ǫuf = LN ǫuf ) с источником

F ǫ(t) := −

[

d2

dt2
+ L∗

0

]

(uf (t)−N ǫuf(t)) + δu̇f (τ) + δ̇uf(τ),

где uf(t) − N ǫuf(t) ∈ DomL∗
0 ∩ U ǫ. В силу последнего соотношения,

мы имеем L∗
0[u

f(t) − N ǫuf(t)] = L∗
0
ǫ[uf(t) − N ǫuf(t)] ∈ U ǫ ⊂ U τ , где

L∗ǫ
0 есть пространственная часть L∗

0 в U ǫ. В то же время, uf(τ) и

u̇f(τ) принадлежат U τ . Итак, источник F ǫ в самом деле действует из

подпространства U τ , причем его время действия равно T − τ .
В силу последнего, сдвигая время t → t− τ в (49)–(50) и применяя

Теорему 1, мы видим, что источник F ǫ производит волну vF
ǫ

(T − τ) =
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N ǫuf (T ). Когда f варьируется в M T , проекции P ǫ⊥N
ǫuf (T ) = P ǫ⊥u

f(T )

таких волн составляют полную систему в U T ⊖U ǫ. Устремляя ǫ→ 0,
в силу (47) что существует последовательность источников {F ǫ}, ко-

торые действуют из U τ обеспечивают сходимость vF
ǫ

(T −τ) → uf(T ).

Поэтому такие источники производят набор волн, плотный в U T .
Так как τ и T произвольны, нетрудно видеть, что установленный

выше факт эквивалентен равенству (48). Чтобы оправдать формаль-

ные операции с δ и δ̇, их следует аппроксимировать адекватными глад-
кими регуляризациями: см. например [5]. �

Идея использовать нейтрализаторы заимствована из Примера, где
их существование гарантировано и не требует дополнительных пред-
положений.

Еще одно абстрактное свойство. Здесь обобщается еще один факт,
имеющий место в Примере. В нем он выглядит весьма специфично, но,
как выясняется, имеет абстрактный аналог.

Напомним, что расширение по Фридрихсу L = −∆ минимального
Лаплпсиана определено на DomL = H2(Ω)∩H1

0 (Ω). Пусть y ∈ DomL и
supp y ⊂ Ω\Ωτ для некоторого положительного τ < T∗, так что supp y
отделен от границы Γ расстоянием τ . В этом случае мы имеем y

∣

∣

Γ
=

∂νy
∣

∣

Γ
= 0 и, следовательно, y ∈ H2

0 (Ω), т.е. выполнено y ∈ DomL0.

Лемма 9. Пусть τ > 0 таково, что U ⊖ U τ 6= {0} и выполнено
y ∈ [U ⊖ U τ ] ∩DomL. Тогда справедливо соотношение y ∈ DomL0.

Доказательство. Напомним, что y
(7)
∈ KerΓ1. Пусть T > τ . В силу

y ∈ DomL и (40) мы имеем Γ2v
y
∣

∣

0<t6τ
= 0. Поскольку y ∈ DomL,

выполнено

v̇y(t)
(35)
= cos[tL

1

2 ] y = L−1 cos[tL
1

2 ]Ly, t > 0.

Отсюда имеем v̇y ∈ C([0, T ]; DomL), где область DomL наделена нор-
мой L-графика [11]. В силу соответствующей непрерывности Γ1,2, мы
получаем Γ2v̇

y
∣

∣

t=+0
= Γ2y = 0. Таким образом, y ∈ KerΓ1 ∩KerΓ2 т.е.

y
(7)
∈ DomL0. �

Немного философии. Характер и цели данной работы можно про-
комментировать следующим образом. Как нам представляется, рабо-
тая в конкретных областях математической физики (вроде обратных
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задач), все же полезно уделять внимание абстракциям. Сошлемся на
классиков. Согласно Ван дер Вардену, максима, которой следовала
Эмми Нетер на протяжении ее работы, может быть сформулирована
следующим образом: “Любая взаимосвязь между числами, функци-
ями и операциями становится прозрачной, поддающейся обобщению
и продуктивной только после того, как она оказывается отделена от
каких-либо конкретных объектов и сведена к общезначимым поняти-
ям”.

Системы α и β суть общезначимые понятия. Мы стараемся следо-
вать этой максиме.
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Belishev M. I. Wave propagation in abstract dynamical system with
boundary control.

Let L0 be a positive definite operator in a Hilbert space H with the
defect indexes n± > 1 and let {KerL∗

0; Γ1,Γ2} be its canonical (by M. I. Vi-
shik) boundary triple. The paper deals with an evolutionary dynamical
system of the form

utt + L∗
0u = 0 in H , t > 0;

u
∣

∣

t=0
= ut

∣

∣

t=0
= 0 in H ;

Γ1u = f(t), t > 0,

where f is a boundary control (a KerL∗
0-valued function of time), u =

uf(t) is a trajectory. Some of the general properties of such systems are
considered. An abstract analog of the finiteness principle of wave propa-
gation speed is revealed.
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