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§1. Введение

В последние десятилетия дробное интегро-дифференциальное ис-
числение все активнее используется в задачах математического моде-
лирования различных реальных процессов в физике, химии, биологии,
экономических и гуманитарных науках и др. (см, например, [1–4]).
В то же время обратные задачи, как известно, возникают при реше-
нии многих прикладных проблем [5–9]. Линейные обратные задачи для
уравнений с дробными производными исследовались в работах многих
авторов, см. работы [10–21] и библиографию в них. В данной рабо-
те исследуется класс нелинейных обратных задач для квазилинейных
уравнений с производными Римана–Лиувилля

Dαx(t) = Ax(t) +G(t,Dα1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t), u(t)), t ∈ (0, T ],
(1)

Dα−m+kx(0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)

Φx(t) = Ψ(t), t ∈ (0, T ]. (3)

Здесь n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn 6 m − 1 < α 6 m ∈ N, Dβx(t) –
дробные производные Римана–Лиувилля при β > 0 и дробные инте-
гралы Римана–Лиувилля при β < 0. Неизвестными функциями явля-
ются x(t) и u(t), (3) – условие переопределения. Линейный замкнутый
плотно определенный в банаховом пространстве X оператор A принад-
лежит классу операторов Aα(θ0, a0), порождающих аналитические в
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секторе разрешающие семейства уравнения Dαx(t) = Ax(t), нелиней-
ное отображение G : [0, T ] × Xn × U → U удовлетворяет набору неко-
торых специальных условий, Φ : X → U – линейный ограниченный
оператор.

Класс операторов Aα(θ0, a0) введен в рассмотрение в работе [22] при
изучении линейных уравнений методами теории аналитических раз-
решающих семейств операторов. Однозначная разрешимость задачи
типа Коши (2) (в данном контексте – так называемой прямой задачи)
для линейного неоднородного уравнения (1) (при G = f(t)) исследо-
вана в [23] в случае непрерывной в норме графика оператора A функ-
ции f(t) и в [24] для гельдеровой функции f(t). Задача типа Коши
для линейных и нелинейных уравнений вида (1) с несколькими про-
изводными и интегралами Римана–Лиувилля исследовалась в рабо-
тах [25–28]. Линейные обратные задачи для уравнения (1) с G = B(t)u,
где неизвестный элемент u не зависит от t, исследовались в [16] в слу-
чае A ∈ Aα(θ0, a0) и в [12] в случае линейного ограниченного операто-
ра A.

В данной работе нелинейная обратная задача (1)–(3) исследует-
ся с использованием подхода, предложенного в монографии [6] при
изучении вопросов локального существования и единственности обоб-
щенного и гладкого решений аналогичной задачи при α = 1, G =
G(t, x(t), u(t)) методом сжимающих отображений. Тем самым исследо-
ваны вопросы разрешимости для широкого класса нелинейных обрат-
ных задач для уравнений с неограниченными операторами в банахо-
вых пространствах, включающих в себя в качестве частных случаев
многие обратные задачи для уравнений и систем уравнений в частных
производных.

Второй параграф содержит результаты работ [23,24] об однозначной
разрешимости задачи типа Коши для линейного неодродного уравне-
ния (1). Третий параграф состоит из двух частей. В первой получена
теорема о локальном существовании единственного обобщенного реше-
ния, во втором показано, что при некоторых дополнительных условиях
полученное обобщенное решение является гладким. В частности, до-
полнительно требуется непрерывность нелинейного отображения G в
норме графика оператора A. Следствием из данного результата явля-
ется утверждение о локальном существовании единственного гладкого
решения исследуемой задачи в случае, когда оператор A ограничен. В
четвертом параграфе продемонстрировано использование полученных
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абстрактных результатов на примере модельной начально-краевой за-
дачи для нагруженного уравнения дробной диффузии с несколькими
производными Римана–Лиувилля по времени и неизвестными коэф-
фициентами, зависящими от времени.

§2. Задача типа Коши для линейного неоднородного
уравнения

Пусть X – банахово пространство, R+ := {c ∈ R : c > 0}, R+ :=
R+ ∪ {0}, для функции h : R+ → X интеграл Римана–Лиувилля имеет
вид

Jβh(t) :=
1

Γ(β)

t∫
0

(t− s)β−1h(s)ds, J0h(t) := h(t), t > 0,

а производная Римана–Лиувилля порядка α ∈ (m−1,m] естьDαh(t) :=
DmJm−αh(t). Здесь Dm – производная порядка m ∈ N. По определе-
нию будем считать, что Dβh(t) := J−βh(t) при β 6 0.

Для h : R+ → X преобразование Лапласа обозначим через L[h].
Имеет место равенство [22]

L[Jαh](λ) = λ−αL[h](λ), L[Dαh](λ) = λαL[h](λ)−
m−1∑
k=0

Dα−1−kh(0)λk,

где Dβh(0) := lim
t→0+

Dβh(t).

Через L(X) обозначим банахово пространство всех линейных огра-
ниченных операторов A в пространстве X, а через Cl(X) – множе-
ство всех линейных замкнутых операторов в пространстве X с плот-
ной областью определения DA, снабженной нормой графика ‖ · ‖DA :=
‖ · ‖X + ‖A · ‖X оператора A. Будем использовать также обозначения
Rµ(A) := (µI − A)−1, N0 := {0} ∪ N, Sθ0,a0 := {λ ∈ C : | arg(λ − a0)| <
θ0, λ 6= a0}, Σϕ := {τ ∈ C : | arg τ | < ϕ, τ 6= 0}.

При θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0 определим класс Aα(θ0, a0) операторов
A ∈ Cl(X), для которых выполняются следующие условия:

(i) при всех λ ∈ Sθ0,a0 имеем λα ∈ ρ(A) := {µ ∈ C : Rµ(A) ∈ L(X)};
(ii) при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такое K(θ, a) > 0,

что

∀λ ∈ Sθ,a ‖Rλα(A)‖L(X) 6
K(θ, a)

|λα−1(λ− a)|
.
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Замечание 1. В [22] показано, что A ∈ Aα(θ0, a0) тогда и только
тогда, когда существует аналитическое в секторе Σθ0−π/2 экспонен-
циально ограниченное разрешающее семейство операторов линейного
однородного уравнения CDαx(t) = Ax(t), где CDαx – дробная произ-
водная Герасимова–Капуто.

Лемма 1. [23]. Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), β ∈ R,

Xβ(t) :=
1

2πi

∫
Γ

µα−1+βRµα(A)eµtdµ, t ∈ R+,

Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ± = {µ ∈ C : µ = a + re±iθ, r ∈ (δ,∞)}, Γ0 = {µ ∈
C : µ = a + δeiϕ, ϕ ∈ [−θ, θ]} при некоторых δ > 0, θ ∈ (π/2, θ0), a >
a0. Тогда отображение Xβ допускает аналитическое продолжение в
сектор Σθ0−π/2 и при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 найдется такое
Cβ = Cβ(θ, a), что для всех t ∈ Σθ−π/2

‖Xβ(t)‖L(X) 6 Cβ(θ, a)eaRet(|t|−1 + a)β , β > 0,

‖Xβ(t)‖L(X) 6 Cβ(θ, a)eaRet|t|−β , β < 0.

Замечание 2. Поскольку Xβ(t) определяется как интеграл от резоль-
венты замкнутого оператора A, то операторы Xβ(t) коммутируют с A
при любых β ∈ R, t ∈ R+.

Замечание 3. Из леммы 1 следует, что lim
t→0+

Xβ(t) = 0 при β < 0,

поэтому соответствующие отображения Xβ непрерывны в норме L(X)

на R+. Отметим также тот факт, что при любом y ∈ X lim
t→0+

X0(t)y = y,

следовательно, X0(t)y ∈ C(R+;X).

Пусть T > 0, при заданной функции f : [0, T ] → X рассмотрим
линейное неоднородное уравнение

Dαx(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ (0, T ]. (4)

Функция x ∈ C((0, T ];DA), для которой Jm−αx ∈ Cm−1([0, T ];X) ∩
Cm((0, T ];X), называется решением задачи типа Коши

Dα−m+kx(0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (5)

для уравнения (4), если выполняются условия (5) и при всех t ∈ (0, T ]
справедливо равенство (4).
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Функция f ∈ C([0, T ];X) назывется гельдеровой с показателем γ ∈
(0, 1], если существует такое C > 0, что при всех t, s ∈ [0, T ] выпол-
няется неравенство ‖f(t)− f(s)‖X 6 C|t− s|γ . При этом используется
обозначение f ∈ Cγ([0, T ];X).

Теорема 1. [23, 24]. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, A ∈ Aα(θ0, a0), f ∈
C([0, T ];DA)∪Cγ([0, T ];X), γ∈(0, 1]. Тогда при любых x0, x1, . . . , xm−1 ∈
DA функция

x(t) =

m−1∑
k=0

Xm−α−k(t)xk +

t∫
0

X1−α(t− s)f(s)ds (6)

является единственным решением задачи (4), (5).

Замечание 4. В условиях теоремы 1 Xm−α−k(t)xk – единственное
решение задачи типа Коши Dα−m+jx(0) = 0, j ∈ {0, 1, . . . ,m−1}\{k},
Dα−m+kx(0) = xk для однородного уравнения Dαx(t) = Ax(t). Инте-
грал из правой части равенства (6) является единственным решением
задачи Dα−m+jx(0) = 0, j = 0, 1, . . . ,m − 1, для неоднородного урав-
нения (4).

Замечание 5. Очевидно, что

JkXm−α(t) = Xm−α−k(t), k = 0, 1, . . . ,m− 1,

поэтому в теореме 1 решение может быть выражено только через
оператор-функцию Xm−α:

x(t) =

m−1∑
k=0

JkXm−α(t)xk +

t∫
0

Jm−1Xm−α(t− s)f(s)ds.

§3. Нелинейная обратная задача

3.1. Обобщенное решение. Пусть m,n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn 6
m− 1 < α 6 m, mj < αj 6 mj ∈ Z. Некоторые из чисел αj могут быть
отрицательными, им в рассматриваемом уравнении будут соответство-
вать дробные интегралы Римана–Лиувилля Dαjx(t) := J−αjx(t).

Обозначим α := max{αj : αj − mj > α − m}, m := dαe – наи-
меньшее целое число, не превосходимое числом α (или m := −1, если
{αj : αj −mj > α−m} = ∅), α := max{αj : αj −mj < α−m}, m := dαe
(или m := 0, если {αj : αj −mj < α−m} = ∅), m∗ := max{m,m− 1} –
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дефект задачи типа Коши для уравнения с несколькими производны-
ми Римана–Лиувилля (см. [26]), m∗∗ := max{m∗ + 1, 0}.

Будем использовать также обозначение j0 := max{j ∈ {1, 2, . . . , n} :
αj−mj = α−m}. Если множество {j ∈ {1, 2, . . . , n} : αj−mj = α−m}
пусто, обозначим mj0 := −1.

Рассмотрим задачу

Dαx(t)=Ax(t)+G(t,Dα1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t), u(t)), t∈(0, T ],
(7)

Dα−m+kx(0) = xk, k = m∗∗,m∗∗ + 1, . . . ,m− 1, (8)
Φx(t) = Ψ(t), t ∈ (0, T ], (9)

которая состоит в нахождении функций x : (0, T ]→ X, u : [0, T ]→ U из
соотношений (7)–(9). Здесь X, U – некоторые банаховы пространства,
A ∈ Aα(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0, G : [0, T ]×Xn×U→
X, Φ ∈ L(X;U), Ψ : [0, T ]→ U.

Замечание 6. В работе [26] показано, что для существования реше-
ния задачи типа Коши для уравнения с несколькими дробными про-
изводными Римана–Лиувилля необходимо считать все начальные дан-
ные xk при k = 0, 1, . . . ,m∗ − 1 равными нулю. Поэтому имеет смысл
рассматривать только неполную задачу типа Коши Dα−m+kx(0) = xk,
k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1. В данном случае для существования ко-
нечного предела при t→ 0+ аргументов нелинейного отображения G,
производных Dαjx(t) необходимо рассматривать случай xm∗ = 0. По-
этому индекс k в начальных условиях типа Коши (8) начинается со
значения m∗∗ = m∗ + 1 (если не оказалось, что m∗ + 1 < 0).

Замечание 7. Если αn ∈ (α − 1,m − 1], то m∗ = m − 1, m∗∗ = m и
начальные условия (8) в рассматриваемой задаче отсутствуют.

Пара функций (x, u) ∈ C((0, T ];X) × C([0, T ];U), для которых вы-
полняются включения Dαjx ∈ C([0, T ];X), j = 1, 2, . . . , n, и при всех
t ∈ (0, T ] справедливы равенства (9) и

x(t) =
m−1∑
k=m∗∗

Xm−α−k(t)xk

+

t∫
0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x(s), . . . , Dαnx(s), u(s))ds, (10)
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называется обобщенным решением задачи (7)–(9) на отрезке [0, T ].

Замечание 8. Основанием для такого определения обобщенного ре-
шения служит вид решения из теоремы 1. В англоязычной литературе
решения такого типа называются mild solution.

Введем обозначения

x̃(t) =
tα−m+m∗∗

xm∗∗

Γ(α−m+m∗∗ + 1)
+
tα−m+m∗∗+1xm∗∗+1

Γ(α−m+m∗∗ + 2)
+ · · ·+ tα−1xm−1

Γ(α)
,

x̃j = Dαj x̃(0), j = 1, 2, . . . , n. В силу свойств дефекта m∗ задачи типа
Коши [26] x̃j = xαj−α+m при αj ∈ {α−m+m∗∗, α−m+m∗∗+1, . . . , α−1},
в противном случае x̃j = 0. Будем использовать также обозначение
y = (y1, y2, . . . , yn).

Сформулируем следующие условия (A)–(F).
(A) Отображение G : [0, T ]× Xn × U→ X представимо в виде

G(t, y, u) = G1(t, y) +G2(t, y, u), (t, y, u) ∈ [0, T ]× Xn × U.

При a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Xn, R, T > 0 обозначим

SXn(a,R) := {y ∈ Xn : ‖yj − aj‖X < R, j = 1, 2, . . . , n} ,

SXn(a,R, T ) := [0, T ]× SXn(a,R).

Для достаточно гладкой функции Ψ определим

y0 := DαΨ(0)− ΦG1(0, x̃1, x̃2, . . . , x̃n).

(B) Уравнение ΦG2(0, x̃1, x̃2, . . . , x̃n, u) = y0 относительно u имеет
единственное в U решение u0 ∈ U.

(C) Существует такое отображение G3 : [0, T ]× Un+1 → U, что

ΦG2(t, y, u) = G3(t,Φy1,Φy2, . . . ,Φyn, u).

Замечание 9. Такое условие может выполняться, например, если
отображение G2 линейно по y или если оно изначально зависит от
Φy1,Φy2, . . . ,Φyn.

(D) Существует такое R > 0, что при всех t ∈ [0, T ] отображение
z = G3(t,Dα1Ψ(t), Dα2Ψ(t), . . . , DαnΨ(t), u) как функция от u в шаре
SU(u0, R) имеет обратное отображение u = F (t, z).

(E) Существует такое R > 0, что отображение F непрерывно по
совокупности переменных (t, z) на множестве SU(u0, R, T ) и удовле-
творяет условию Липшица по z.
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(F) Существует такое R > 0, что отображения G1(t, y) и G2(t, y, u)
непрерывны по совокупности переменных

SXn×U((x̃1, x̃2, . . . , x̃n, u0), R, T )

и удовлетворяют условию Липшица по (y, u).

Лемма 2. Пусть A ∈ Aα(θ0, a0), Φ,ΦA ∈ L(X;U), xk ∈ X,

fk(t) := ΦXm−α−k(t)xk, k = m∗∗,m∗∗ + 1, . . . ,m− 1.

Тогда

Dαfk(t) = ΦAXm−α−k(t)xk ∈ C((0, T ];U),

k = m∗∗,m∗∗ + 1, . . . ,m− 1.

Доказательство. При фиксированном λ ∈ Sθ0,a0 положим

yk := Rλ(A)xk ∈ DA, k = m∗∗,m∗∗ + 1, . . . ,m− 1.

Тогда в силу замечания 4 DαXm−α−k(t)yk = AXm−α−k(t)yk и согласно
замечанию 2

fk(t) = ΦXm−α−k(t)(λI −A)yk = λΦXm−α−k(t)yk − ΦAXm−α−k(t)yk,

Dαfk(t) = λΦDαXm−α−k(t)yk − ΦADαXm−α−k(t)yk

= λΦAXm−α−k(t)yk − ΦAXm−α−k(t)Ayk

= ΦAXm−α−k(t)xk ∈ C((0, T ];U). �

Лемма 3. Пусть A ∈ Aα(θ0, a0), Φ,ΦA ∈ L(X;U), f ∈ C([0, T ];X),

g(t) := Φ

t∫
0

X1−α(t− s)f(s)ds.

Тогда

Dαg(t) = ΦA

t∫
0

X1−α(t− s)f(s)ds+ Φf(t) ∈ C([0, T ];U).
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Доказательство. При λ ∈ Sθ0,a0 положим h(t) := Rλ(A)f(t) ∈ DA,
t ∈ [0, T ]. Тогда Ah(t) = λRλ(A)f(t) − f(t) ∈ C([0, T ];X), поэтому h ∈
C([0, T ];DA). Согласно замечанию 2

g(t) = Φ

t∫
0

X1−α(t− s)(λI−A)h(s)ds = (λΦ−ΦA)

t∫
0

X1−α(t− s)h(s)ds,

поэтому в силу замечания 4

Dαg(t) = (λΦ− ΦA)Dα

t∫
0

X1−α(t− s)h(s)ds

= (λΦ− ΦA)

A t∫
0

X1−α(t− s)h(s)ds+ h(t)


=ΦA

λ t∫
0

X1−α(t− s)h(s)ds−A
t∫

0

X1−α(t− s)h(s)ds

+(λΦ−ΦA)h(t)

= ΦA

t∫
0

X1−α(t− s)f(s)ds+ Φf(t).

При этом использовано равенство ΦAh(t) = ΦAh(t), справедливое в
силу включений h(t) ∈ DA, t ∈ [0, T ]. �

Теорема 2. Пусть α1 < α2 < · · · < αn 6 m − 1 < α 6 m ∈ N,
mj − 1 < αj 6 mj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n, A ∈ Aα(θ0, a0), xk ∈ DA,
k = m∗∗,m∗∗ + 1, . . . ,mj0 , xj ∈ X, j = mj0 + 1,mj0 + 2, . . . ,m − 1;

m∗ > 0 или x0 = 0; Φ,ΦA ∈ L(X;U), Ψ, DαΨ ∈ C([0, T ];U), Ψ(0) =
0, выполняются условия (A)–(F). Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ]
существует единственное обобщенное решение (x, u) ∈ C([0, T1];X)×
C([0, T1];U) задачи (7)–(9) на отрезке [0, T1].

Доказательство. Для αj < α−m имеем в силу замечания 3

DαjXm−α−k(t) = Xm−α−k+αj (t) ∈ C([0, T ];L(X)),

так как m− α− k + αj 6 m− α+ αj < 0.
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Рассмотрим случай αj>α−m. При таких k∈{m∗∗,m∗∗+1, . . . ,m−1},
что αj < α−m+ k имеем

DαjXm−α−k(t) = Xm−α−k+αj (t) ∈ C([0, T ];L(X))

аналогично. Пусть αj > α−m+ k, тогда при αj −mj < α−m имеем
αj < α −m + mj 6 α −m + m∗ + 1 6 α −m + m∗∗, противоречие. В
случае αj − mj > α − m получаем k 6 m − α + αj 6 m − α + m∗ 6
m− α+m∗∗ − 1 < m∗∗, противоречие.

Если же αj > α−m+ k, αj −mj = α−m, то при xk ∈ DA имеем

L[DαjXm−α−k(t)xk](λ) = λm−1−k+αjRλα(A)xk − λmj−k−1xk

= λmj−k−1+αRλα(A)xk − λmj−k−1xk = λmj−k−1Rλα(A)Axk.

Действием обратного преобразования Лапласа получим

DαjXm−α−k(t)xk = Xmj−k−α(t)Axk ∈ C([0, T ];X)

согласно замечанию 3, так как mj − k − α 6 m− 1− k − α < 0.
В силу свойств оператора свертки при αj 6 m− 1, f ∈ C([0, T ];X)

Dαj

t∫
0

X1−α(t− s)f(s)ds = Dmj

t∫
0

Jmj−αjX1−α(t− s)f(s)ds

= Dmj

t∫
0

X1−α+αj−mj (t− s)f(s)ds =

t∫
0

X1−α+αj (t− s)f(s)ds,

так как 1 − α + αj − mj + k 6 αj − α < 0 при k = 0, 1, . . . ,mj − 1.
Поэтому из равенства (10) следует, что для j = 1, 2, . . . , n

Dαjx(t) =

m−1∑
k=m∗∗

DαjXm−α−k(t)xk

+

t∫
0

X1−α+αj (t− s)G(s,Dα1x(s), . . . , Dαnx(s), u(s))ds

(11)

при условии непрерывности на [0, T ] функцийDα1x,Dα2x, . . . ,Dαnx, u.
Если (x, u) – обобщенное решение задачи (7)–(9), подставим правую

часть равенства (10) в (9) и получим равенство при t ∈ (0, T ]
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m−1∑
k=m∗∗

ΦXm−α−k(t)xk

+ Φ

t∫
0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x(s), . . . , Dαnx(s), u(s))ds = Ψ(t).

Возьмем производную Римана–Лиувилля порядка α от обеих частей
этого равенства, тогда в силу лемм 2 и 3 при t ∈ (0, T ]

Dα
m−1∑
k=m∗∗

ΦXm−α−k(t)xk+

+DαΦ

t∫
0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x(s), Dα2x(s), . . . , Dαnx(s), u(s))ds

= ΦA
m−1∑
k=m∗∗

Xm−α−k(t)xk + ΦG(t,Dα1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t), u(t))

+ ΦA

t∫
0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x(s), . . . , Dαnx(s), u(s))ds = DαΨ(t).

Учитывая условия (A), (C) и непрерывность оператора Φ, перепишем
последнее равенство в виде

DαΨ(t)−ΦA

t∫
0

X1−α(t−s)G(s,Dα1x(s), Dα2x(s), . . . , Dαnx(s), u(s))ds

− ΦA

m−1∑
k=m∗∗

Xm−α−k(t)xk − ΦG1(t,Dα1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t))

= ΦG2(t,Dα1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t), u(t))

= G3(t,ΦDα1x(t),ΦDα2x(t), . . . ,ΦDαnx(t), u(t))

= G3(t,Dα1Ψ(t), Dα2Ψ(t), . . . , DαnΨ(t), u(t)). (12)

Это уравнение с помощью условия (D) может быть записано как

u(t) = F (t, z(t)), (13)
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где

z(t) = DαΨ(t)

− ΦA

t∫
0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x(s), Dα2x(s), . . . , Dαnx(s), u(s))ds

− ΦA

m−1∑
k=m∗∗

Xm−α−k(t)xk − ΦG1(t,Dα1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t)).

Тогда система, состоящая из уравнений (11) при j = 1, 2, . . . , n и (13),
является системой относительно неизвестных функций y1 := Dα1x,
. . . , yn := Dαnx, u.

При m∗ > 0 (или при x0 = 0) имеем k > m∗∗ > 1, m − α − k 6
m − α − 1 < 0 и функции Xm−α−k(t) стремятся к нулю при t → 0+
согласно замечанию 3. В силу леммы 1 при некотором C > 0 для
всех t из правой окрестности нуля в R+ выполняется неравенство
‖X1−α(t)‖L(X) 6 Ctα−1, а поэтому с учетом условия (F)

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x(s), Dα2x(s), . . . , Dαnx(s), u(s))ds

∥∥∥∥∥∥
L(X)

6C1t
α → 0

при t → 0+. Теперь устремим в первом равенстве в (12) t → 0+ и
получим уравнение

y0 := DαΨ(0)− ΦG1(0, x̃1, x̃2, . . . , x̃n) = ΦG2(0, x̃1, x̃2, . . . , x̃n, u).

По условию (B) оно имеет единственное в U решение u0.
Определим метрическое пространство

MT :=
{

(y, u) ∈ C([0, T ];Xn × U) : ‖yj(t)− x̃j‖X 6 R,
j = 1, 2, . . . , n, ‖u(t)− u0‖U 6 R

}
с нормой пространства C([0, T ];Xn × U) от разности пары двух эле-
ментов из MT в качестве метрики на такой паре. Тогда MT является
полным метрическим пространством. Зададим векторное отображение



276 В. Е. ФЕДОРОВ, Л. В. БОРЕЛЬ, Н. Д. ИВАНОВА

H = (H1, H2, . . . ,Hn+1): при j = 1, 2, . . . , n

Hj(y1, y2 . . . , yn, u) =

m−1∑
k=m∗∗

DαjXm−α−k(t)xk

+

t∫
0

X1−α+αj (t− s)G(s, y1(s), . . . , yn(s), u(s))ds,

Hn+1(y1, y2, . . . , yn, u) = F

(
t,DαΨ(t)− ΦA

m−1∑
k=m∗∗

Xm−α−k(t)xk

− ΦG1(t, y1(t), y2(t), . . . , yn(t))

−
t∫

0

ΦAX1−α(t− s)G(s, y1(s), y2(s), . . . , yn(s), u(s))ds

 .

Теперь задача (7)–(9) редуцирована к нелинейной системе уравнений

y1(t) = H1(y1(t), y2(t), . . . , yn(t), u(t)),

y2(t) = H2(y1(t), y2(t), . . . , yn(t), u(t)),

. . . ,

yn(t) = Hn(y1(t), y2(t), . . . , yn(t), u(t)),

u(t) = Hn+1(y1(t), y2(t), . . . , yn(t), u(t)).

При j = 1, 2, . . . , n имеем Hj(y1(0), y2(0), . . . , yn(0), u(0)) = yj(0) =
x̃j , при этомHn+1(y1(0), y2(0), . . . , yn(0), u(0)) = F (0, z(0)) = F (0, y0) =
u0. В условиях данной теоремы для (y1, y2, . . . , yn, u) ∈ MT функция
H(y1(t), . . . , yn(t), u(t)) непрерывна по t на [0, T ], следовательно, при
достаточно малом T H отображает множество MT в него же.

Пусть i = 1, 2, j = 1, 2, . . . , n yij(t) = Hj(yi1(t), yi2(t), . . . , yin(t), ui(t)),
ui(t) = Hn+1(yi1(t), yi2(t), . . . , yin(t), ui(t)), тогда для k = 1, 2, . . . , n в
силу выполнения условия Липшица для отображений G и F (условия
(E) и (F)) выполняются неравенства

‖y1
k(t)− y2

k(t)‖X

6 cTα−αn

 n∑
j=1

sup
s∈[0,T ]

‖y1
j (s)− y2

j (s)‖X + sup
s∈[0,T ]

‖u1(s)− u2(s)‖U

,
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‖u1(t)− u2(t)‖U 6 c1
n∑
j=1

sup
s∈[0,T ]

‖y1
j (s)− y2

j (s)‖X

+ c2T
α

 n∑
j=1

sup
s∈[0,T ]

‖y1
j (s)− y2

j (s)‖X + sup
s∈[0,T ]

‖u1(s)− u2(s)‖U


6(ncc1 + c3)Tα−αn

 n∑
j=1

sup
s∈[0,T ]

‖y1
j (s)−y2

j (s)‖X+ sup
s∈[0,T ]

‖u1(s)−u2(s)‖U

 .

Поэтому при достаточно малом T > 0 отображение H является сжати-
ем на MT и имеет в MT единственную неподвижную точку
(y0

1 , y
0
2 , . . . , y

0
n, u

0).
При αj 6 0, j ∈ {1, 2, . . . , n}

D−αjyj(t) =

m−1∑
k=m∗∗

Xm−α−k(t)xk

+

t∫
0

X1−α(t− s)G(s, y1(s), . . . , yn(s), u(s))ds,

так как в этом случае D−αjDαjh(t) = h(t). Тогда, например, при α1 6
0 пара (x0(t), u0(t)), где x0(t) := D−α1y0

1(t) ∈ C([0, T ];X), является
обобщенным решением обратной задачи (7)–(9).

Если α1 > 0, то

D−αjDαjh(t) = h(t)−
mj−1∑
k=0

tα−m+kDα−m+kh(0)

Γ(α−m+ k + 1)
,

поэтому

D−αjyj(t) =

mj−1∑
k=m∗∗

(
Xm−α−k(t)− tα−m+k

Γ(α−m+ k + 1)

)
xk

+

m−1∑
k=mj

Xm−α−k(t)xk +

t∫
0

X1−α(t− s)G(s, y1(s), . . . , yn(s), u(s))ds,

j = 1, 2, . . . , n.
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Здесь учитывается тот факт, что в силу замечания 4 при
k = 0, 1, . . . ,m− 1

Dα−m+k|t=0

t∫
0

X1−α(t− s)G(s, y1(s), . . . , yn(s), u(s))ds = 0.

Обобщенным решением задачи (7)–(9) здесь является пара
(x0(t), u0(t)), где

x0(t) := D−αjy0
j (t) +

mj−1∑
k=m∗∗

tα−m+kxk
Γ(α−m+ k + 1)

при любом j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Если существует два обобщенных решения: (x0, u0) на [0, T0] и

(x1, u1) на [0, T1], T1 < T0, то каждое из них соответствует некоторой
неподвижной точке

(Dα1x0, Dα2x0, . . . , Dαnx0, u0) и (Dα1x1, Dα2x1, . . . , Dαnx1, u1)

сжимающего отображения H на MT1
. В силу единственности непо-

движной точки u0(t) = u1(t) при t ∈ [0, T1], Dα1(x0(t)− x1(t)) = 0. По-
действуем производнойD−α1 на это равенство и получим x0(t) = x1(t).
Если α1 > 0, принимается во внимание совпадение начальных данных
xm∗∗ , xm∗∗+1, . . . , xm−1 из условий (8) для двух решений одной и той
же задачи. �

3.2. Гладкое решение. После доказательства теоремы 2 возникает
вопрос о том, какие условия гарантируют для полученного обобщен-
ного решения обратной задачи гладкость, соответствующую порядку
уравнения (7). В данном параграфе мы дадим на него один из воз-
можных ответов, усилив требования на пространственную гладкость
отображения G и начальных данных xk.

Пара функций (x, u) ∈ C((0, T ];DA)× C([0, T ];U), для которой

Jm−αx ∈ Cm−1([0, T ];X) ∩ Cm((0, T ];X), Dαjx ∈ C([0, T ];X),

j = 1, 2, . . . , n, выполняются равенства (7), (9) при t ∈ (0, T ] и (8),
называется гладким решением задачи (7)–(9) на отрезке [0, T ].

Для доказательства существования гладкого решения обратной за-
дачи заменим условие (F) более сильным условием:
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(F1) Существует такое R > 0, что отображения G1(t, y) и G2(t, y, u)
удовлетворяют условию Липшица по (y, u) и непрерывны в норме гра-
фика оператора A по совокупности переменных на множестве
SXn×U((x̃1, x̃2, . . . , x̃n, u0), R, T ).

Теорема 3. Пусть α1 < α2 < · · · < αn 6 m − 1 < α 6 m ∈ N,
mj − 1 < αj 6 mj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n, A ∈ Aα(θ0, a0), xk ∈ DA,
k = m∗∗,m∗∗ + 1, . . . ,m − 1; m∗ > 0 или x0 = 0; Φ,ΦA ∈ L(X;U), Ψ ∈
C([0, T ];U), DαΨ ∈ C([0, T ];U), Ψ(0) = 0, выполняются условия (A)–
(E), (F1). Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное
гладкое решение (x, u) обратной задачи (7)–(9) на отрезке [0, T1].

Доказательство. Поскольку выполнение условия (F1) влечет спра-
ведливость условия (F), существует обобщенное решение

(x0(t), u0(t)) ∈ C((0, T1];X)× C([0, T1];U)

задачи (7)–(9) на некотором достаточно малом отрезке [0, T1], т. е. при
t ∈ (0, T1]

x0(t) =

m−1∑
k=m∗∗

Xm−α−k(t)xk

+

t∫
0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x0(s), . . . , Dαnx0(s), u0(s))ds.

При этом Dαjx0(t) ∈ C([0, T ];X), j = 1, 2, . . . , n.
В силу замечания 4 при xk ∈ DA

Dα−m+lXm−α−k(t)xk = Xl−k(t)xk ∈ C([0, T ];X), l = 0, 1, . . . ,m− 1,
DαXm−α−k(t)xk = AXm−α−k(t)xk = Xm−α−k(t)Axk ∈ C([0, T ];X),

так как k > 1 при m∗ > 0, т. е. при m∗∗ > 1, или x0 = 0 при m∗ < 0.
Из условия (F1) следует, что G(t,Dα1x0(t), . . . , Dαnx0(t), u0(t)) ∈

C([0, T ];DA), поэтому с учетом замечания 4

Dα−m+l

t∫
0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x0(s), Dα2x0(s), . . . , Dαnx0(s), u0(s))ds

=

t∫
0

X1−m+l(t− s)G(s,Dα1x0(s), . . . , Dαnx0(s), u0(s))ds,
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l = 0, 1, . . . ,m− 1,

Dα

t∫
0

X1−α(t− s)G(s,Dα1x0(s), Dα2x0(s), . . . , Dαnx0(s), u0(s))ds

=

t∫
0

X1−α(t− s)AG(s,Dα1x0(s), Dα2x0(s), . . . , Dαnx0(s), u0(s))ds

+G(t,Dα1x0(t), Dα2x0(t), . . . , Dαnx0(t), u0(t)) ∈ C([0, T ];X).

Таким образом, в условиях данной теоремы (x0, u0) – классическое
решение обратной задачи (7)–(9). �

Поскольку любой ограниченный оператор принадлежит классу
Aα(θ0, a0) (см. [23]) и в этом случае условие (F1) совпадает с (F), из
доказанной теоремы сразу получаем следствие.

Следствие 1. Пусть α1 < α2 < · · · < αn 6 m − 1 < α 6 m ∈
N, mj − 1 < αj 6 mj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n, A ∈ L(X), xk ∈ X, k =
0, 1, . . . ,m − 1; m∗ > 0 или x0 = 0; Φ ∈ L(X;U), Ψ ∈ C([0, T ];U),
DαΨ ∈ C([0, T ];U), Ψ(0) = 0, выполняются условия (A)–(F). Тогда
при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное гладкое решение
(x, u) обратной задачи (7)–(9) на отрезке [0, T1].

§4. Приложение к обратной задаче для нагруженного
уравнения

Рассмотрим начально-краевую задачу для нагруженного уравнения

Dα
t w(ξ, t) = ν∆w(ξ, t) +

n∑
l=1

vl(t)fl(ξ, t)Hl (〈ηl(·), Dαl
t w(·, t)〉) +

+vn+1(t)g(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ],
(14)

w(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (15)

Dα−m+k
t w(ξ, 0) = wk(ξ), ξ ∈ Ω, k = m∗∗,m∗∗ + 1, . . . ,m− 1, (16)

содержащую неизвестные коэффициенты vl, l = 1, 2, . . . , n+ 1, в урав-
нении и поэтому снабженную условиями переопределения

〈ηl(ξ), w(ξ, t)〉 = ψl(t), t ∈ [0, T ], l = 1, 2, . . . , n+ 1, (17)

где 〈·, ·〉 – скалярное произведение в L2(Ω). Здесь Ω ⊂ Rd – ограни-
ченная область с гладкой границей ∂Ω, Dβ

t – дробная производная
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Римана–Лиувилля порядка β > 0 (или дробный интеграл Римана–
Лиувилля при β < 0) по переменной t, α1 < α2 < · · · < αn 6 m − 1 <
α 6 m, ν > 0, ∆ = D2

ξ1
+D2

ξ2
+ · · ·+D2

ξd
– оператор Лапласа, заданы

функции fl, g, h : Ω× [0, T ]→ R, Hl : R→ R, l = 1, 2, . . . , n, wk : Ω→ R,
k = m∗∗,m∗∗+1, . . . ,m−1, ηl : Ω→ R, ψl : [0, T ]→ R, l = 1, 2, . . . , n+1.
Функции w : Ω× [0, T ]→ R, vl : [0, T ]→ R, l = 1, 2, . . . , n+ 1, неизвест-
ны.

Положим

X = L2(Ω), A = ν∆, DA = H2
0 (Ω) := {z ∈ H2(Ω) : z(x) = 0, x ∈ ∂Ω},

(18)
U = Rn+1, G : R× L2(Ω)n × Rn+1 → L2(Ω),

G(t, y, u) =

n∑
l=1

ulfl(·, t)Hl(〈ηl, yl〉) + un+1g(·, t) + h(·, t), (19)

y = (y1, y2, . . . , yn), u = (u1, u2, . . . , un+1).

Таким образом, x(t) = w(·, t) ∈ X, u(t) = (v1(t), v2(t), . . . , vn+1(t)) ∈ U
при t ∈ [0, T ].

Следующие 2 леммы являются очевидными следствиями лемм 6 и
7 из работы [29].

Лемма 4. Пусть α > 1,

∃θ1 ∈ (π/2, π) ∃a1 > 0 ∀µ ∈ Sθ1,a1 µα ∈ ρ(A);

∃C1 > 0 ∀µ ∈ Sθ1,a1 ‖Rµα(A)‖L(X) 6
C1

|µα − a1|
.

Тогда A ∈ Aα(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, θ1), a0 > a1, a0 > 1.

Лемма 5. Пусть α ∈ (0, 1),

∃θ1 ∈ (π/2, π) ∃a0 ∈ [0, 1) ∀µ ∈ Sθ1,a0 µα ∈ ρ(A);

∃C1 > 0 ∀µ ∈ Sθ1,a0 ‖Rµα(A)‖L(X) 6
C1

|µα − a0|
.

Тогда A ∈ Aα(θ0, a0) при некотором θ0 ∈ (π/2, θ1).

Используя эти утверждения, получим следующий результат.

Лемма 6. Пусть α ∈ (0, 2), ν > 0, пространство X и оператор A
определены в (18). Тогда A ∈ Aα(θ0, a0) при некоторых a0 > 0, θ0 ∈
(π/2, π).
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Доказательство. Возьмем α ∈ [1, 2), δ ∈ (0, π(1/α−1/2)), θ1 = π/2 +
δ, a1 = 0. Тогда (µαI − A)−1 ∈ L(L2(Ω)) для всех µ ∈ Sθ1,0, так как
| argµα| ∈ [0, π) и спектр оператора A отрицательный. Следовательно,
при µ ∈ Sθ1,0, x ∈ L2(Ω)

‖(µαI −A)−1x‖2L2(Ω) =

∞∑
k=0

|〈x, ϕ〉|2

|µα − νλk|2
6
‖x‖2L2(Ω)

sin2 θ1|µα|2
.

При α = 1 сразу получаем, что A ∈ A1(θ1, 0), при α ∈ (1, 2) по лемме 4
A ∈ Aα(θ0, a0) при некоторых a0 > 1, θ0 ∈ (π/2, π/2 + δ).

В случае α ∈ (0, 1) используется лемма 5 аналогичным образом. В
этом случае мы можем взять a0 = 0, θ0 ∈ (π/2, θ1). �

Поскольку мы будем рассматривать α ∈ (0, 2), то m = 1 или m = 2.
В случае α ∈ (0, 1] имеем m = 1, αn 6 m − 1 = 0. При m∗ = 0 имеем
m∗∗ = 1 и тогда начальное условие (16) отсутствует. Если же m∗ < 0,
то m∗∗ = 0 и единственное начальное условие в силу условия m∗ > 0
или x0 = 0 имеет вид

Dα−1
t w(ξ, 0) = 0, ξ ∈ Ω. (20)

Для α ∈ (1, 2) имеем m = 2, αn 6 1, а m∗∗ может принимать значения
0, 1 и 2. Тогда начальных условий соответственно два

Dα−2
t w(ξ, 0) = 0, Dα−1

t w(ξ, 0) = w1(ξ), ξ ∈ Ω, (21)

или одно
Dα−1
t w(ξ, 0) = w1(ξ), ξ ∈ Ω, (22)

или они отсутствуют. Поэтому, говоря о задаче (14)–(17), будем под-
разумевать, что начальные условия в ней имеют одну из форм (20),
(21) или (22), или вообще отсутствуют в зависимости от параметров α
и m∗∗ в уравнении (14).

Определим при α ∈ (0, 1] и при α ∈ (1, 2), если при этом m∗∗ = 2,
w̃(ξ, t) = 0, а при α ∈ (1, 2), m∗∗ ∈ {0, 1} –

w̃(ξ, t) =
tα−1w1(ξ)

Γ(α)
, w̃j(ξ) = D

αj
t w̃(ξ, 0), j = 1, 2, . . . , n.

Отметим при этом, что поскольку m∗∗ 6 1, то αj 6 m∗ 6 0 при
αj − mj 6= α − m. Таким образом, w̃j(ξ) = 0 при j = 1, 2, . . . , n − 1;
w̃n(ξ) = w1(ξ) при αn = α− 1 и w̃n(ξ) = 0 в противном случае.
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Теорема 4. Пусть α ∈ (0, 2), α1<α2<. . .<αn6m− 1<α6m∈N,
mj−1 < αj 6 mj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n, ν > 0; при α ∈ (1, 2), m∗∗ ∈ {0, 1}
w1 ∈ H2

0 (Ω), если αn = α − 1, и w1 ∈ L2(Ω) в противном случае;
m∗ > 0 или w0 = 0; fl, g, h ∈ C([0, T ];L2(Ω)), функции Hl ∈ C(R;R)
локально липшицевы, l = 1, 2, . . . , n, ψl, Dα

t ψl, D
αj
t ψl ∈ C([0, T ];R),

ψl(0) = 0, ηl ∈ H2
0 (Ω), l = 1, 2, . . . , n + 1, j = 1, 2, . . . , n, det Ξ0 :=

det ‖ak,l‖n+1
k,l=1 6= 0, где ak,l := 〈ηk, fl(·, 0)〉Hl(〈ηl, w̃l〉), k = 1, 2, . . . , n+ 1,

l = 1, 2, . . . , n, ak,n+1 := 〈ηk, g(·, 0)〉, k = 1, 2, . . . , n + 1; при t ∈ [0, T ]

det Ξ(t) := det ‖bk,l(t)‖n+1
k,l=1 6= 0, где bk,l(t) := 〈ηk, fl(·, t)〉Hl(D

αl
t ψl(t)),

k = 1, 2, . . . , n+1, l = 1, 2, . . . , n, bk,n+1(t) := 〈ηk, g(·, t)〉, k = 1, 2, . . . , n+
1. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное обоб-
щенное решение (w, v1, v2, . . . , vn+1) ∈ C([0, T1];L2(Ω) × Rn+1) обрат-
ной задачи (14)–(17) на отрезке [0, T1].

Доказательство. С учетом леммы 6 применим теорему 2 к задаче
(14)–(17). Имеем x0 = 0 при m∗∗ = 0, x1 = w1(·) при α ∈ (1, 2), m∗∗ ∈
{0, 1}, оператор G : [0, T ]× L2(Ω)n × R→ L2(Ω), определенный в (19),
непрерывен по совокупности переменных в силу условий на функции
Hl, fl, l = 1, 2, . . . , n, g, h. Для линейного оператора

Φ = (Φ1,Φ2, . . . ,Φn+1) : L2(Ω)→ Rn+1, Φly := 〈ηl, y〉, l = 1, 2, . . . , n+1,

непрерывность следует из неравенств |Φly| 6 ‖ηl‖L2(Ω)‖y‖L2(Ω), l =

1, . . . , n+ 1. Поэтому для ηl, y ∈ H2
0 (Ω) 〈ηl, Ay〉 = 〈Aηl, y〉,

|〈ηl, Ay〉| 6 C‖ηl‖H2(Ω)‖y‖L2(Ω), l = 1, 2, . . . , n+ 1,

следовательно, ΦA ∈ L(L2(Ω);Rn+1).
Далее G(t, y, u) = G1(t, y) +G2(t, y, u), где G1(t, y) := h(·, t),

G2(t, y, u) :=

n∑
l=1

ulfl(·, t)Hl(〈ηl, yl〉) + g(·, t)un+1,

поэтому отображение G1 : [0, T ] × L2(Ω)n → L2(Ω) непрерывно по
(t, y), а G2 : [0, T ] × L2(Ω)n × Rn+1 → L2(Ω) непрерывно по (t, y, u)
и липшицево по (y, u) на множестве SL2(Ω)n×Rn+1(0, R, T ) при любом
R > 0. Кроме того, при k = 1, 2, . . . , n+ 1
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ΦkG2(t, y, u) =

n∑
l=1

ul〈ηk, fl(·, t)〉Hl(〈ηl, yl〉) + un+1〈ηk, g(·, t)〉

=

n∑
l=1

ul〈ηk, fl(·, t)〉Hl(Φlyl) + un+1〈ηk, g(·, t)〉

= G3,k(t,Φy1,Φy2, . . . ,Φyn, u),

где G3 = (G3,1, G3,2, . . . , G3,n+1) : [0, T ]× R(n+1)2 → Rn+1.
Возьмем Ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn+1), y0l = Dαψl(0) − 〈ηl, h(·, 0)〉, l =

1, 2, . . . , n+ 1, y0 = (y01, y02, . . . , y0n+1). Система уравнений
n∑
l=1

ul〈ηk, fl(·, 0)〉Hl(〈ηl, w̃l〉) + un+1〈ηk, g(·, 0)〉 = y0k

= Dαψk(0)− 〈ηk, h(·, 0)〉,

k = 1, 2, . . . , n+ 1, имеет единственное решение

u0 = (u01, u02, . . . , u0n+1) = Ξ−1
0 y0

в силу условия det Ξ0 6= 0. Аналогично может быть показано, что отоб-
ражение u = Ξ−1(t)z := F (t, z) определено при t ∈ [0, T ] как обратное
к отображению

zk =

n∑
l=1

ul〈ηk, fl(·, t)〉Hl(D
αl
t ψl(t)) + un+1〈ηk, g(·, t)〉, k = 1, 2, . . . , n+ 1,

по отношению к переменным u = (u1, u2, . . . , un+1). Так как Dα
t ψl ∈

C([0, T ];R), Dαj
t ψl ∈ C([0, T ];R) при l = 1, 2, . . . , n + 1, j = 1, 2, . . . , n,

то Ξ ∈ C([0, T ];R(n+1)2), min
t∈[0,T ]

|det Ξ(t)| > 0, существует конечный

max
t∈[0,T ]

|det Ξ−1(t)|. Таким образом, отображение F : [0, T ] × Rn+1 →

Rn+1 непрерывно по совокупности переменных и липшицево по z =
(z1, z2, . . . , zn+1) и условия (A)–(F) выполняются. По теореме 2 полу-
чаем существование единственного обобщенного решения задачи (14)–
(17) на отрезке [0, T1] при некотором T1 ∈ (0, T ]. �

Теорема 5. Пусть α ∈ (0, 2), α1 < α2 < · · · < αn 6 m − 1 < α 6
m ∈ N, mj − 1 < αj 6 mj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n, ν > 0; при α ∈ (1, 2),
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m∗∗ ∈ {0, 1} w1 ∈ H2
0 (Ω); m∗ > 0 или w0 = 0; fl, g, h ∈ C([0, T ];H2

0 (Ω)),
функции Hl ∈ C(R;R) локально липшицевы, l = 1, 2, . . . , n,

ψl, D
α
t ψl, D

αj
t ψl ∈ C([0, T ];R),

ψl(0) = 0, ηl ∈ H2
0 (Ω), l = 1, 2, . . . , n + 1, j = 1, 2, . . . , n, det Ξ0 :=

det ‖ak,l‖n+1
k,l=1 6= 0, где ak,l := 〈ηk, fl(·, 0)〉Hl(〈ηl, w̃l〉), k = 1, 2, . . . , n+ 1,

l = 1, 2, . . . , n, ak,n+1 := 〈ηk, g(·, 0)〉, k = 1, 2, . . . , n + 1; при t ∈ [0, T ]

det Ξ(t) := det ‖bk,l(t)‖n+1
k,l=1 6= 0, где bk,l(t) := 〈ηk, fl(·, t)〉Hl(D

αl
t ψl(t)),

k = 1, 2, . . . , n+1, l = 1, 2, . . . , n, bk,n+1(t) := 〈ηk, g(·, t)〉, k = 1, 2, . . . , n+
1. Тогда при некотором T1 ∈ (0, T ] существует единственное глад-
кое решение (w, v1, v2, . . . , vn+1) обратной задачи (14)–(17) на отрезке
[0, T1].

Доказательство. В силу условий на fl(·, t), l = 1, 2, . . . , n, g(·, t),
h(·, t) выполняется условие (F1). Рассуждая, как при доказательстве
предыдущей теоремы, по теореме 3 получим существование единствен-
ного гладкого решения задачи (14)–(17) на отрезке [0, T1] при доста-
точно малом T1 ∈ (0, T ]. �

Замечание 10. Если g = 0 в уравнении (16) и неизвестный коэф-
фициент vn+1 в задаче отсутствует, задача может быть исследована
аналогичным образом с пространством U = Rn.

4.1. Пример. Рассмотрим задачу в области Ω = (0, π)

D
3/2
t w(ξ, t) = D2

ξw(ξ, t) + v1(t) sin ξ · cos

2

π∫
0

D
−3/4
t w(ξ, t) sin ξdξ


+ v2(t) sin(2ξ)e

5
π∫
0

D
1/2
t w(ξ,t) sin(2ξ)dξ

+ v3(t) sin(3ξ), (ξ, t) ∈ (0, π)× (0, T ],

w(0, t) = w(π, t) = 0, t ∈ (0, T ],

D
−1/2
t w(ξ, 0) = 0, D

1/2
t w(ξ, 0) = w1(ξ), ξ ∈ (0, π),

π∫
0

w(ξ, t) sin(lξ)dξ = t1+l, t ∈ [0, T ], l = 1, 2, 3.

Здесь α = 3/2, m = 2, n = 2, α1 = −3/4, α2 = 1/2, m = 0, m = −1,
m∗ = −1, m∗∗ = 0, H1(z) = cos(2z), H2(z) = e5z, fl(ξ, t) = sin(lξ), l =
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1, 2, ηl(ξ) = sin(lξ), ψl(t) = t1+l, l = 1, 2, 3, g(ξ, t) = sin(3ξ), h(ξ, t) = 0,
w̃1(ξ) = 0, w̃2(ξ) = w1(ξ),

Ξ0 =


π
2 0 0

0 π
2 e

5
π∫
0

w1(ξ) sin 2ξdξ
0

0 0 π
2

 , det Ξ0 6= 0,

Ξ(t) =

 π
2 cos(2D

−3/4
t ψ1(t)) 0 0

0 π
2 e

5D
1/2
t ψ2(t) 0

0 0 π
2


=

 π
2 cos

(
4t11/4

Γ(15/4)

)
0 0

0 π
2 e

30t5/2/Γ(7/2) 0
0 0 π

2

 , det Ξ(t) 6= 0

при достаточно малых t > 0. Из теоремы 5 следует существование
единственного гладкого решения данной задачи при w1 ∈ H2

0 (0, π).
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