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1. Введение

Пусть Ω – область (не обязательно ограниченная) в Rn, n > 3. Рас-
смотрим пару сопряжённых задач Дирихле

Lu = −div (A(x)∇u) + b(x) · ∇u = f, f ∈W−1,2(Ω), u ∈W 1,2
0 (Ω)

(1.1)
и

L∗u = −div (A(x)∇u+ b(x)u) = f, f ∈W−1,2(Ω), u ∈W 1,2
0 (Ω),

(1.2)
где матрица A ∈ (L∞(Ω))n×n симметрическая и удовлетворяет усло-
вию равномерной эллиптичности

ν|ξ|2 6 A(x)ξ · ξ 6M |ξ|2, M, ν > 0, (1.3)

для почти всех x ∈ Ω и всех ξ ∈ Rn. Пространство W 1,2
0 (Ω) есть замы-

кание C∞0 (Ω) по норме

‖u‖W 1,2
0 (Ω) = ‖∇u‖L2(Ω) =

( ∫
Ω

|∇u|2 dx
)1/2

,

аW−1,2(Ω) – сопряжённое к нему пространство,W−1,2(Ω)=(W 1,2
0 (Ω))∗.

Относительно сноса b предположим, что |b|2 ∈ L1
loc(Ω) и имеет место

неравенство типа Харди∫
Ω

|b|2ϕ2 dx 6 C2
H

∫
Ω

|∇ϕ|2 dx для всех ϕ ∈W 1,2
0 (Ω). (1.4)

Ключевые слова: некоэрцитивная задача Дирихле, классы Като-Штуммеля,
существование и единственность решения, стационарное уравнение конвекции-
диффузии, снос.
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Введём билинейные формы α, β, γ : W 1,2
0 (Ω)×W 1,2

0 (Ω)→ R соотно-
шениями

α(u, v) =

∫
Ω

A∇u · ∇v dx, β(u, v) =

∫
Ω

bv · ∇u dx,

γ(u, v) = α(u, v) + β(u, v) =

∫
Ω

(A∇u · ∇v + bv · ∇u) dx.

(1.5)

В силу условий (1.3) и (1.4), формы α, β являются ограниченными, а
форма α коэрцитивной:

|α(u, v)| 6M‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω), α(u, u) > ν‖∇u‖2L2(Ω),

|β(u, v)| 6
∥∥vb∥∥

L2(Ω)
‖∇u‖L2(Ω) 6 CH‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω),

(1.6)

откуда следует и ограниченность формы γ. Здесь и далее говорим, что
g = (g1, . . . , gn) ∈ Lp(Ω), если g = |g| ∈ Lp(Ω), и полагаем ‖g‖Lp(Ω) :=
‖g‖Lp(Ω).

Для f ∈ W−1,2(Ω) и v ∈ W 1,2
0 (Ω) через 〈f, v〉 будем обозначать дей-

ствие линейного функционала f ∈W−1,2(Ω) на элемент v ∈W 1,2
0 (Ω).

Функцию u ∈W 1,2
0 (Ω) будем называть решением задачи (1.1), если

γ(u, v) = 〈f, v〉 для всех v ∈W 1,2
0 (Ω), (1.7)

Аналогично, функция u ∈ W 1,2
0 (Ω) является решением задачи (1.2),

если
γ(v, u) = 〈f, v〉 для всех v ∈W 1,2

0 (Ω). (1.8)

Форме γ( · , · ) ставятся в соответствие ограниченные линейные опе-
раторы L,L∗ : W 1,2

0 (Ω)→W−1,2(Ω), которые определяются соотноше-
ниями

〈Lu, v〉 = γ(u, v) для всех v ∈W 1,2
0 (Ω), (1.9)

и
〈L∗u, v〉 = γ(v, u) для всех v ∈W 1,2

0 (Ω). (1.10)

В операторном виде задача (1.1) записывается как Lu = f , а задача
(1.2) как L∗u = f , при этом ‖L‖, ‖L∗‖ 6M + CH и

〈Lu, v〉 = 〈L∗v, u〉 для всех u, v ∈W 1,2
0 (Ω).

Перейдём к обсуждению известных результатов по разрешимости
задач (1.1), (1.2). Если величина CH в (1.4) достаточно мала, CH < ν,
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то

γ(u, u) > (ν − CH)

∫
Ω

|∇u|2 dx,

и разрешимость задач (1.1), (1.2) немедленно следует из леммы Лакса-
Мильграма вместе с оценкой

‖L−1‖, ‖(L∗)−1‖ 6 (ν − CH)−1.

При этом, хорошо известно, что для b ∈ Ln(Ω) теорема существо-
вания и единственности решений задач (1.1), (1.2) имеет место без
условия малости на норму ‖b‖Ln(Ω). Например, такие результаты мо-
гут быть найдены в [1, Раздел 8.2]. В этом случае для решения задачи
(1.1) имеет место принцип максимума (напр. [1, Раздел 8.1], [2–4], от-
куда следует единственность решения. По теореме Фредгольма отсюда
следует существование решения уравнения Lu = f для любой правой
части f вместе с ограниченностью обратного оператора, L−1. По двой-
ственности, это сразу даёт разрешимость сопряжённой задачи L∗u = f
вместе с оценкой для нормы (L∗)−1. Пусть L∗u = f и Lv = g, тогда

〈g, u〉 = 〈Lv, u〉 = 〈L∗u, v〉 = 〈f, v〉 6 ‖f‖ · ‖v‖ 6 ‖L−1‖ · ‖f‖ · ‖g‖.

Так как ImL = W−1,2(Ω), отсюда имеем ‖(L∗)−1‖ 6 ‖L−1‖. Этот ме-
тод даёт существование и ограниченность обратных операторов L−1 и
(L∗)−1 без конкретной оценки их нормы.

Для задачи (1.1) в работе М. Кикко [5] была получена замечатель-
ная оценка

‖∇u‖L2(Ω) 6 K‖f‖W−1,2(Ω) (1.11)

с константой K, зависящей только от n, ν и ‖b‖Ln(Ω). В операторной
форме эта оценка имеет вид ‖L−1‖ 6 K. При этом величину K мож-
но оценить сверху как ν−1 exp

(
C(n)ν−n‖b‖nLn(Ω)

)
. По двойственности

сразу получаем также неравенство ‖(L∗)−1‖ 6 K с той же констан-
той K.

Оценки такого рода для некоэрцитивных задач типа (1.1) возникали
также в работах [6–8] и далее использовались в ряде работ, например
[9–14].

Некоэрцитивные задача в форме (1.2) изучались в работах [15–18],
однако полученные там оценки для b ∈ Ln(Ω) были хуже той, которая
получается по двойственности из результатов [5–8]. Для задачи (1.2)
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оценки типа оценок Кикко были получены в [12,13] при дополнитель-
ном условии на divb. Это обусловлено тем, что авторы [12,13] получа-
ли оценку решения в W 1,2(Ω), что требует дополнительного контроля
нормы решения в L2(Ω).

Отметим недавнюю работу [19] в которой рассматривался снос b =
b′ + b′′, где b′ ∈ L∞(Ω), а b′′ принадлежит пространству Марцинке-
вича Ln,∞(Ω) и имеет в этом пространстве достаточно малую норму.
Близкие вопросы исследовались в [20,21].

В работе [10] для задачи (1.1) была получена оценка типа (1.11)
для сноса из класса типа Като (Като–Штуммеля), которая содержала
дополнительно зависимость от нормы b в L2(Ω). В случае неограни-
ченной области условие b ∈ L2(Ω) налагает повышенные требования
на скорость стремления b к нулю на бесконечности.

Целью настоящей работы является получение оценки типа (1.11)
для сноса из класса типа Като. В целом рассуждения близки работе
[10] (которая основана, в свою очередь, на модификации техники [5–8].
Кроме того, мы получаем аналогичную оценку и для задачи (1.2) без
использования двойственности.

Для формулировки основного результата работы нам потребуются
некоторые обозначения. В дальнейшем полагаем, что b = 0 вне Ω.
Функции изW 1,2

0 (Ω) также будем полагать продолженными нулём вне
Ω. Через Bxr обозначим открытый шар в Rn радиуса r с центром в
точке x. Пусть Br = B0

r .
Хорошо известно (см. напр. [34, 35], для удобства читателя доказа-

тельство этого факта приведено ниже), что если

V (|b|2,Rn) := sup
x∈Rn

∫
Rn

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy <∞, (1.12)

то неравенство (1.4) выполняется с константой

C2
H = C0 · V (|b|2,Rn), C0 = C0(n) = ((n− 2)ωn)−1, (1.13)

Здесь и далее через ωn обозначается поверхностная (n − 1) мера еди-
ничной сферы в Rn, ωn = |∂B1|n−1.

Предположим, что |b|2 ∈ L1
loc(Rn) и найдётся неотрицательная фун-

кция ψ( · , · ), неубывающая по обоим аргументам, такая, что для всех
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R > 0 выполняется lim
t→0

ψ(t, R) = 0 и

sup
x∈BR

∫
Bxt

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy 6 ψ2(t, R), 0 < t < t0. (1.14)

Также предположим, что найдётся такая невозрастающая функция Θ,
что Θ(r)→ 0 при r →∞ и для всех v ∈W 1,2

0 (Ω) выполняется∫
Ω\BR

|b|2v2 dx 6 Θ2(R)

∫
Ω

|∇v|2 dx. (1.15)

Из условий (1.14), (1.15) следует выполнение неравенства (1.4). В силу
(1.13), для любой функции v ∈W 1,2

0 (Ω) и любого t < t0 выполняется∫
BR

|b|2v2 dx 6 C0

(
sup
x∈Rn

∫
BR

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)∫
Ω

|∇v|2 dy 6

6 C0 sup
x∈Rn

( ∫
BR∩Bxt

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy +

∫
BR\Bxt

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

)∫
Ω

|∇v|2 dy 6

6 C0

(
ψ2(t, R+ t) + t2−n

∫
BR

|b|2 dy
)∫

Ω

|∇v|2 dy.

Cовмещая эту оценку с неравенством (1.15) получаем (1.4) c констан-
той

C2
H = Θ2(R) + C0

(
ψ2(t, R+ t) + t2−n

∫
BR

|b|2 dy
)
.

Из (1.13) также следует, что условие (1.15) выполнено, если

sup
x∈Rn

∫
Rn\BR

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy 6 (C0(n))−1Θ2(R)→ 0 при R→∞.

(1.16)
Более того (см. лемму 4.4), при выполнении условий (1.14), (1.15)

вложение W 1,2
0 (Ω) в L2(Ω, |b|2 dx) компактно.

Пусть Λ(r) – такая функция, что∫
Br

|b|2 dx 6 Λ2(r), r > 1. (1.17)
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В силу условий (1.14), (1.15), найдутся положительные числа ρ∗ и R∗,
такие, что

Θ2(R∗) 6
ν2

8
, ψ2(ρ∗, R∗ + ρ∗) 6

ν2

16C0
. (1.18)

Обозначим

m∗ =
16C0(n)

ν2
ρ2−n
∗ Λ2(R∗). (1.19)

Теоpема 1.1. При выполнении условий (1.14), (1.15) для любой функ-
ции u ∈W 1,2

0 (Ω) верны оценки

‖∇u‖L2(Ω) 6 K‖Lu‖W−1,2(Ω), ‖∇u‖L2(Ω) 6 K‖L∗u‖W−1,2(Ω), (1.20)

где K = 2m∗+2ν−1.

Имеет место однозначная разрешимость задач (1.1), (1.2).

Теоpема 1.2. Если выполняются условия (1.14), (1.15), то задачи
Дирихле (1.1), (1.2) однозначно разрешимы для любой правой части
f ∈W−1,2(Ω), а решения удовлетворяют оценке

‖u‖W 1,2
0 (Ω) 6 K‖f‖W−1,2(Ω), K = 2m∗+2ν−1,

где m∗ определено в (1.19).

Для k > 0 положим

Tk(s) = min(|s|, k) sign s = max(−k,min(k, s)) (1.21)

и при 0 6 k < l 6∞ определим

Tk,l(s) = Tl(s)− Tk(s). (1.22)

Теорема 1.1 является следствием двух следующих теорем, в которых
также предполагаются условия (1.14), (1.15), а число m∗ определено
в (1.19).

Теоpема 1.3. Для любой функции u ∈W 1,2
0 (Ω) найдётся такое число

p ∈ N ∪ {0}, p 6 m∗, и такая убывающая последовательность неот-
рицательных чисел +∞ = k0 > k1 > . . . > kp > kp+1 = 0, что

‖u‖W 1,2
0 (Ω) 6

2

ν

p∑
j=0

2p−jFj , Fj =
〈Lu, Tkj+1,kj (u)〉
‖Tkj+1,kj (u)‖W 1,2

0 (Ω)

. (1.23)
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Теоpема 1.4. Для любой функции u ∈W 1,2
0 (Ω) найдётся такое число

p ∈ N ∪ {0}, p 6 m∗, и такая возрастающая последовательность
неотрицательных чисел 0 = k0 < k1 < . . . < kp < kp+1 = +∞, что

‖u‖W 1,2
0 (Ω) 6

2

ν

p∑
j=0

2p−jFj , Fj =
〈L∗u, Tkj ,kj+1

(u)〉
‖Tkj ,kj+1(u)‖W 1,2

0 (Ω)

. (1.24)

В формулах (1.23), (1.24) мы полагаем 0/0 = 0, если такая неопре-
делённость возникает. Теоремы 1.3, 1.4 доказываются независимо без
использования двойственности. Оценку (1.23) далее используем для
оценки ёмкостной меры и доказательства принципа максимума.

Далее работа устроена следующим образом. В разделе 2 приведены
различные условия для b, которые гарантируют выполнение неравен-
ства (1.4). Раздел 3 посвящён теоремам вложения с весами из клас-
сов Като. Раздел 4 содержит вспомогательные утверждения. В разде-
лах 5 и 6 приводятся доказательства теорем 1.3 и 1.4, соответственно.
В разделе 7 доказывается теорема 1.2. Раздел 8 содержит аналог тео-
ремы 1.3 для решений неравенств. В разделе 9 с помощью теоремы 1.3
получены оценки ёмкостной меры. В разделе 10 интегралы в (1.12) и
условиях (1.14), (1.16) оцениваются в более простых терминах.

2. Неравенства типа Харди

Приведём примеры условий на снос, обеспечивающих выполнение
неравенства (1.4), и, как следствие, ограниченность форм β, γ, задан-
ных (1.5).

1. Если |b(x)| 6 B|x|−1, тогда по неравенству Харди для всех ϕ ∈
C∞0 (Ω) выполняется∫

Ω

|b|2ϕ2 dx 6 B2

∫
Ω

ϕ2

|x|2
dx 6

(
2B

n− 2

)2 ∫
Ω

|∇ϕ|2 dx.

2. Для b ∈ Ln(Ω) и ϕ ∈W 1,2
0 (Ω) имеем∫

Ω

|b|2ϕ2 dx 6

(∫
Ω

|b|n dx
)2/n(∫

Ω

|ϕ|2n/(n−2) dx

) n
n−2

6 S2

(∫
Ω

|b|n dx
)2/n ∫

Ω

|∇ϕ|2 dx,
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где S = S(n) – константа в неравенстве Соболева

‖ϕ‖L2n/(n−2)(Ω 6 S‖∇ϕ‖L2(Ω) ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω).

Таким образом, неравенство (1.4) верно с константой CH = S‖b‖Ln(Ω).

3. Неравенство (1.4) также имеет место в случае |b| ∈ Ln,∞(Ω), где
Ln,∞(Ω) – пространство Марцинкевича. Будем говорить, что
g ∈ Lp,∞(Ω), если

‖g‖Lp,∞(Ω) := sup
t>0

t |{|g| > t} ∩ Ω|1/p < +∞.

Для p, q ∈ [1,+∞) определим пространства Лоренца Lp,q(Ω) как
множество функций f , измеримых в Ω, таких, что

‖f‖Lp,q(Ω) =

(
p

+∞∫
0

|{|f | > t} ∩ Ω|q/ptq−1 dt

)1/q

< +∞.

Напомним, что Lp,p(Ω) = Lp(Ω) для 1 6 p < ∞. Для пространств
Лоренца и Марцинкевича справедливо неравенство Гёльдера в следу-
ющей форме: если p, p′ ∈ (1,+∞), q, q′ ∈ [1,+∞], p−1 + (p′)−1 = 1,
q−1 + (q′)−1 = 1, то∫

Ω

|fg| dx 6 ‖f‖Lp,q(Ω)‖g‖Lp′,q′ (Ω) (2.1)

для всех f ∈ Lp,q(Ω), g ∈ Lp
′,q′(Ω). Как обычно, g = (g1, . . . , gn) ∈

Lp,q(Ω), если g = |g| ∈ Lp,q(Ω), и ‖g‖Lp,q(Ω) = ‖g ‖Lp,q(Ω). Дальнейшие
свойства пространств Лоренца могут быть найдены, например, в [22,
Chap. V, Sec. 3], [23, Sec. 1.4], [24, Chap. 8].

Имеет место следующее уточнение классической теоремы вложения
С.Л. Соболева, которое мы приводим лишь для нужного нам случая:
для всех f ∈W 1,2

0 (Ω) справедливо неравенство

‖v‖L2n/(n−2),2(Ω) 6 S∗‖∇v‖L2(Ω), (2.2)

где константа S∗ зависит только от n. Неравенство (2.2) можно полу-
чить, например, как следствие соболевского представления функции
(напомним, что ωn = |∂B1|n−1)

v(x) =
1

ωn

∫
Ω

(x− y) · ∇v(y)

|x− y|n
dy, v ∈W 1,1

0 (Ω), (2.3)
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для почти всех x ∈ Ω, и “теоремы о свёртке” (см. [25]) или обобщенной
теоремы Марцинкевича (напр., [26], [22, глава V, теорема 3.15], [23,
глава 1, теорема 1.4.19]).

Пользуясь неравенством Гёльдера (2.1), неравенством типа Соболе-
ва (2.2), и тем, что ‖fr‖Lp,q(Ω) = ‖f‖rLpr,qr(Ω), для всех v ∈ W 1,2

0 (Ω)
имеем∫

Ω

|b|2v2 dx 6 ‖ |b|2‖Ln/2,∞(Ω)‖v2‖Ln/(n−2),1(Ω)

6 ‖b‖2Ln,∞(Ω)‖v‖
2
L2n/(n−2),2(Ω) 6 S

2
∗‖b‖2Ln,∞(Ω)

∫
Ω

|∇v|2 dx.

Таким образом, неравенство (1.4) верно с константой

CH = S∗‖b‖Ln,∞(Ω).

4. Ещё один известный пример выполнения условия (1.4) дают так
называемые классы Като (или Като–Штуммеля). Более подробно мы
остановимся на этом ниже, а пока приведём соответствующее неравен-
ство: ∫

Ω

|b|2v2 dx 6 C0(n) sup
x∈Ω

∫
Ω

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy ·

∫
Ω

|∇v|2 dx (2.4)

для всех v ∈W 1,2
0 (Ω).

5. В работах [27, 28] было найдено достаточное (и близкое к необхо-
димому) условие выполнения неравенства (1.4). А именно, если для
любого борелевского множества E справедливо∫

E

|b|2 dx 6 (n− 2)ωn
4

capE, (2.5)

где capE – ёмкость множества E (с нормировкой capB0
1 = 1), то нера-

венство (1.4) справедливо для Ω = Rn с константой CH = 1. С другой
стороны, в случае справедливости (1.4) выполняется∫

E

|b|2 dx 6 (n− 2)ωncapE.
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Для этого достаточно (в случае компакта E) в неравенстве (1.4) вы-
брать в качестве функции ϕ ёмкостной потенциал E. В подобных тер-
минах сформулирован и критерий компактности вложения W 1,2

0 (Ω) в
L2(Ω, |b|2 dx). Проверка условия (2.5) представляет отдельную задачу.
В [28] в качестве примера приводится получение неравенства (1.4) с
константой CH = S∗(n)‖b‖Ln,∞(Ω).

Различные критерии ограниченности квадратичных форм, связан-
ных с операторами второго порядка, были получены в [29–31].
6. В работе [32] было показано, что для p ∈ (1, n/2] неравенство (1.4)
для Ω = Rn имеет место с константой

C2
H 6 c(n, p) sup

x,r

(
r2p−n

∫
Bxr

|b|2p dy
)1/p

. (2.6)

Далее существенно более простое доказательство этого факта было
дано в [33]. Условие конечности величины в правой части (2.6) доста-
точно близко к необходимому. Выбирая в неравенстве (1.4) функцию
ϕx0,r(x) = ϕ((x − x0)/r), где ϕ ∈ C∞0 (B0

2), 0 6 ϕ 6 1, ϕ = 1 в B0
1 ,

|∇ϕ| 6 10, для любых x0 ∈ Rn и r > 0 получим

r2−n
∫
B
x0
r

|b|2 dx 6 c(n)C2
H .

Отсюда, если дополнительно |b|2 принадлежит классу Макенхаупта
A∞(Rn), следует конечность супремума в правой части (2.6) для неко-
торого p > 1.
7. Отметим также работы [34, 35], в которых, в частности, было по-
казано, что в неравенстве (1.4) для Ω = Rn константу можно оценить
как

C2
H =

1

(n− 2)ωn
inf
η>0

sup
x∈Rn

1

η(x)

∫
Rn

|b(y)|2

|x− y|n−2
η(y) dy. (2.7)

Из этой оценки следует неравенство (2.4), которое соответствует вы-
бору η ≡ 1. Также в работе [35] содержится упрощённый вывод нера-
венства (2.6), основанный на применении результатов [36] об оценке
потенциалов Рисса на функциях из классов Кампанато-Морри.
Замечание. В настоящей работе используется достаточно грубый ва-
риант получения оценки квадратичной формы β(u, v) (см. (1.6)), через
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неравенство типа Харди (1.4), так же как и компактность далее иссле-
дуется в этом смысле (см. лемму 4.4). Точные условия ограниченности
форм, связанных с дифференциальными операторами второго поряд-
ка, и критерии компактности см. [31].

3. Классы Като и связанные с ними неравенства

Напомним некоторые классические результаты о функциях из клас-
сов типа Като (или Като–Штуммеля). Эти классы и их варианты до-
статочно популярны в теории эллиптических и параболических урав-
нений второго порядка [37–48].

Пусть D – измеримое множество в Rn и 0 6 f ∈ L1(D). Положим

V (f,D) = sup
x∈D

∫
D

f(y)

|x− y|n−2
dy,

Ṽ (f,D) = sup
x∈Rn

∫
D

f(y)

|x− y|n−2
dy,

V (f, r,D) = sup
x∈Rn

∫
Bxr∩D

f(y)

|x− y|n−2
dy.

(3.1)

Если f1 6 f2, D1 ⊂ D2 и r1 6 r2, то V (f1, D1) 6 V (f2, D2), Ṽ (f1, D1) 6
Ṽ (f2, D2), V (f1, r,D1) 6 V (f2, r2, D2).

Начнём с доказательства хорошо известного неравенства (2.4), ко-
торое приводится здесь для удобства читателя. Напомним, что ωn обо-
значает поверхностную (n− 1)-меру единичной сферы ∂B1 в Rn.

Лемма 3.1. Пусть v ∈W 1,2
0 (D), где D – область в Rn. Тогда∫

D

v2f dx 6 C0(n)V (f,D)

∫
D

|∇v|2 dx. (3.2)

Можно взять C0(n) = ((n− 2)ωn)−1.

Перед тем, как приступить к доказательству этого утверждения,
напомним следующий хорошо известный результат.
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Тест Шура. Пусть K(x, y) неотрицательная измеримая функция
на D×D и найдутся такие положительная функция q и неотрица-
тельная функция p такие, что∫

D

K(x, y)q(y) dy 6 Ap(x) и
∫
D

K(x, y)p(x) dx 6 Bq(y)

для п.в. x, y ∈ D. Тогда интегральный оператор

(Tϕ)(x) =

∫
D

K(x, y)ϕ(y) dy

ограничен в L2(D) и ‖Tf‖L2(D) 6
√
AB‖f‖L2(D) для любой f ∈ L2(D).

Будем также использовать известное равенство (частный случай по-
лугруппового свойства потенциалов Рисса, напр. [49, Chap. V, Sec. 1]):∫

Rn

|x− y|1−n|y − z|1−n dy = C(n)|x− z|2−n. (3.3)

Доказательство леммы 3.1. Напомним, что для v ∈W 1,2
0 (D) имеет

место соболевское представление (2.3), откуда

|v(x)| 6 1

ωn

∫
D

|x− y|1−n · |∇v(y)| dy, ωn = |∂B1|n−1,

для почти всех x ∈ D. Поэтому для доказательства искомого нера-
венства достаточно доказать ограниченность в L2(D) интегрального
оператора

(Tϕ)(x) =

∫
D

K(x, y)ϕ(y) dy, K(x, y) = |x− y|1−n
√
f(x).

Докажем вначале оценку в форме Шехтера (2.7). Применим тест Шу-
ра. Пусть функция η > 0. Положим

q(y) =

∫
D

|y − z|1−nf(z)η(z) dz, p(x) =
√
f(x)η(x).
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Используя свойство (3.3) получим∫
D

|x− y|1−n
√
f(x)q(y)dy=

√
f(x)

∫
D

f(z)η(z)

∫
D

|x−y|1−n|y−z|1−ndy dz

= C(n)
√
f(x)

∫
D

|x− z|2−nf(z)η(z) dz

6 C(n)p(x) sup
x∈Rn

1

η(x)

∫
Rn

|x− z|2−nf(z)η(z) dz.

Далее,∫
D

|x− y|1−n
√
f(x)p(x) dx =

∫
D

|x− y|1−nf(x)η(x) dx = 1 · q(y).

В силу леммы Шура отсюда следует ограниченность интегрального
оператора T в L2(D) с оценкой∫

D

(Tϕ)2 dx 6 C(n) sup
x∈Rn

1

η(x)

∫
Rn

|x− z|2−nf(z)η(z) dz ·
∫
D

ϕ2 dz.

Полагая η ≡ 1, отсюда получим∫
D

v2f dx 6 C(n)

∫
D

(T |∇v|)2(x) dx 6 C0(n)V (f,D)

∫
D

|∇v|2 dy,

что и составляет неравенство (3.2). �

Непосредственно выражение для константы C0(n) в (3.2) удобнее
получить из другого варианта доказательства.

Второе доказательство леммы 3.1. Достаточно доказать неравен-
ство (3.2) для v ∈ C∞0 (D) и функции f ∈ L∞(D) с компактным носи-
телем. Продолжим v и f нулём вне D. Пусть функция η > 0. Тогда
функция

U(x) =
1

(n− 2)ωn

∫
D

f(y)

|x− y|n−2
η(y) dy,

является решением уравнения −4U = fη в Rn. Выбирая в инте-
гральном тождестве для уравнения −4U = fη пробную функцию
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(U + ε)−1v2, получим

−
∫
D

|∇U |2(U+ε)−2v2 dx+2

∫
D

(U+ε)−1v∇U ·∇v dx =

∫
D

(U+ε)−1v2fη dx.

По неравенству Коши∫
D

(U + ε)−1v2fη dx 6
∫
D

|∇v|2 dx.

Устремляя ε→ 0, приходим к неравенству∫
D

U−1v2fη dx 6
∫
D

|∇v|2 dx.

Отсюда, ∫
D

v2f dx 6 ‖η−1U‖L∞(D)

∫
D

|∇v|2 dx, (3.4)

что составляет оценку (2.7). В случае η ≡ 1 имеем ‖η−1U‖L∞(D) =
C0(n)V (f,D), и из (3.4) получаем (3.2). �

Лемма 3.2. Пусть D – область в Rn и неотрицательная измеримая
функция f равна нулю вне D. Тогда для любых z ∈ Rn, r > 0 и v ∈
W 1,2(Bzr/4) справедливо неравенство∫

Bz
r/4

v2f dx 6 C(n)V (f, r,D)

∫
Bz
r/4

(|∇v|2 + r−2v2) dx. (3.5)

Доказательство. Продолжим v до ṽ ∈ W 1,2
0 (Bzr/2), так, что ṽ = v в

Bzr/4 и ∫
Bz
r/2

|∇ṽ|2 dx 6 C(n)

∫
Bz
r/4

(|∇v|2 + r−2v2) dx.
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Совмещая эту оценку с (3.2), и учитывая, что V (f,Bzr/2) 6 V (f, r,D),
получим ∫

Bz
r/4

v2f dx 6
∫

Bz
r/2

ṽ2f dx 6 C(n)V (f,Bzr/2)

∫
Bz
r/2

|∇ṽ|2 dx

6 C(n)V (f, r,D)

∫
Bz
r/4

(|∇v|2 + r−2v2) dx.

Лемма 3.2 доказана. �

Лемма 3.3. В условиях леммы 3.1 для любого r > 0 выполняется∫
D

v2f dx 6 C1(n)V (f, r,D)

∫
D

(|∇v|2 + r−2v2) dx. (3.6)

Доказательство леммы 3.3. Будем считать, что f и v продолжены
нулём вне D. Покроем D системой замкнутых кубов {Kj} со сторо-
нами 2h, h = r/(4

√
n), центрами xj , с рёбрами параллельными коор-

динатным осям, так, что пересечение любых двух кубов этой системы
может происходить только по их границе. Тогда D принадлежит объ-
единению шаров B

xj
r/4 и в любой точке могут пересекаться не более

(
√
n+ 2)n шаров из этой системы. Применяя в каждом из этих шаров

оценку (3.5), суммируя получающиеся оценки и учитывая конечность
пересечения, получаем неравенство (3.6). Лемма 3.3 доказана. �

4. Вспомогательные утверждения

Далее предполагаются выполненными условия (1.14), (1.15) (и, как
следствие, (1.4)), (1.17) и используются обозначения (3.1) предыдуще-
го раздела.

Лемма 4.1. Для всех R > 0 при |E ∩BR| → 0 справедливо

Ṽ (|b|2, E ∩BR) = sup
x∈Rn

∫
E∩BR

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy → 0.
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Доказательство. Для x ∈ Rn и ρ > 0 оценим∫
E∩BR

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy 6

∫
Bxρ∩BR

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy+

∫
(E∩BR)\Bxρ

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy

6 ψ2(ρ,R+ ρ) + ρ2−n
∫

E∩BR

|b|2 dy.
(4.1)

Выбирая достаточно малое ρ, можно сделать сколь угодно малым пер-
вое слагаемое в правой части, а при фиксированном ρ и |E ∩BR| → 0
второе слагаемое в правой части стремится к нулю в силу абсолютной
непрерывности интеграла Лебега. Лемма 4.1 доказана. �

Лемма 4.2. Пусть Ej, j = 1, . . . ,m, – система непересекающихся (с
точностью до нулевой меры) множеств в Rn. Тогда для любых поло-
жительных чисел ε, ρ и R, таких, что ψ2(ρ,R+ρ) < ε, выполняется
неравенство

m∑
j=1

Ṽ (|b|2, Ej ∩BR) 6 mε+ ρ2−nΛ2(R).

Доказательство. Из условия (1.14), аналогично (4.1), следует, что
для каждого j = 1, . . . ,m, и чисел ε и ρ, указанных в утверждении
леммы, выполняется

Ṽ (|b|2, Ej ∩BR) 6 ε+ ρ2−n
∫

Ej∩BR

|b|2 dy.

Так как множества Ej могут пересекаться лишь по множеству нулевой
меры, то суммируя полученные неравенства и используя условие (1.17)
получаем

m∑
j=1

Ṽ (|b|2, Ej ∩BR) 6 mε+ ρ2−n
∫
BR

|b|2 dy 6 mε+ ρ2−nΛ2(R).

Лемма 4.2 доказана. �

Как следствие леммы 4.1 также получаем следующее утверждение.

Лемма 4.3. Пусть R > 0 и Ej монотонно возрастающая к множе-

ству E =
∞⋃
j=1

Ej последовательность множеств: E1 ⊂ E2 ⊂ . . . Ek ⊂
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. . .. Тогда
Ṽ (|b|2, E ∩BR) = lim

j→∞
Ṽ (|b|2, Ej ∩BR).

Пусть R > 0 и Ej монотонно убывающая к E =
∞⋂
j=1

Ej последова-

тельность множеств: E1 ⊃ E2 ⊃ E3 . . . ⊃ Ek ⊃ . . .. Тогда

Ṽ (|b|2, E ∩BR) = lim
j→∞

Ṽ (|b|2, Ej ∩BR).

Доказательство. Докажем первое утверждение, второе аналогично.

Пусть E =
∞⋃
j=1

Ej . Очевидно, что

Ṽ (|b|2, E ∩BR) > lim
j→∞

Ṽ (|b|2, Ej ∩BR).

Покажем обратное неравенство. Для любого k ∈ N из определения Ṽ
имеем

Ṽ (|b|2, E ∩BR) 6 Ṽ (|b|2, Ek ∩BR) + Ṽ (|b|2, (E \ Ek) ∩BR).

Так как (E \ Ek) ∩ BR является монотонно убывающей последова-
тельностью множеств принадлежащих множеству конечной меры, то
|(E \ Ek) ∩ BR| → 0 при k →∞. Осталось применить лемму 4.1. Лем-
ма 4.3 доказана. �

Лемма 4.4. Вложение W 1,2
0 (Ω) в L2(Ω, |b|2 dx) является компакт-

ным.

Доказательство. Пусть ϕR,r∈C∞0 (BR+r) удовлетворяет 06ϕR,r61,
ϕR,r > 1 в шаре BR и |∇ϕR,r| 6 8r−1. Тогда в силу леммы 3.3 и усло-
вия (1.14),∫

Ω∩BR

|b|2v2 dx 6
∫

Ω∩BR+r

|b|2(vϕR+r)
2 dx

6 C(n)V (|b|2, r,Ω ∩BR+r)

∫
Ω

(|∇(vϕR,r)|2 + r−2(vϕR,r)
2) dx

6 C(n)ψ2(r,R+ r)

∫
Ω∩BR+r

(|∇v|2 + r−2v2) dx.
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Таким образом, для всех 0 < r < R используя последнюю оценку и
условие (1.15) получим∫

Ω

|b|2v2 dx 6
∫

Ω\BR

|b|2v2 dx+

∫
Ω∩BR

|b|2v2 dx

6(Θ2(R)+C(n)ψ2(r, 2R))

∫
Ω

|∇v|2dx+C(n)r−2ψ2(r,R+ r)

∫
Ω∩BR+r

v2dx.

Так как Θ(R) может быть сделано сколь угодно малым за счёт выбора
R > 0, а ψ(r, 2R) может быть сделано сколь угодно малым за счёт
выбора r > 0, то для любого ε > 0 найдутся R(ε), C(ε) > 0 такие, что
справедливо неравенство∫

Ω

|b|2v2 dx 6 ε
∫
Ω

|∇v|2 dx+ C(ε)

∫
Ω∩BR(ε)

v2 dx.

В силу компактности вложения W 1,2
0 (Ω) в L2(Ω∩BR) для любого R >

0, отсюда следует компактность вложения W 1,2
0 (Ω) в L2(Ω, |b|2 dx).

Лемма 4.4 доказана. �

5. Доказательство теоремы 1.3

Так как по теореме вложения Соболева u ∈ L2n/(n−2)(Ω), то по нера-
венству Чебышева |{|u| > k}| < ∞ при любом k > 0 и |{|u| > k}| → 0
при k →∞. Пусть R∗ такой, что Θ2(R∗) 6 ν2/8. Для 0 6 t1 < t2 6 +∞
обозначим

g(t1, t2) = Ṽ (|b|2, {t1 < u < t2} ∩BR∗),

h(t1, t2) = Ṽ (|b|2, {t1 6 u < t2} ∩BR∗).
(5.1)

По первому аргументу эти функции невозрастающие, а по второму
неубывающие. Из леммы 4.3 следует, что при фиксированном t2 вы-
полняется

lim
t→t1+0

g(t, t2) = g(t1, t2), lim
t→t1−0

h(t, t2) = h(t1, t2), (5.2)

то есть функция g по первому аргументу непрерывна справа , а функ-
ция h слева. Кроме того, из леммы 4.1 следует, что

lim
t1→t2−0

g(t1, t2) = lim
t1→t2−0

h(t1, t2) = 0. (5.3)

Последнее соотношение верно том числе и если t2 = +∞.
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Напомним обозначения (1.21), (1.22):

Tk(s) = min(|s|, k) sign s = max(−k,min(k, s)), k > 0,

Tk,l(s) = Tl(s)− Tk(s), 0 6 k < l 6∞.

Пусть
Ω(k, l) = {k < |u| < l} ∩ Ω. (5.4)

Далее через χA будем обозначать характеристическую функцию мно-
жества A.

Из (2.4) и того, что ∇Tk,l(u) = χΩ(k,l)∇u почти всюду в Ω, следует

|β(Tk,l(u), v)| 6 ‖bχΩ(k,l)v‖L2(Ω)‖∇Tk,l(u)‖L2(Ω)

6
(
C0(n)Ṽ (|b|2,Ω(k, l) ∩BR∗))+Θ2(R∗)

)1/2‖∇v‖L2(Ω)‖∇u‖L2(Ω).
(5.5)

Докажем вспомогательное утверждение, в котором C0 = C0(n) –
константа в неравенстве (2.4).

Лемма 5.1. Пусть для 0 6 kj+1 < kj < kj−1 < . . . < k1 < k0 = +∞
выполняется

g(ks+1, ks) <
ν2

8C0
, s = 0, . . . , j. (5.6)

Тогда

‖∇Tkj+1,kj (u)‖L2(Ω) 6
2

ν

〈Lu, Tkj+1,kj (u)〉
‖∇Tkj+1,kj (u)‖L2(Ω)

+

j−1∑
s=0

‖∇Tks+1,ks(u)‖L2(Ω).

(5.7)

Доказательство. Положим

us = Tks+1,ks(u), s = 0, . . . , j, (5.8)

и выберем в (1.9) пробную функцию v = uj . Получаем

α(u, uj) = −β(u, uj) + 〈Lu, uj〉. (5.9)

Отметим, что

α(u, uj) = α(uj , uj) > ν‖∇uj‖2L2(Ω), (5.10)

а так как uj∇u = uj∇(uj + uj−1 + . . .+ u0), то

β(u, uj) =

j∑
s=0

β(us, uj).
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Из неравенства (5.5) и условия (5.6) следует, что

|β(u, uj)| 6
j∑
s=0

|β(us, uj)| 6
ν

2
‖∇uj‖L2(Ω)

j∑
s=0

‖∇us‖L2(Ω). (5.11)

С помощью неравенств (5.10) и (5.11), из (5.9) получим

ν‖∇uj‖2L2(Ω) 6 〈Lu, uj〉+
ν

2
‖∇uj‖2L2(Ω) +

ν

2
‖∇uj‖L2(Ω)

j−1∑
s=0

‖∇us‖L2(Ω),

откуда после сокращений следует

‖∇uj‖L2(Ω) 6
2

ν

〈Lu, uj〉
‖∇uj‖L2(Ω)

+

j−1∑
s=0

‖∇us‖L2(Ω). (5.12)

С учётом обозначения (5.8) это в точности искомое неравенство (5.7).
Лемма 5.1 доказана. �

Доказательство теоремы 1.3. Положим k0 = +∞. Определим убы-
вающую последовательность неотрицательных чисел k1 > k2 > k3 >
. . . индуктивным образом. Пусть kj−1 > 0 уже определено. Тогда по-
лагаем

kj = inf{t > 0 : g(t, kj−1) 6 ν2/(8C0(n))}.
Из (5.3) следует, что kj < kj−1. В силу свойства (5.2), имеем g(kj , kj−1)
6 ν2/(8C0(n)). Так как g 6 h и функция h непрерывна слева, то ли-
бо kj = 0, либо h(kj , kj−1) > ν2/(8C0(n)). Если kj = 0, то процесс
построения останавливается.

В силу нашего определения последовательности kj и леммы 4.2,
в которой ε = ν2/(16C0(n)), для произвольного m ∈ N, такого, что
определено km > 0, имеем

m
ν2

8C0(n)
6
m−1∑
j=0

h(kj+1, kj) 6
m−1∑
j=0

Ṽ (|b|2, {kj+1 6 |u| < kj} ∩BR∗)

6 m
ν2

16C0(n)
+ ρ2−n
∗ Λ2(R∗),

где ρ∗ – такое положительное число, что ψ2(ρ∗, R∗+ρ∗) 6 ν2/(16C0(n)).
Следовательно,

m 6 m∗ :=
16C0(n)

ν2
ρ2−n
∗ Λ2(R∗). (5.13)
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Таким образом, процесс построения последовательности kj останав-
ливается за конечное число шагов. и для номера p такого, что kp > 0
и kp+1 = 0, справедлива оценка p 6 m∗.

Используем далее обозначение (5.8). Для каждого j = 0, . . . , p запи-
шем оценку (5.7) (или, что то же самое, (5.12)):

‖∇uj‖L2(Ω) 6
2

ν

〈Lu, uj〉
‖∇uj‖L2(Ω)

+

j−1∑
s=0

‖∇us‖L2(Ω). (5.14)

Добавляя к левой и правой части
∑j−1
s=0 ‖∇us‖L2(Ω), придём к оценке

j∑
s=0

‖∇us‖L2(Ω) 6
2

ν

〈Lu, uj〉
‖∇uj‖L2(Ω)

+ 2

j−1∑
s=0

‖∇us‖L2(Ω).

Итерируя эту оценку, получаем неравенство
p∑
s=0

‖∇us‖L2(Ω) 6
2

ν

p∑
s=0

2p−s
〈Lu, us〉
‖∇us‖L2(Ω)

.

Так как ∇u =
∑p
s=0∇us, то из последней оценки следует неравенство

‖∇u‖L2(Ω) 6
2

ν

p∑
s=0

2p−s
〈Lu, us〉
‖∇us‖L2(Ω)

,

которое и составляет заявленную в формулировке теоремы оценку.
Теорема 1.3 доказана. �

6. Доказательство теоремы 1.4

Будем пользоваться обозначениями (1.21), (1.22), (5.4). Пусть снова
R∗ > 0 такое, что Θ2(R∗) 6 ν2/8, для 0 6 t1 < t2 6∞ функция g(t1, t2)
определяется как в (5.1), а

h̃(t1, t2) = Ṽ (|b|2, {t1 < u 6 t2} ∩BR∗).

Из лемм 4.1, 4.3 вытекают следующие свойства функций g и h̃:

lim
t→s+0

g(s, t) = lim
t→s+0

h̃(s, t) = 0, (6.1)

g(s,+∞) = h̃(s,+∞) = lim
t→+∞

g(s, t) = lim
t→+∞

h̃(s, t), (6.2)

lim
τ→t−0

g(s, τ) = g(s, t), lim
τ→t+0

h̃(s, τ) = h̃(s, t). (6.3)

Докажем следующее вспомогательное утверждение.
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Лемма 6.1. Пусть 0 6 k < l 6∞ и

g(k, l) 6
ν2

8C0(n)
. (6.4)

Тогда

‖∇Tk,l(u)‖L2(Ω) 6
2

ν

〈L∗u, Tk,l(u)〉
‖∇Tk,l(u)‖L2(Ω)

+ ‖∇Tk(u)‖L2(Ω). (6.5)

Доказательство. В соотношении (1.10) выберем пробную функцию
v = Tk,l(u):

α(Tk,l(u), u) = −β(Tk,l(u), u) + 〈L∗u, Tk,l(u)〉. (6.6)

Так как ∇Tk,l(u) = χΩ(k,l)∇u почти всюду в Ω, то пользуясь условием
эллиптичности (1.3) получаем

α(Tk,l(u), u) = α(Tk,l(u), Tk,l(u)) > ν‖∇Tk,l(u)‖2L2(Ω). (6.7)

С другой стороны, так как u = Tk(u) + Tk,l(u) + (u− Tl(u)), и

(u− Tl(u))∇Tk,l(u) = 0 почти всюду в Ω,

то

u∇Tk,l(u) = Tk(u)∇Tk,l(u) + Tk,l(u)∇Tk,l(u) почти всюду в Ω,

что влечёт соотношение

β(Tk,l(u), u) =

∫
Ω

bu ·∇Tk,l(u) dx = β(Tk,l(u), Tk,l(u)) +β(Tk,l(u), Tk(u)).

Используя неравенство (5.5), выбор R∗ и условие (6.4), придём к нера-
венству

|β(Tk,l(u), u)| 6 ν

2
‖∇Tk,l(u)‖2L2(Ω) +

ν

2
‖∇Tk,l(u)‖L2(Ω)‖∇Tk(u)‖L2(Ω).

(6.8)
Применяя неравенства (6.7) и (6.8) для оценки членов в (6.6), получаем
после сокращений оценку (6.5). Лемма 6.1 доказана. �

Доказательство теоремы 1.4. Положим k0 = 0 и будем строить воз-
растающую последовательность чисел kj , j ∈ N, следующим образом.
Пусть число kj−1 < +∞ определено. Тогда положим

kj = sup{t > kj : g(kj−1, t) 6 ν
2/(8C0)}.

В силу свойства (6.1) справедливо kj > kj−1. Так как g 6 h, из свойства
(6.3) следует, что g(kj−1, kj) 6 ν2/(8C0), при этом либо kj = +∞,
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либо h(kj , kj−1) > ν2/(8C0(n)). Если kj = +∞, то процесс построения
останавливается.

В силу нашего определения последовательности kj и леммы 4.2,
в которой ε = ν2/(16C0(n)), для произвольного m ∈ N, такого, что
определено km < +∞, имеем

m
ν2

8C0(n)
6
m−1∑
j=0

h(kj , kj+1) 6
m−1∑
j=0

Ṽ (|b|2, {kj < |u| 6 kj+1} ∩BR∗)

6 m
ν2

16C0(n)
+ ρ2−n
∗ Λ2(R∗),

где ρ∗ – такое положительное число, что ψ2(ρ∗, R∗ + ρ∗) 6 ν2/(16C0).
Следовательно, для m справедлива оценка (5.13), т.е. m 6 m∗, где m∗
определёно в (1.19).

Таким образом, процесс построения последовательности kj останав-
ливается за конечное число шагов и для номера p такого, что kp <∞
и kp+1 = ∞, справедлива оценка p 6 m∗. Применяя для каждого
j = 0, . . . , p оценку (6.5) с параметрами k = kj , l = kj+1, получим

‖∇Tkj ,kj+1(u)‖L2(Ω) 6
2

ν

〈L∗u, Tkj ,kj+1
(u)〉

‖∇Tkj ,kj+1
(u)‖L2(Ω)

+ ‖∇Tkj (u)‖L2(Ω).

Добавляя к обеим частям этого неравенства ‖∇Tkj (u)‖L2(Ω), в силу
соотношения Tkj+1(u) = Tkj (u) + Tkj ,kj+1(u) получим

‖∇Tkj+1(u)‖L2(Ω) 6
2

ν

〈L∗u, Tkj ,kj+1
(u)〉

‖∇Tkj ,kj+1(u)‖L2(Ω)
+ 2‖∇Tkj (u)‖L2(Ω).

Итерируя это соотношение по j=0, . . ., p и пользуясь тем, что Tkp+1
(u)

= T∞(u) = u, придём к неравенству (1.24). Теорема 1.4 доказана. �

7. Однозначная разрешимость задач Дирихле

В этом разделе мы доказываем теорему 1.2 об однозначной разре-
шимости задач (1.1), (1.2) для любой правой части f ∈W−1,2(Ω).

Доказательство теоремы 1.2. Из теоремы 1.1 следует, что задачи
(1.1), (1.2) могут иметь не больше одного решения для любой правой
части f ∈W−1,2(Ω).

Для доказательства существования можно, например, применить
основанную на применении теоремы Фредгольма схему (см. [1, Раз-
дел 8.2]), используя компактность вложения W 1,2

0 (Ω) в L2(Ω, |b|2 dx)
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(см. лемму 4.4). Мы получим решение как предел решений задач с
ограниченными сносами в конечных областях.

Для k ∈ N рассмотрим задачи Дирихле (1.1) в областях Ωk = Ω∩Bk
со сносом b(k) = (Tk(b1), . . . , Tk(bn)) (см. (1.21)):

−div (A(x)∇uk) + bk(x) · ∇uk = f, f ∈W−1,2(Ω), u ∈W 1,2
0 (Ωk).

Эти задачи однозначно разрешимы (напр., [1, Раздел 8.2]), а в силу
теоремы 1.1 выполняется ‖∇uk‖L2(Ωk) 6 K‖f‖W−1,2(Ω) 6M с констан-
той M , не зависящей от номера k. Здесь и далее считаем функции uk
продолженными нулём вне Ωk. Также для любой ϕ ∈ C∞0 (Ω) имеем
b(k)ϕ → bϕ в L2(Ω). С точностью до выделения подпоследовательно-
сти, ∇uk ⇀ ∇u в L2(Ω), u ∈ W 1,2

0 (Ω), и uk → u в L2(BR) для любого
R > 0. Переходя к пределу в интегральном тождестве∫

Ω

A∇uk · ∇ϕdx+

∫
Ω

b(k)ϕ · ∇uk dx = 〈f, ϕ〉

для ϕ ∈ C∞0 (Ω), и используя плотность C∞0 (Ω) в W 1,2
0 (Ω), придём к

соотношению (1.7). Однозначная разрешимость задачи (1.1) доказана.
Для задачи (1.2) доказательство аналогично. Рассматриваем задачи

Дирихле (1.2) в областях Ωk со сносом b(k):

−div
(
A(x)∇uk + bk(x)uk

)
= f, f ∈W−1,2(Ω), u ∈W 1,2

0 (Ωk).

Однозначная разрешимость этих задач известна, а в силу теоремы 1.1
имеет место равномерная оценка ‖∇uk‖L2(Ωk) 6 K‖f‖W−1,2(Ω) 6 M с
константой M , не зависящей от номера k. С точностью до выделения
подпоследовательности считаем, что ∇uk ⇀ ∇u в L2(Ω), u ∈W 1,2

0 (Ω),
и uk → u в L2(BR) для любого R > 0.

Покажем, что

b(k)uk → bu в L2(Ω ∩BR) для всех R > 0.

В самом деле,

b(k)uk − bu = (b(k) − b)uk + b(uk − u). (7.1)

Для первого слагаемого в правой части (7.1), из неравенства (3.2)∫
Ω∩BR

|b(k) − b|2|uk|2 dx6C0(n)Ṽ (|b|2, {|b| >
√
nk} ∩BR)

∫
Ω

|∇uk|2 dx

6 C0(n)M · Ṽ (|b|2, {|b| >
√
nk} ∩BR)→ 0
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при k → ∞ в силу леммы 4.1. Второе слагаемое в правой части (7.1)
стремится к нулю в L2(Ω) в силу леммы 4.4 о компактности вложения
W 1,2

0 (Ω) в L2(Ω, |b|2 dx).
Переходя к пределу в интегральном тождестве∫

Ω

A∇uk · ∇ϕdx+

∫
Ω

b(k)uk · ∇ϕdx = 〈f, ϕ〉

для ϕ ∈ C∞0 (Ω), и используя плотность C∞0 (Ω) в W 1,2
0 (Ω), придём к

соотношению (1.8).
Теорема 1.2 доказана. �

8. Оценки решений неравенств

Скажем, что функция u ∈W 1,2(Ω), является решением неравенства
Lu 6 f в Ω, удовлетворяющим u 6 0 на ∂Ω, если u+ = max(u, 0) ∈
W 1,2

0 (Ω) и

γ(u, v) 6 〈f, v〉 для всех неотрицательных v ∈W 1,2
0 (Ω).

Скажем, что функция u ∈ W 1,2(Ω), является решением неравенства
Lu > f в Ω, удовлетворяющим u > 0 на ∂Ω, если u− = max(−u, 0) ∈
W 1,2

0 (Ω) и

γ(u, v) > 〈f, v〉 для всех неотрицательных v ∈W 1,2
0 (Ω).

В силу условий (1.3) и (1.4) формы α, β, γ корректно определены и
ограничены наW 1,2(Ω)×W 1,2

0 (Ω) (см. (1.6)), соответственно корректно
определяется и оператор L : W 1,2(Ω) → W−1,2(Ω) тем же отношени-
ем (1.9).

Сформулируем аналогичную теореме 1.1 оценку для решений нера-
венств, где также предполагается выполнение условий (1.14), (1.15),
а величина K = 2m∗+2ν−1 та же, что и в теореме 1.1 (значение m∗
определено в (1.19)).

Теоpема 8.1. При выполнении условий (1.14), (1.15) для любого ре-
шения неравенства Lu 6 f в Ω, удовлетворяющего u 6 0 на ∂Ω, спра-
ведлива оценка ‖u+‖W 1,2

0 (Ω) 6 K‖f‖W−1,2(Ω), а для любого решения
неравенства Lu > f в Ω, удовлетворяющего u > 0 на ∂Ω, справедлива
оценка ‖u−‖W 1,2

0 (Ω) 6 K‖f‖W−1,2(Ω)
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Доказательство. Докажем оценку для u+. В силу теоремы 1.3, най-
дётся последовательность +∞ = k0 > . . . > kp > kp+1 = 0, p 6 m∗,
такая, что

‖u+‖W 1,2
0 (Ω) 6

2

ν

p∑
j=0

2p−j
〈Lu+, Tkj+1,kj (u+)〉
‖Tkj+1,kj (u+)‖W 1,2

0 (Ω)

.

Для всех j = 0, . . . , p справедливо

〈Lu+, Tkj+1,kj (u+)〉 = 〈Lu, Tkj+1,kj (u+)〉 6 〈f, Tkj+1,kj (u+)〉,

где последнее соотношение выполняется в силу Lu 6 f . Таким обра-
зом,

‖u+‖W 1,2
0 (Ω) 6 ‖f‖W−1,2(Ω)

2

ν

p∑
j=0

2p−j 6 2m∗+2ν−1‖f‖W−1,2(Ω).

Для случая Lu > f , u > 0 на ∂Ω оценка получается из первого случая,
так как тогда L(−u) 6 −f , −u 6 0 на ∂Ω, (−u)+ = u−. �

В качестве следствия, получаем принцип максимума.

Следствие 8.1. Для любого решения неравенства Lu 6 0 в Ω, удо-
влетворяющего u 6 0 на ∂Ω, справедливо u 6 0 почти всюду в Ω, а
для любого решения неравенства Lu > 0 в Ω, удовлетворяющего u > 0
на ∂Ω, справедливо u > 0 почти всюду в Ω.

9. Оценки ёмкостной меры

В ряде приложений (напр. см. [50]) важно знать оценку ёмкостной
меры, отвечающей данному оператору.

Далее в этому разделе также предполагаются выполненными усло-
вия (1.14), (1.15), а как следствие и неравенство (1.4). Далее K – число
из формулировки теоремы 1.1, числа M,ν определены в (1.3), а CH
определено в неравенстве (1.4).

Пусть Ω, как и выше, область в Rn, а F – компакт, содержащийся
в Ω. Для построения ёмкостных потенциала и меры используем ту же
конструкцию, что и в [51] (без использования теории вариационных
неравенств). Введём класс

A(F,Ω) = {ϕ ∈ C∞0 (Ω) : ϕ = 1 в окрестности F}.
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Пусть ULF – ёмкостной потенциал компакта F – определяется как
v+ϕ, где ϕ – произвольная функция из A(F,Ω), а v – решение задачи
Дирихле

Lv = −Lϕ в Ω, v ∈W 1,2
0 (Ω \ F ), (9.1)

которое полагается продолженным нулём на F . В силу теоремы (1.2),
задача (9.1) однозначно разрешима и функция ULF ∈W

1,2
0 (Ω) не зави-

сит от выбора ϕ. По построению, ULF = 1 на F (как в обычном смысле,
так и в вариационном) и LULF = 0 в Ω \ F . Кроме того, по принципу
максимума 0 6 ULF 6 1 в Ω.

Пусть также cap (F,Ω) – ёмкость компакта F относительно Ω, ко-
торая определяется как

cap (F,Ω) = inf
ϕ∈A(F,Ω)

∫
Ω

|∇ϕ|2 dx.

Для произвольного ϕ ∈ A(F,Ω) и функции v – решения задачи (9.1),
в силу ограниченности операторов L : W 1,2(Ω) → W−1,2(Ω \ F ) (это
следствие неравенства (1.4), см. (1.6)) и

L−1 : W−1,2(Ω \ F )→W 1,2
0 (Ω \ F )

(это следствие теоремы 1.1) выполняется

‖∇ULF ‖L2(Ω) = ‖∇ULF ‖L2(Ω\F ) 6 ‖∇v‖L2(Ω\F ) + ‖∇ϕ‖L2(Ω\F )

6 K‖Lϕ‖W−1,2(Ω\F ) + ‖∇ϕ‖L2(Ω\F ) 6 ((M + CH)K + 1)‖∇ϕ‖L2(Ω).

В силу произвольности выбора функции ϕ ∈ A(F,Ω),

‖∇ULF ‖2L2(Ω) 6 ((M + CH)K + 1)2cap (F,Ω). (9.2)

Нетрудно показать, что ULF удовлетворяет неравенству LULF > 0
в Ω (в смысле определения, данного в предыдущем разделе), откуда
следует существование регулярной борелевской неотрицательной меры
µLF ∈W−1,2(Ω), сосредоточенной на ∂F , такой, что

LULF = µLF .

Меру µLF назовём ёмкостной мерой компакта F (соответствующей опе-
ратору L).

Выбирая в определении решения (1.7) пробные функции из A(F,Ω),
получаем

〈LULF , ϕ〉 = 〈µLF , ϕ〉 = µLF (∂F ),
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откуда в силу ограниченности оператора L, оценки (9.2) и произволь-
ности выбора функции ϕ следует

µLF (∂F ) 6 (M + CH)((M + CH)K + 1)cap (F,Ω).

В силу соотношения 0 6 ULF 6 1 для любых значений k, l > 0 выпол-
няется 0 6 Tk,l(U

L
F ) 6 1 (см. (1.22)), поэтому 〈µLF , Tk,l(ULF )〉 6 µLF (∂F ).

Применяя теорему 1.3 (где в неравенстве (1.23) мы домножаем обе
части неравенства на ‖u‖W 1,2

0 (Ω)), приходим к неравенству

‖∇ULF ‖2L2(Ω) 6
2

ν

p∑
j=0

2p−jµLF (∂F ) 6 KµLF (∂F ).

Так как в силу определения ёмкости

‖∇ULF ‖2L2(Ω) > cap (F,Ω),

совмещая последние два неравенства получаем

µLF (∂F ) > K−1cap (F,Ω).

Из полученных оценок вытекает

Теоpема 9.1. Пусть µLF – ёмкостная мера компакта F . Тогда

K−1cap (F,Ω) 6 µLF (∂F ) 6 (M + CH)((M + CH)K + 1)cap (F,Ω).

10. Условия принадлежности классам типа Като

Ряд условий выполнения (1.14) указан в [37].
В этом разделе приводятся некоторые способы проверки условий

(1.12), (1.14), (1.16). Положим

W (x, r) = r2−n
∫
Bxr

|b(y)|2 dy, W (r) = sup
x∈Rn

W (x, r),

I0 =

∫
Rn

|b(y)|2

|y|n−2
dy, I(R) =

∫
Rn\BR

|b(y)|2

|y|n−2
dy,

I(x,R) =

∫
Rn\BR

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy.
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Очевидно, что W (x, r) > 22−nW (x, ρ) и W (r) > 22−nW (ρ) для ρ ∈
[r/2, r]. В частности,

W (r) 6
2n−2

ln 2

2r∫
r

W (ρ)ρ−1 dρ. (10.1)

Переходя к полярным координатам, будем иметь∫
Bxr

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy = W (x, r) + (n− 2)

t∫
0

W (x, ρ)ρ−1 dρ. (10.2)

Выполняется соотношение∫
Rn

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy = (n− 2)

+∞∫
0

W (x, ρ)ρ−1 dρ. (10.3)

Из сходимости интеграла∫
0

W (ρ)ρ−1 dρ <∞

в силу (10.1) и (10.2) и следует выполнение условия (1.14) с оценкой

ψ2(t, R) 6W (t) + (n− 2)

t∫
0

W (ρ)ρ−1 dρ 6 2n
2t∫

0

W (ρ)ρ−1 dρ. (10.4)

Оценим величину I(x,R). Если |x| < R/2, то для y ∈ Rn \ BR вы-
полняется |y − x| > |y|/2, откуда

I(x,R) 6 2n−2I(R).

Если же |x| > R/2, то

I(x,R) 6
∫

Bx|x|/2

|b(y)|2

|x− y|n−2
dy + 3n−2I(R).

Здесь мы использовали то, что |y − x| > |x|/2 влечёт |y − x| > |y|/3.
Оценим теперь интеграл в правой части, используя (10.2). Так как

W (x, |x|/2) 6 3n−2I(|x|/2), (10.5)

то
sup
|x|>R/2

W (x, |x|/2) 6 3n−2I(R/4).
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Таким образом,

sup
x∈Rn

I(x,R) 6 θ̃2(R) := 3nI(R/4) + (n− 2) sup
|x|>R/2

|x|/2∫
0

W (x, ρ)ρ−1 dρ.

(10.6)
и условие (1.16) выполняется, если правая часть последнего неравен-
ства стремится к нулю при R → ∞. Соответственно, условие (1.15)
выполняется с оценкой Θ2(R) 6 C0(n)θ̃2(R).

Для оценки величины V (|b|2,Rn) можно использовать соотношение
(10.3). С другой стороны, полагая в неравенстве (10.6) значение R = 0,
приходим к оценке

V (|b|2,Rn) 6 (n− 2) sup
x∈Rn

|x|/2∫
0

W (x, ρ)ρ−1 dρ+ 3n
∫
Rn

|b(y)|2

|y|n−2
dy. (10.7)

Из приведённых оценок получаем следующее

Предложение 10.1. Пусть

I0 <∞,
∫
0

W (ρ)ρ−1 dρ <∞, sup
|x|>R/2

|x|/2∫
0

W (x, ρ)ρ−1 dρ→ 0

при R →∞. Тогда выполняются условия (1.12), (1.14), (1.16) с оцен-
ками (10.7), (10.4), (10.6), соответственно.

Пусть ϕ∗ : [0,+∞)→ [0,+∞) – ограниченная невозрастающая фун-
кция, удовлетворяющая условию Дини на бесконечности

+∞∫
1

ϕ∗(s)s
−1 ds <∞, (10.8)

а ψ∗, ξ∗ : [0, 1] → [0,+∞) – неубывающие функции, такие что ψ∗(0),
ξ∗(0) = 0, удовлетворяющие условию Дини в нуле:∫

0

ψ∗(s)s
−1 ds <∞,

∫
0

ξ∗(s)s
−1 ds <∞. (10.9)

Предположим, что
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∫
Bxr

|b(y)|2 dy 6 rn−2ξ∗(r), 0 < r < 2, (10.10)

∫
Bxr

|b(y)|2 dy 6 rn−2ϕ∗(|x|)ψ∗
(
r

|x|

)
, 0 < r <

|x|
2
. (10.11)

Тогда (см. (10.4)) условие (1.14) выполняется с оценкой

ψ2(t, R) 6 ξ∗(t) + (n− 2)

t∫
0

ξ∗(s)s
−1 ds 6 2n

2t∫
0

ξ∗(s)s
−1 ds.

Интегрируя неравенство

|x|2−2n

∫
Bx|x|/2

|b(y)|2 dy 6 2n−2|x|−nϕ∗(|x|)ψ∗(1/2)

по Rn \BR, пользуясь теоремой Фубини и тем, что множество {(x, y) :
|x− y| < |x|/2} содержит множество {(x, y) : |x− y| < |y|/3}, получим∫
|y|>R/2

|b(y)|2
∫

By|y|/3\BR

|x|2−2n dx dy 6 2n−2ωnψ∗(1/2)

∞∫
R

ϕ∗(ρ)ρ−1 dρ.

Отсюда, ∫
Rn\BR

|b(y)|2

|y|n−2
dy 6 C(n)ψ∗(1/2)

∞∫
R

ϕ∗(ρ)ρ−1 dρ. (10.12)

С другой стороны, (10.11) влечёт

|x|/2∫
0

W (x, ρ)ρ−1 dρ 6 2n−2ϕ∗(|x|)
1/2∫
0

ψ∗(s)s
−1 ds.

Таким образом, сходимость интегралов (10.8), (10.9) гарантирует вы-
полнение условия (1.16) (см. (10.6)), а, следовательно, и (1.15) с оцен-
кой
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Θ2(R) 6 C0(n) sup
x∈Rn

I(x,R)

6 C(n)ψ∗(1/2)

∞∫
R/4

ϕ∗(ρ)ρ−1 dρ+ C(n)ϕ∗(R)

1/2∫
0

ψ∗(s)s
−1 ds

6 C(n)

(
ψ∗(1/2) +

1/2∫
0

ψ∗(s)s
−1 ds

) ∞∫
R/4

ϕ∗(ρ)ρ−1 dρ.

Далее, пользуясь условиями (10.10), (10.9) и неравенствами (10.2),
(10.1) оценим ∫

B1/2

|b(y)|2

|y|n−2
dy 6 2n

1∫
0

ξ∗(s)s
−1 ds.

В силу (10.10) также имеем∫
B16\B1/2

|b(y)|2

|y|n−2
dy 6 C(n)ξ∗(1/2) 6 C(n)

1∫
0

ξ∗(s)s
−1 ds.

Из последних двух неравенств и (10.12),∫
Rn

|b(y)|2

|y|n−2
dy 6 C(n)ψ∗(1/2)

∞∫
16

ϕ∗(ρ)ρ−1 dρ+ C(n)ϕ∗(0)

1∫
0

ψ∗(s)s
−1 ds.

Из последнего неравенства, (10.7) и (10.11),

V (|b|2,Rn) 6 C(n)ϕ∗(0)

1/2∫
0

ψ∗(s)s
−1 ds

+ C(n)ψ∗(1/2)

∞∫
1

ϕ∗(ρ)ρ−1 dρ+ C(n)

1∫
0

ξ∗(s)s
−1 ds.

Автор благодарит А. И. Назарова и анонимного рецензента за по-
лезные замечания к настоящей работе.
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For a second order linear elliptic equation with uniformly elliptic prin-
cipal part in divergence form and drift from a Kato–Stummel type class
we establish the unique solvability and estimates of solutions of the cor-
responding noncoercive Dirichlet problem.
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