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§1. Введение

1.1. Усреднение в пределе малого периода. Работа относится к
теории усреднения (гомогенизации). Задачам гомогенизации посвяще-
на обширная литература. Прежде всего укажем книги [1–3].

Пусть Γ – решетка в Rd и Ω – элементарная ячейка решетки Γ. Для
всякой Γ-периодической функции ϕ(x) в Rd используем обозначение
ϕε(x) := ϕ(ε−1x), ε > 0.

Обсудим типичную задачу теории усреднения. В L2(Rd) рассмотрим
эллиптический оператор Âε, формально заданный выражением

Âε = −div gε(x)∇. (1.1)

Здесь g(x) – симметричная матрица-функция размера d × d с веще-
ственными элементами; предполагается, что g(x) положительно опре-
делена, ограничена и Γ-периодична. Строгое определение оператора
Âε дается через квадратичную форму. Пусть uε(x) – обобщенное ре-
шение эллиптического уравнения

−div gε(x)∇uε(x) + κ2uε(x) = f(x), (1.2)

где f ∈ L2(Rd) и κ > 0. Базовый результат теории усреднения: при
ε→ 0 решение uε сходится (в некотором смысле) к решению u0 “усред-
ненного” уравнения

−div g0∇u0(x) + κ2u0(x) = f(x). (1.3)

Ключевые слова: Периодические дифференциальные операторы, спектраль-
ная лакуна, усреднение, эффективный оператор, корректор, операторные оценки
погрешности.
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Здесь g0 – постоянная положительная матрица, называемая эффек-
тивной. Оператор Â0 = −div g0∇ называется эффективным операто-
ром для Âε. В теории усреднения применительно к уравнению (1.2)
изучаются различные вопросы: нахождение эффективной матрицы g0,
характер сходимости uε к u0, оценка погрешности uε − u0, построение
дальнейших членов асимптотического разложения решения uε по сте-
пеням ε. Поскольку uε = (Âε+κ2I)−1f , то в операторных терминах во-
прос состоит в нахождении аппроксимаций резольвенты (Âε + κ2I)−1

при малом ε.
Процедура нахождения эффективной матрицы хорошо известна.

Для описания g0 нужно рассмотреть вспомогательную краевую задачу
на ячейке Ω. Пусть Φj(x) есть Γ-периодическое решение задачи

div g(x)(∇Φj(x) + ej) = 0,

∫
Ω

Φj(x) dx = 0. (1.4)

Здесь e1, . . . , ed – стандартный ортонормированный базис в Rd. Тогда
g0 – это (d× d)-матрица со столбцами

g0
j = |Ω|−1

∫
Ω

g(x)(∇Φj(x) + ej) dx, j = 1, . . . , d. (1.5)

Выясняется, что эффективная матрица положительно определена.

1.2. Операторные оценки погрешности. В работах Бирмана и
Суслиной [4–7] был предложен и развит теоретико-операторный под-
ход к задачам теории усреднения (вариант спектрального метода).
При этом явление усреднения трактовалось как спектральный поро-
говый эффект на краю спектра эллиптического оператора. В рамках
этого подхода в [4, 5] была установлена оценка

‖uε − u0‖L2(Rd) 6 Cε‖f‖L2(Rd), (1.6)

где uε – решение уравнения (1.2), а u0 – решение усредненного уравне-
ния (1.3). Оценка (1.6) точна по порядку; постоянная C явно контро-
лируется в терминах данных задачи. В операторных терминах (1.6)
означает, что при ε → 0 резольвента (Âε + κ2I)−1 сходится по опе-
раторной норме в L2(Rd) к резольвенте эффективного оператора Â0,
причем ∥∥∥(Âε + κ2I)−1 − (Â0 + κ2I)−1

∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Cε.
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В [6] была получена более точная аппроксимация резольвенты опера-
тора Âε:∥∥∥(Âε + κ2I)−1 − (Â0 + κ2I)−1 − εK̂(ε)

∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Cε2. (1.7)

Оператор K̂(ε), называемый корректором, имеет вид

K̂(ε) = K̂1(ε) + K̂1(ε)∗, K̂1(ε) =

d∑
j=1

[Φεj ]∂j(Â0 + κ2I)−1, (1.8)

где Φj(x) есть Γ-периодическое решение задачи (1.4). В работе [7] бы-
ла найдена аппроксимация резольвенты Âε по “энергетической” норме
(т. е. по норме операторов, действующих из L2(Rd) в пространство
Соболева H1(Rd)):∥∥∥(Âε + κ2I)−1 − (Â0 + κ2I)−1 − εK̂1(ε)

∥∥∥
L2(Rd)→H1(Rd)

6 Cε. (1.9)

Обратим внимание, что корректоры в (1.7) и (1.9) различны.
В [5–7] изучались также более общие операторы вида

Aε = −div g̃ε(x)∇+ ε−2pε(x), (1.10)

где g̃(x) – положительно определенная и ограниченная матрица-фун-
кция с вещественными элементами, а p(x) – вещественная функция.
Предполагалось, что g̃(x) и p(x) Γ-периодичны и p(x) принадлежит
классу Lq(Ω) с подходящим q. Будем считать, что край спектра со-
ответствующего оператора A = A1 = −div g̃(x)∇ + p(x) есть точка
λ0 = 0. Тогда оператор A допускает удобную факторизацию

A = −ω(x)−1 div g(x)∇ω(x)−1, g(x) = g̃(x)ω2(x).

Здесь ω(x) – положительное Γ-периодическое решение уравнения

−div g̃(x)∇ω(x) + p(x)ω(x) = 0,

подчиненное условию нормировки ‖ω‖2L2(Ω)= |Ω|. Тогда оператор (1.10)
запишется в факторизованном виде

Aε = −(ωε)−1 div gε∇(ωε)−1 = (ωε)−1Âε(ωε)−1, (1.11)

где Âε – оператор (1.1). Для оператора (1.11) уже не удается найти та-
кой оператор с постоянными коэффициентами, к резольвенте которого
сходилась бы резольвента (Aε + κ2I)−1. В [5] было показано, что∥∥∥(Aε + κ2I)−1 − [ωε](Â0 + κ2I)−1[ωε]

∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6 Cε. (1.12)
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Здесь Â0 – эффективный оператор для оператора (1.1) при g = g̃ω2, а
[ωε] – оператор умножения на функцию ωε(x). Аппроксимация теперь
содержит быстро осциллирующие множители по краям от резольвен-
ты оператора Â0.

В работе [6] аппроксимация (1.12) была уточнена за счет учета кор-
ректора∥∥∥(Aε+κ2I)−1−[ωε](Â0+κ2I)−1[ωε]−εK(ε)

∥∥∥
L2(Rd)→L2(Rd)

6Cε2. (1.13)

Здесь K(ε) = [ωε]K̂(ε)[ωε], а оператор K̂(ε) определен в (1.8). В [7] была
найдена аппроксимация резольвенты оператора (1.11) по “энергетиче-
ской” норме:∥∥∥(ωε)−1(Aε+κ2I)−1−(Â0+κ2I)−1[ωε]−εK̂1(ε)[ωε]

∥∥∥
L2(Rd)→H1(Rd)

6 Cε.

(1.14)
Оператор K̂1(ε) определен в (1.8).

Отметим, что в работах [4–7] аппроксимации для резольвенты были
найдены не только для операторов вида (1.1), (1.10), но для широкого
класса матричных дифференциальных операторов второго порядка.

Поясним метод на примере более простого оператора (1.1). Мас-
штабным преобразованием изучение оператора (Âε + κ2I)−1 при ма-
лом ε сводится к изучению поведения резольвенты (Â + κ2ε2I)−1.
Здесь Â = Â1 = −div g(x)∇. С помощью теории Флоке–Блоха опе-
ратор Â раскладывается в прямой интеграл по операторам Â(ξ). Опе-
ратор Â(ξ) действует в L2(Ω) и задается дифференциальным выра-
жением −div g(x)∇ при ξ-квазипериодических граничных условиях.
Параметр ξ называют квазиимпульсом. Спектр оператора Â(ξ) дис-
кретен. Пусть E1(ξ) – первое собственное значение и ψ1(x; ξ) – пер-
вая собственная функция оператора Â(ξ). Выясняется, что поведение
резольвенты (Â + κ2ε2I)−1 можно описать в терминах “пороговых”
характеристик, то есть, спектральных характеристик оператора Â на
краю спектра (имеются в виду асимптотики для E1(ξ) и ψ1(x; ξ) при
|ξ| → 0). В частности, эффективная матрица g0 получается из асимп-
тотики первой зонной функции E1(ξ) при |ξ| → 0 : E1(ξ) ∼ 〈g0ξ, ξ〉.
Таким образом, эффект усреднения можно трактовать как пороговый
эффект на краю спектра периодического оператора Â.
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Отметим, что другой подход к операторным оценкам погрешности
при усреднении эллиптических уравнений в Rd (так называемый метод
сдвига) был развит Жиковым и Пастуховой [8,9]; см. также обзор [10].

1.3. Усреднение на краю внутренней спектральной лакуны.
Ясное понимание порогового характера эффекта усреднения влечет
следующий естественный вопрос. Спектр периодического оператора A
имеет зонную структуру и может иметь лакуны. Имеет ли смысл свя-
зывать с краями внутренних лакун аналоги задач усреднения? Этот
вопрос изучался в работах [11, 12] в одномерном случае и в [13, 14] в
случае произвольной размерности d.

Пусть ν > 0 – край внутренней лакуны в спектре оператора A. Для
определенности будем считать, что это правый край и точка ν − κ2

лежит в лакуне. Для оператора Aε этот край перейдет в точку ε−2ν,
то есть, в область высоких энергий. При 0 < ε 6 1 точка ε−2ν − κ2

лежит в лакуне оператора Aε. Вместо (1.2) рассматривается уравнение

(Aεuε)(x)− (ε−2ν − κ2)uε(x) = f(x),

где f ∈ L2(Rd). Вопрос о поведении решения uε при ε → 0 сводит-
ся к изучению оператора

(
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1, а после масштаб-
ного преобразования – к изучению резольвенты

(
A − (ν − κ2ε2)I

)−1.
Аппроксимация описывается в терминах спектральных характеристик
оператора A на данном краю лакуны.

Сформулируем результат в одномерном случае. Рассматривается
оператор вида (1.10) при d = 1; в одномерном случае для этого опера-
тора будем использовать обозначение Aε, см. (1.18) ниже. Выясняет-
ся, что с каждым краем лакуны ν связан свой эффективный оператор
A0
ν = −bν d2

dx2 , bν > 0. Для определенности считаем, что ν – правый
край “периодической” лакуны (см. п. 2.2 ниже). Справедлива оценка∥∥∥(Aε− (ε−2ν−κ2)I

)−1− [ϕε0]
(
A0
ν+κ2I

)−1
[ϕε0]

∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 Cε,

0 < ε 6 1.
(1.15)

Здесь bν – коэффициент в асимптотике зонной функции λ(ξ) (отвеча-
ющей той зоне, для которой точка ν является левым краем): λ(ξ)−ν ∼
bνξ

2 при |ξ| → 0, а ϕ0(x) – вещественное периодическое решение урав-
нения Aϕ0 = νϕ0, нормированное в L2(0, 1).

Оценка (1.15) была установлена в [11] в случае p(x)= 0. В [13] ана-
лог оценки (1.15) получен для оператора вида (1.10) в произвольной
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размерности d > 1. В работе [12] при d = 1 установлена более точная
аппроксимация резольвенты

(
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1 с погрешностью
O(ε2) при учете корректора:∥∥∥(Aε−(ε−2ν−κ2)I

)−1−[ϕε0]
(
A0
ν+κ2I

)−1
[ϕε0]−εKν(ε)

∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 Cε2.

(1.16)
Корректор Kν(ε) имеет структуру, аналогичную корректору K(ε)
из (1.13):

Kν(ε)=K(1)
ν (ε)+(K(1)

ν (ε))∗, K(1)
ν (ε)=[Λε]

d

dx
(A0

ν+κ2I)−1[ϕε0], (1.17)

где Λ(x) – некоторая вещественная периодическая функция, опреде-
ленная ниже в п. 2.3.

В [14] более точная аппроксимация резольвенты найдена в случае
произвольной размерности. Задача усреднения на краю лакуны для
параболического уравнения при d = 1 изучалась в [15].

В настоящей работе при d = 1 получена аппроксимация в энергети-
ческой норме для резольвенты оператора Aε на краю лакуны (аналог
оценки (1.14)).

1.4. Постановка задачи. В L2(R) рассматривается оператор вида
(1.10) при d = 1. Оператор Aε формально задан дифференциальным
выражением

Aε = − d

dx
g̃ε(x)

d

dx
+ ε−2pε(x), (1.18)

где вещественные измеримые функции p(x) и g̃(x) подчинены услови-
ям

0 < c0 6 g̃(x) 6 c1 <∞; g̃(x+ 1) = g̃(x), x ∈ R; (1.19)
p ∈ L1(0, 1), p(x+ 1) = p(x), x ∈ R. (1.20)

Точное определение оператора Aε дается через квадратичную форму

aε[u, u] =

∫
R

(
g̃ε(x)|u′(x)|2 + ε−2pε(x)|u(x)|2

)
dx, u ∈ H1(R).

При наших предположениях эта форма замкнута и полуограничена
снизу. Обозначим A := A1 = − d

dx g̃(x) d
dx + p(x). Введем масштабное

преобразование – семейство унитарных операторов Tε в L2(R):

(Tεu)(x) = ε1/2u(εx), ε > 0. (1.21)
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Нетрудно убедиться, что справедливо равенство

Aε = T ∗ε
(
ε−2A

)
Tε. (1.22)

Спектр оператора A имеет зонную структуру: σ(A) =
∞⋃
j=1

[
νj , µj

]
. За

счет добавления к p(x) подходящей постоянной можно считать, что
нижним краем спектра оператора A является точка ноль, то есть ν1=0.

В силу (1.22) спектр оператора Aε имеет вид σ(Aε)=
∞⋃
j=1

[ε−2νj , ε
−2µj ].

Мы находим аппроксимацию в “энергетической” норме резольвенты
оператора Aε в точке, близкой к краю лакуны. Ограничимся форму-
лировкой для случая правого края “периодической” лакуны:∥∥∥(ωε)−1

((
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1

− [ϕε0](A0
ν + κ2I)−1[ϕε0]− εKν(ε)

)∥∥∥
L2(Rd)→H1(Rd)

6 Cε. (1.23)

Здесь эффективный оператор A0
ν , периодическая функция ϕ0 и кор-

ректор Kν(ε) определены так же, как в (1.15)–(1.17). Таким обра-
зом, в случае внутренней лакуны корректор в оценке (1.23) – тот же
самый, что и в (1.16). В случае, когда ν = ν1 = 0 (и ϕ0 = ω), вто-
рой член корректора (K

(1)
ν (ε))∗ можно отбросить, поскольку норма∥∥(ωε)−1(K

(1)
ν (ε))∗

∥∥
L2→H1 равномерно ограничена. Поэтому результат

согласуется с (1.14). Если же ν – край внутренней лакуны, то указан-
ная норма имеет порядок O(ε−1) и потому второй член корректора
отбросить нельзя.

Оценка (1.23) и ее аналоги для других краев лакун представляют
собой основные результаты работы.

Работа состоит из введения и трех параграфов. В §2 обсуждает-
ся спектральное разложение оператора A и формулируются основные
результаты работы. В §3 приведены доказательства основных резуль-
татов. Приложение (§4) посвящено доказательству технического ре-
зультата – леммы 2.2.

1.5. Обозначения. Через Lq(R), Lq(a, b) обозначим стандартные
Lq–классы на оси и на промежутке (a, b). Для измеримой функции
f через [f ] или [f(x)] обозначим оператор умножения на функцию f в
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пространстве L2. Через C∞0 (R) обозначается класс бесконечно диффе-
ренцируемых функций c компактным носителем на оси; через H1(R) –
стандартный класс Соболева;H1

loc(R) – класс функций f(x), x ∈ R, для
которых произведение fϕ принадлежит H1(R) при всех ϕ ∈ C∞0 (R);
H̃1(0, 1) – подпространство тех функций из H1(0, 1), периодическое
продолжение которых принадлежит классу H1

loc(R); через H̃1
ξ (0, 1),

где ξ ∈ R, обозначим класс функций u(x), для которых произведение
e−iξxu(x) принадлежит H̃1(0, 1).

Пусть H,H∗ – комплексные сепарабельные гильбертовы простран-
ства; для линейного ограниченного оператора T:H→H∗ через ‖T‖H→H∗

обозначим операторную норму. Иногда мы опускаем индексы. Для за-
мкнутого оператора T в гильбертовом пространстве H через DomT
обозначается его область определения, а через T ∗ – сопряженный опе-
ратор. Пусть A – самосопряженный линейный оператор в гильберто-
вом пространстве. В этом случае σ(A) обозначает спектр оператора A.
Если δ – произвольное борелевское множество на R, то EA(δ) – спек-
тральный проектор оператора A, отвечающий множеству δ.

Для всякой 1-периодической функции ϕ(x) на оси положим ϕε(x) :=
ϕ(x/ε). Через Φ обозначим оператор Фурье, действующий по правилу

(Φv)(ξ) =
1√
2π

∫
R

e−iξxv(x) dx, v ∈ L2(R) ∩ L1(R).

§2. Спектральное разложение периодического
оператора в L2(R).

Формулировка основных результатов

2.1. Оператор A. Факторизация. В L2(R) рассматривается опера-
тор, отвечающий дифференциальному выражению

A = − d

dx
g̃(x)

d

dx
+ p(x), (2.1)

где g̃(x), p(x) – вещественные измеримые функции на оси, удовлетво-
ряющие условиям (1.19) и (1.20). Строго говоря, самосопряженный
оператор A порождается замкнутой квадратичной формой

a[u, u] =

∫
R

(
g̃(x)|u′(x)|2 + p(x)|u(x)|2

)
dx, u ∈ H1(R). (2.2)
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Добавлением вещественной постоянной к p(x) можем добиться спра-
ведливости равенства

inf σ(A) = 0. (2.3)

При условии (2.3) существует 1–периодическое (обобщенное) решение
ω(x) уравнения

− (g̃(x)ω′(x))
′
+ p(x)ω(x) = 0. (2.4)

Иными словами, функция ω ∈ H̃1(0, 1) удовлетворяет интегральному
тождеству

1∫
0

(
g̃(x)ω′(x)η′(x) + p(x)ω(x)η(x)

)
dx = 0, η ∈ H̃1(0, 1).

Решение определено с точностью до постоянного множителя. Этот
множитель можно фиксировать так, что решение положительно:
ω(x) > 0 и выполнено условие нормировки

1∫
0

ω2(x) dx = 1. (2.5)

При этом справедливы соотношения

0 < ω0 6 ω(x) 6 ω1 <∞ (2.6)

с некоторыми постоянными ω0, ω1. Кроме того, ω ∈ Cα с некоторым
α > 0 и ω является мультипликатором в классе H1(R) и в классе
H̃1(0, 1).

Подстановка u = ωv преобразует форму (2.2) к виду

a[u, u] =

∫
R

g̃(x)ω2(x)|v′(x)|2 dx, v = ω−1u ∈ H1(R). (2.7)

Это означает, что оператор A допускает факторизацию

A = −ω−1 d

dx
g
d

dx
ω−1, g := g̃ω2. (2.8)

Факторизованную запись (2.8) можно принять за исходную. Тогда до-
статочно предположить, что ω – 1-периодическая измеримая функция,
удовлетворяющая условиям (2.5) и (2.6). Далее будем считать, что
оператор A есть самосопряженный оператор в L2(R), порожденный



УСРЕДНЕНИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 123

квадратичной формой (2.7), где g̃(x) и ω(x) являются 1-периодичес-
кими измеримыми функциями, удовлетворяющими условиям (1.19),
(2.5) и (2.6).

Вернуться к представлению (2.1) можно, полагая (см. (2.4)) p =
ω−1(g̃ω′)′. При этом потенциал p(x) может оказаться сингулярной
обобщенной функцией.

Замечание 2.1. Описанные выше факты, касающиеся свойств пери-
одического решения уравнения (2.4) и факторизации оператора (2.1),
проверены в [16] при g̃(x) = 1 и в [17, §4] в общем случае. См. так-
же [5, гл. 6, §1].

2.2. Спектральные свойства оператора A. Опишем спектраль-
ные свойства оператора A (мы следуем работам [11], [12], [18], [19], см.
также [20]). Определим в L2(0, 1) семейство замкнутых неотрицатель-
ных квадратичных форм

a(ξ)[u, u] =

1∫
0

g(x)|v′(x)|2 dx, v = ω−1u ∈ H̃1
ξ (0, 1), ξ ∈ R.

Параметр ξ будем называть квазиимпульсом. Форма a(ξ) порожда-
ет самосопряженный оператор A(ξ) в L2(0, 1). Спектр оператора A(ξ)
дискретен. Обозначим через Ej(ξ) и ψj(ξ, x) последовательные соб-
ственные значения и ортонормированные собственные функции опе-
ратора A(ξ):

E1(ξ) 6 E2(ξ) 6 · · · 6 Ej(ξ) 6 . . . , σ(A(ξ)) =
{
Ej(ξ)

}∞
j=1

.

Собственные функции ψj(ξ, ·) являются обобщенными решениями сле-
дующих задач:

− ω(x)−1 d

dx
g(x)

d

dx
ω(x)−1ψj(ξ, x) = Ej(ξ)ψj(ξ, x), 0 < x < 1,

(ω−1ψj)(ξ, 1) = eiξ(ω−1ψj)(ξ, 0),

d

dx
(ω−1ψj)(ξ, 1) = eiξ

d

dx
(ω−1ψj)(ξ, 0).

(2.9)

Функции Ej(ξ), ξ ∈ R, будем называть зонными функциями; зон-
ные функции липшицевы (и даже кусочно аналитичны) и периодич-
ны с периодом 2π. При ξ 6= 0 (mod π) собственные значения Ej(ξ)
являются простыми. Собственные функции ψj(ξ, x) можно выбрать
(2π)–периодическими по ξ. Мы считаем, что ψj(ξ, x) доопределены



124 А. А. МИШУЛОВИЧ, В. А. СЛОУЩ, Т. А. СУСЛИНА

при всех x ∈ R так, что функции ϕj(ξ, x) := e−iξxψj(ξ, x) являются
1–периодическими по переменной x и (ω−1ϕj)(ξ, ·) ∈ H1

loc(R).
Введем частично изометрические интегральные операторы

Xj : L2(R)→ L2(−π, π)

по правилу

(Xju) (ξ) =
1√
2π

∫
R

ψj(ξ, x)u(x) dx, u ∈ L2(R) ∩ L1(R).

Операторы X∗jXj , j ∈ N, – ортогональные проекторы на попарно ор-

тогональные подпространства в L2(R), причем
∞∑
j=1

X∗jXj = I. Для опе-

ратора A имеет место разложение Флоке

A =

∞∑
j=1

X∗j [Ej(·)]Xj . (2.10)

В силу (2.10) спектр оператора A имеет зонную структуру. Именно,
справедливо равенство

σ(A) =

∞⋃
j=1

[νj , µj ] , [νj , µj ] = Ej([−π, π]), j ∈ N.

Отрезки [νj , µj ] будем называть спектральными зонами. Справедли-
вы равенства EA([νj , µj ]) = X∗jXj , j ∈ N. Образ отображения ξ →
Ej(ξ), ξ ∈ [−π, π], дважды покрывает зону [νj , µj ]. Для функций Ej(ξ)
точки ξ = 0, π (mod 2π) являются точками экстремумов. При этом для
нечетных зон справедливо

νj = min
06|ξ|6π

Ej(ξ) = Ej(0), µj = max
06|ξ|6π

Ej(ξ) = Ej(π), j= 2n+1, n ∈ Z+.

Для четных зон выполнены равенства

νj = min
06|ξ|6π

Ej(ξ) = Ej(π), µj = max
06|ξ|6π

Ej(ξ) = Ej(0), j = 2n, n ∈ N.

В одномерном случае спектральные зоны не могут перекрываться.
Разделяющие их интервалы

(−∞, ν1), (µ1, ν2), (µ2, ν3), . . .
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будем называть спектральными лакунами. Возможно, однако, пере-
сечение зон по граничным точкам, т. е. некоторые лакуны могут ока-
заться пустыми. В общем случае открывается бесконечно много ла-
кун. Лакуны вида (µ2n, ν2n+1) называют “периодическими”, поскольку
собственные функции, отвечающие краям µ2n, ν2n+1, являются пери-
одическими. Условимся считать µ0 = −∞. Полубесконечная лакуна
(−∞, ν1) = (µ0, ν1) является периодической. Лакуны вида (µ2n−1, ν2n)
называют “антипериодическими”, поскольку собственные функции, от-
вечающие краям µ2n−1, ν2n, являются антипериодическими.

2.3. Спектральные характеристики на правом краю периоди-
ческой лакуны. Для определенности при некотором n ∈ Z+ зафик-
сируем (µ2n, ν2n+1) 6= ∅ – открытую периодическую лакуну;
[ν2n+1, µ2n+1] – фиксированная нечетная зона. Введем обозначения:

ν := ν2n+1; λ(ξ) := E2n+1(ξ); ψ(ξ, x) := ψ2n+1(ξ, x),

ϕ(ξ, x) := ϕ2n+1(ξ, x) = e−iξxψ(ξ, x), ξ ∈ [−π, π], x ∈ R.

Положим

H1(0, 1) := {f : ω−1f ∈ H1(0, 1)}, H̃1(0, 1) := {f : ω−1f ∈ H̃1(0, 1)},
‖f‖H1(0,1) := ‖ω−1f‖H1(0,1), f ∈ H1(0, 1).

Отметим следующие факты. Функцию ψ(ξ, x) можно выбрать (см., на-
пример, [11], а также [20] и [21]) измеримой по паре переменных (ξ, x) и
вещественно аналитической (по ξ) функцией со значениями в H1(0, 1)
при |ξ| < π. Тогда функция ϕ(ξ, x) оказывается вещественно аналити-
ческой по ξ ∈ (−π, π) со значениями в H̃1(0, 1). Функция λ(ξ) непре-
рывна и четна при |ξ| 6 π, при ξ = 0 имеет невырожденный минимум;
при 0 6 ξ 6 π она строго монотонна. Имеет место представление [20]

λ(ξ) = ν + bνξ
2 + ξ4γ(ξ), |ξ| 6 π, bν > 0, (2.11)

где функция γ(ξ) непрерывна на [−π, π].
Для функции ϕ(ξ, x) справедливо разложение (см., например, [12])

ϕ(ξ, x) = ϕ0(x) + ξϕ1(x) + ξ2θ(ξ, x), ξ ∈ (−π, π), x ∈ R, (2.12)

где θ(ξ, ·) – вещественно аналитическая по ξ ∈ (−π, π) функция со
значениями в H̃1(0, 1). Можно показать (см. [11], [12]), что функцию
ψ(ξ, x) можно выбрать так, чтобы функция ϕ0(x) = ϕ(0, x) = ψ(0, x)
была вещественной, а функция ϕ1(x) = ∂

∂ξϕ(0, x) принимала чисто
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мнимые значения. Таким образом, ϕ0(x) – вещественная функция, удо-

влетворяющая условию нормировки
1∫
0

ϕ2
0(x) dx = 1 и краевой задаче

− ω(x)−1 d

dx
g(x)

d

dx
ω(x)−1ϕ0(x) = νϕ0(x), 0 < x < 1,

(ω−1ϕ0)(1) = (ω−1ϕ0)(0),
d

dx
(ω−1ϕ0)(1) =

d

dx
(ω−1ϕ0)(0).

(2.13)

Функция ϕ1 ∈ H̃1(0, 1) допускает представление

ϕ1(x) = iΛ(x) + iβϕ0(x), x ∈ R. (2.14)

Здесь β ∈ R – некоторая постоянная, Λ – единственное 1-периодичес-
кое слабое решение задачи

−ω−1 d

dx
g
d

dx
ω−1Λ = νΛ + gω−1 d

dx
(ω−1ϕ0) + ω−1 d

dx
(gω−1ϕ0),

0 < x < 1,

1∫
0

Λ(x)ϕ0(x) dx = 0.

(2.15)

Условие разрешимости выполнено. В силу вещественности функции
ϕ0(x) решение Λ(x) также оказывается вещественным. Отметим, что
функции ϕ0, ϕ1 и Λ принадлежат классу H̃1(0, 1), а потому ограниче-
ны. Мы считаем, что функции ϕ0, ϕ1 и Λ периодически продолжены
на всю ось R.

Далее, из (2.13) видно, что выполнено уравнение
(
g(ω−1ϕ0)′

)′
=

−νωϕ0, а потому производная функции g(ω−1ϕ0)′ ограничена. Сле-
довательно, эта функция абсолютно непрерывна, откуда следует, что
(ω−1ϕ0)′ ∈ L∞. Нам понадобятся также включения (ω−1ϕ1)′ ∈ L∞ и
(ω−1Λ)′ ∈ L∞, которые вытекают из соотношений ϕ1(x) = ∂

∂ξϕ(0, x) и
(2.14) на основании следующей леммы.

Лемма 2.2. В предположениях пункта 2.3 функция d
dx

(
ω−1(x)ϕ(ξ, x)

)
является вещественно аналитической функцией от ξ ∈ (−π, π) со
значениями в L∞(0, 1).

Доказательство этого важного утверждения вынесено в приложе-
ние (§ 4).
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Замечание 2.3. Как показано в [15, п. 3.3], коэффициент bν из (2.11)
может быть выражен в терминах решений вспомогательных задач:

bν =

1∫
0

g(x)

((
Λ(x)

ω(x)

)′
ϕ0(x)

ω(x)
−
(
ϕ0(x)

ω(x)

)′
Λ(x)

ω(x)
+
ϕ2

0(x)

ω2(x)

)
dx. (2.16)

Здесь ϕ0 – вещественное нормированное решение задачи (2.13), а Λ –
1-периодическое решение задачи (2.15).

2.4. Основные результаты для правого края периодической
лакуны. В L2(R) рассмотрим оператор Aε, формально заданный вы-
ражением

Aε = −(ωε)−1 d

dx
gε

d

dx
(ωε)−1, g := g̃ω2. (2.17)

Строго говоря, оператор Aε есть самосопряженный оператор в L2(R),
порожденный квадратичной формой

aε[u, u] =

∫
R

gε(x)|v′(x)|2dx, v = (ωε)−1u ∈ H1(R), (2.18)

где g = g̃ω2, а g̃(x) и ω(x) являются 1-периодическими измеримыми
функциями, удовлетворяющими условиям (1.19), (2.5) и (2.6). Область
определения формы (2.18)

H1
ε(R) := {u ∈ L2(R) : (ωε)−1u ∈ H1(R)}

назовем энергетическим пространством; это гильбертово простран-
ство относительно нормы ‖u‖H1

ε(R) = ‖(ωε)−1u‖H1(R).
Напомним, что оператор вида (1.18), где p(x) и g̃(x) – веществен-

ные функции, подчиненные условиям (1.19) и (1.20), при условии (2.3)
допускает запись в виде (2.17).

Пусть ν2n+1 = ν – правый край периодической лакуны в спектре
оператора A, порожденного формой (2.7). Фиксируем число κ > 0
такое, что ν − κ2 > µ2n. Тогда для оператора Aε точка ε−2ν − κ2

заведомо принадлежит лакуне (ε−2µ2n, ε
−2ν), если 0 < ε 6 1. Наша

цель – найти аппроксимацию резольвенты (Aε − (ε−2ν − κ2)I)−1 при
малом ε.

В L2(R) введем самосопряженный оператор

A0
ν := −bν

d2

dx2
, DomA0

ν = H2(R), (2.19)
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где bν > 0 – коэффициент при ξ2 в разложении (2.11); bν определе-
но в (2.16). Оператор (2.19) называется эффективным оператором на
краю лакуны ν. Введем еще операторы

K(1)
ν (ε) := [Λε]

d

dx
(A0

ν + κ2I)−1[ϕε0],

Kν(ε) := K(1)
ν (ε) + (K(1)

ν (ε))∗

= [Λε]
d

dx
(A0

ν + κ2I)−1[ϕε0]− [ϕε0](A0
ν + κ2I)−1 d

dx
[Λε],

(2.20)

где ϕ0 –вещественное нормированное решение задачи (2.13), а Λ–1-пе-
риодическое решение задачи (2.15). Оператор Kν(ε) назовем коррек-
тором. Следующее утверждение показывает, что корректор является
непрерывным оператором из L2(R) в “энергетическое” пространство
H1
ε(R).

Предложение 2.4. При 0 < ε 6 1 выполнены оценки

‖Kν(ε)‖L2(R)→L2(R) 6 C1, (2.21)∥∥∥∥ ddx [(ωε)−1]Kν(ε)

∥∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C2ε
−1 + C3. (2.22)

Постоянные C1,C2,C3 определены ниже; C1 зависит от κ, bν , ‖ϕ0‖L∞ ,
‖Λ‖L∞ ; C2 зависит от κ, bν , ‖ϕ0‖L∞ , ‖Λ‖L∞ , ‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ ,
‖(ω−1Λ)′‖L∞ ; C3 зависит от bν , ‖ω−1‖L∞ , ‖ϕ0‖L∞ и ‖Λ‖L∞ .

Доказательство. Оценка (2.21) вытекает из следущих очевидных со-
отношений:

‖Kν(ε)‖L2→L2
6 2‖K(1)

ν (ε)‖L2→L2

6 2‖Λ‖L∞‖ϕ0‖L∞
∥∥∥ d
dx

(A0
ν + κ2I)−1

∥∥∥
L2→L2

= 2‖Λ‖L∞‖ϕ0‖L∞ sup
ξ∈R

|ξ|
bνξ2 + κ2

6 2‖Λ‖L∞‖ϕ0‖L∞b−1/2
ν κ−1 =: C1.

Далее, имеем

d

dx
[(ωε)−1]K(1)

ν (ε) = ε−1

(
d

dx
(ω−1Λ)

)ε
d

dx
(A0

ν + κ2I)−1[ϕε0]

+ [(ωε)−1Λε]
d2

dx2
(A0

ν + κ2I)−1[ϕε0].
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Следовательно,∥∥∥∥ ddx [(ωε)−1]K(1)
ν (ε)

∥∥∥∥
L2→L2

6 ε−1‖(ω−1Λ)′‖L∞‖ϕ0‖L∞ sup
ξ∈R

|ξ|
bνξ2 + κ2

+ ‖ω−1‖L∞‖Λ‖L∞‖ϕ0‖L∞ sup
ξ∈R

ξ2

bνξ2 + κ2
6 C′2ε

−1 + C̃3, (2.23)

где
C′2 = ‖(ω−1Λ)′‖L∞‖ϕ0‖L∞b−1/2

ν κ−1

и
C̃3 = ‖ω−1‖L∞‖Λ‖L∞‖ϕ0‖L∞b−1

ν .

Аналогично получаем∥∥∥∥ ddx [(ωε)−1](K(1)
ν (ε))∗

∥∥∥∥
L2→L2

6 ε−1‖(ω−1ϕ0)′‖L∞‖Λ‖L∞ sup
ξ∈R

|ξ|
bνξ2 + κ2

+ ‖ω−1‖L∞‖Λ‖L∞‖ϕ0‖L∞ sup
ξ∈R

ξ2

bνξ2 + κ2
6 C′′2ε

−1 + C̃3, (2.24)

где C′′2 = ‖(ω−1ϕ0)′‖L∞‖Λ‖L∞b
−1/2
ν κ−1. Из (2.23) и (2.24) вытекает ис-

комая оценка (2.22) с постоянными C2 = C′2 + C′′2 , C3 = 2C̃3. �

Напомним результат [11, 12] об аппроксимации резольвенты(
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1 по операторной норме в L2(R).

Теорема 2.5 ([11, 12]). Пусть Aε – самосопряженный оператор в
L2(R), порожденный формой (2.18). Пусть выполнены предположе-
ния пунктов 2.3, 2.4. Пусть ν2n+1 = ν – правый край периодиче-
ской лакуны в спектре оператора A. Пусть A0

ν – эффективный опе-
ратор (2.19) на краю лакуны ν, а ϕ0 – вещественное нормированное
решение задачи (2.13). Тогда справедлива оценка∥∥∥ (Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1 − [ϕε0]
(
A0
ν + κ2I

)−1
[ϕε0]

∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C◦ε,

0 < ε 6 1. (2.25)

Постоянная C◦ зависит от κ, µ2n, ν = ν2n+1, ν2n+2, bν , ‖γ‖L∞ ,
‖ϕ0‖L∞ , ‖ϕ1‖L∞ , ‖θ‖M , где

‖θ‖M := ess-sup
x∈R
‖θ(·, x)‖C1([−3π/4,3π/4]) .
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Основной результат работы в случае правого края периодической
лакуны представляет следующая теорема.

Теорема 2.6. Пусть выполнены условия теоремы 2.5. Тогда при
0 < ε 6 1 справедлива оценка∥∥∥(ωε)−1

((
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1 −
[
ϕε0
](
A0
ν + κ2I

)−1[
ϕε0
]

− εKν(ε)
)∥∥∥

L2(R)→H1(R)
6 Cε. (2.26)

Здесь корректор Kν(ε) определен в (2.20). Постоянная C зависит от
κ, µ2n, ν = ν2n+1, µ2n+1, ν2n+2, bν , ‖γ‖L∞ , ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ ,
‖ϕ0‖L∞ , ‖ϕ1‖L∞ , ‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ , ‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ , ‖θ‖M , ‖ ddx (ω−1θ)‖M .

Замечание 2.7. 1) В случае внутренней лакуны корректор Kν(ε) в
аппроксимации резольвенты по энергетической норме (оценка (2.26))
совпадает с корректором в аппроксимации резольвенты по оператор-
ной норме в L2(R) с погрешностью O(ε2) (оценка (1.16)). 2) Полу-
бесконечная лакуна (−∞, 0) является периодической. В этом случае
ν = ν1 = 0 и ϕ0(x) = ω(x). Тогда в оценке (2.26) в пределах допусти-
мой погрешности можно отбросить второй член корректора и заме-
нить Kν(ε) на K(1)

ν (ε). Действительно, в рассматриваемом случае
оценка (2.24) дает

∥∥∥ d
dx [(ωε)−1](K

(1)
ν (ε))∗

∥∥∥
L2→L2

6 C̃3. Это согласу-

ется с известным результатом об аппроксимации в энергетической
норме для резольвенты на нижнем краю спектра; см. оценку (1.14).

2.5. Случай левого края периодической лакуны. Для опреде-
ленности при некотором n ∈ N зафиксируем (µ2n, ν2n+1) 6= ∅ – откры-
тую периодическую лакуну; [ν2n, µ2n] – фиксированная четная зона.
Введем обозначения:

µ := µ2n; λ(ξ) := E2n(ξ); ψ(ξ, x) := ψ2n(ξ, x),

ϕ(ξ, x) := ϕ2n(ξ, x) = e−iξxψ(ξ, x), ξ ∈ [−π, π], x ∈ R.

Как и прежде, можно выбрать функции ψ(ξ, x) и ϕ(ξ, x) при |ξ|<π
вещественно аналитическими со значениями в H1(0, 1) и в H̃1(0, 1) со-
ответственно. Функция λ(ξ) непрерывна и четна при |ξ| 6 π, при ξ = 0
имеет невырожденный максимум; при 0 6 ξ 6 π она строго монотонна.
Имеет место представление

λ(ξ) = µ− bµξ2 + ξ4γ(ξ), |ξ| 6 π, bµ > 0, (2.27)
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где функция γ(ξ) непрерывна на [−π, π].
Для функции ϕ(ξ, x) справедливо разложение вида (2.12), где θ(ξ, ·)

– вещественно аналитическая по ξ ∈ (−π, π) функция со значения-
ми в H̃1(0, 1). Функция ϕ0(x) – нормированное вещественное решение
краевой задачи вида (2.13) с заменой ν на µ. Функция ϕ1(x) допус-
кает представление (2.14), где Λ – 1-периодическое решение задачи
вида (2.15) с заменой ν на µ.

Фиксируем число κ>0 такое, что µ+κ2<ν2n+1. Тогда для операто-
ра Aε точка ε−2µ+ κ2 заведомо принадлежит лакуне (ε−2µ, ε−2ν2n+1),
если 0 < ε 6 1. Мы находим аппроксимацию при малом ε для резоль-
венты (Aε − (ε−2µ+ κ2)I)−1.

По аналогии с (2.19), (2.20) введем эффективный оператор и кор-
ректор на краю лакуны µ:

A0
µ := −bµ

d2

dx2
, DomA0

µ = H2(R), (2.28)

Kµ(ε) := [Λε]
d

dx

(
A0
µ + κ2I

)−1
[ϕε0]− [ϕε0]

(
A0
µ + κ2I

)−1 d

dx
[Λε]. (2.29)

Здесь bµ > 0 – коэффициент при ξ2 в разложении (2.27); для bµ спра-
ведлив полный аналог представления (2.16); ϕ0 – нормированное ве-
щественное решение задачи вида (2.13) с заменой ν на µ; Λ – 1-перио-
дическое решение задачи вида (2.15) с заменой ν на µ.

Как показано в [11, 12], аналогом оценки (2.25) на левом краю ла-
куны служит оценка

∥∥∥ (Aε − (ε−2µ+ κ2)I
)−1

+ [ϕε0]
(
A0
µ + κ2I

)−1
[ϕε0]

∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C◦ε,

0 < ε 6 1. (2.30)

Основной результат работы в случае левого края периодической ла-
куны представляет следующая теорема.

Теорема 2.8. Пусть Aε – самосопряженный оператор в L2(R), по-
рожденный формой (2.18). Пусть выполнены предположения пунк-
та 2.5. Пусть µ2n = µ – левый край периодической лакуны в спектре
оператора A. Пусть A0

µ – эффективный оператор (2.28) на краю лаку-
ны µ, а ϕ0 – вещественное нормированное решение задачи вида (2.13)
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с заменой ν на µ. Тогда при 0 < ε 6 1 справедлива оценка∥∥∥(ωε)−1
( (
Aε − (ε−2µ+ κ2)I

)−1

+ [ϕε0]
(
A0
µ + κ2I

)−1
[ϕε0] + εKµ(ε)

)∥∥∥
L2(R)→H1(R)

6 Cε.

Здесь корректор Kµ(ε) определен в (2.29). Постоянная C зависит
от κ, µ2n−1, µ = µ2n, ν2n+1, bµ, ‖γ‖L∞ , ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ ,
‖ϕ0‖L∞ , ‖ϕ1‖L∞ , ‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ , ‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ , ‖θ‖M , ‖ ddx (ω−1θ)‖M .

2.6. Случай правого края антипериодической лакуны. Для оп-
ределенности при некотором n ∈ N фиксируем (µ2n−1, ν2n) 6= ∅ – от-
крытую антипериодическую лакуну в спектре оператора A; [ν2n, µ2n] –
фиксированная четная зона. Введем обозначения:

ν := ν2n; λ(ξ) := E2n(ξ), ψ(ξ, x) := ψ2n(ξ, x),

ϕ(ξ, x) := ϕ2n(ξ, x) = e−iξxψ(ξ, x), ξ ∈ [0, 2π], x ∈ R.

Аналогично (2.11) и (2.12) справедливы представления

λ(ξ) = ν + bν(ξ − π)2 + (ξ − π)4γ(ξ), ξ ∈ [0, 2π], bν > 0; (2.31)

ϕ(ξ, x)=ϕ0(x) + (ξ−π)ϕ1(x)+(ξ−π)2θ(ξ, x), ξ∈(0, 2π), x∈R. (2.32)

Здесь функция γ(ξ) непрерывна на [0, 2π]; θ(ξ, ·) – вещественно ана-
литическая по ξ ∈ (0, 2π) функция со значениями в H̃1(0, 1). Функция
ψ0(x) := eiπxϕ0(x) является обобщенным решением краевой задачи

− ω(x)−1 d

dx
g(x)

d

dx
ω(x)−1ψ0(x) = νψ0(x), 0 < x < 1,

(ω−1ψ0)(1) = −(ω−1ψ0)(0),
d

dx
(ω−1ψ0)(1) = − d

dx
(ω−1ψ0)(0).

(2.33)

Известно (см. [11], [12]), что функцию ψ(ξ, x) можно выбрать так, что-
бы ψ0(x) была вещественной и удовлетворяла условию нормировки
1∫
0

ψ2
0(x) dx = 1. При этом функция ψ1(x) := eiπxϕ1(x), x ∈ R, допуска-

ет представление

ψ1(x) = iΛ(x) + iβψ0(x), x ∈ R, (2.34)
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при некотором β ∈ R. Здесь Λ – единственное антипериодическое ре-
шение задачи

−ω−1 d

dx
g
d

dx
ω−1Λ = νΛ + gω−1 d

dx
(ω−1ψ0) + ω−1 d

dx
(gω−1ψ0),

0 < x < 1,

1∫
0

Λ(x)ψ0(x) dx = 0.

(2.35)

В силу вещественности функции ψ0(x) решение Λ(x) также оказывает-
ся вещественным. Мы считаем, что функция Λ(x) продолжена на всю
ось R так, чтобы e−iπxΛ(x) была 1-периодической.

Фиксируем число κ >0 такое, что ν−κ2>µ2n−1. Тогда для операто-
ра Aε точка ε−2ν−κ2 заведомо принадлежит лакуне (ε−2µ2n−1, ε

−2ν),
если 0 < ε 6 1. Мы находим аппроксимацию резольвенты
(Aε − (ε−2ν − κ2)I)−1 при малом ε.

В L2(R) введем эффективный оператор

A0
ν := −bν

d2

dx2
, DomA0

ν = H2(R), (2.36)

и корректор

Kν(ε) := [Λε]
d

dx

(
A0
ν + κ2I

)−1
[ψε0]− [ψε0]

(
A0
ν + κ2I

)−1 d

dx
[Λε]. (2.37)

Здесь bν > 0 – коэффициент при (ξ − π)2 в разложении (2.31); для bν
справедливо представление вида (2.16) с заменой ϕ0 на ψ0; ψ0 – веще-
ственное нормированное решение задачи (2.33); Λ – антипериодическое
решение задачи (2.35).

Как показано в [11, 12], в случае правого края антипериодической
лакуны справедлива оценка вида (2.25) с заменой ϕ0 на ψ0.

Сформулируем наш основной результат в случае правого края ан-
типериодической лакуны.

Теорема 2.9. Пусть Aε – самосопряженный оператор в L2(R), по-
рожденный формой (2.18). Пусть выполнены предположения пунк-
та 2.6. Пусть ν2n = ν – правый край антипериодической лакуны в
спектре оператора A. Пусть A0

ν – эффективный оператор (2.36) на
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краю лакуны ν, а ψ0 – вещественное нормированное решение зада-
чи (2.33). Тогда при 0 < ε 6 1 справедлива оценка∥∥∥(ωε)−1

( (
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1

− [ψε0]
(
A0
ν + κ2I

)−1
[ψε0]− εKν(ε)

)∥∥∥
L2(R)→H1(R)

6 Cε.

Здесь корректор Kν(ε) определен в (2.37). Постоянная C зависит от
κ, µ2n−1, ν = ν2n, µ2n, ν2n+1, bν , ‖γ‖L∞ , ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ ,
‖ϕ0‖L∞ , ‖ϕ1‖L∞ , ‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ , ‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ , ‖θ‖M , ‖ ddx (ω−1θ)‖M .
Здесь норма ‖ · ‖M определяется равенством

‖θ‖M := ess-sup
x∈R
‖θ(·, x)‖C1([π/4,7π/4]) .

2.7. Случай левого края антипериодической лакуны. Для оп-
ределенности при некотором n ∈ N фиксируем (µ2n−1, ν2n) 6= ∅ – от-
крытую антипериодическую лакуну в спектре оператора A;
[ν2n−1, µ2n−1] – фиксированная нечетная зона. Введем обозначения:

µ := µ2n−1; λ(ξ) := E2n−1(ξ), ψ(ξ, x) := ψ2n−1(ξ, x),

ϕ(ξ, x) := ϕ2n−1(ξ, x) = e−iξxψ(ξ, x), ξ ∈ [0, 2π], x ∈ R.

Аналогично (2.31) справедливо представление

λ(ξ) = µ− bµ(ξ − π)2 + (ξ − π)4γ(ξ), ξ ∈ [0, 2π], bµ > 0. (2.38)

Здесь функция γ(ξ) непрерывна на [0, 2π].
Для функции ϕ(ξ, x) справедливо разложение вида (2.32), где θ(ξ, ·)

– вещественно аналитическая по ξ ∈ (0, 2π) функция со значениями
в H̃1(0, 1). Функция ψ0(x) := eiπxϕ0(x) – нормированное веществен-
ное решение краевой задачи вида (2.33) с заменой ν на µ. Функция
ψ1(x) := eiπxϕ1(x) допускает представление (2.34), где Λ – решение
задачи вида (2.35) с заменой ν на µ.

Фиксируем число κ > 0 такое, что µ+κ2 < ν2n. Тогда для оператора
Aε точка ε−2µ+κ2 заведомо принадлежит лакуне (ε−2µ, ε−2ν2n), если
0 < ε 6 1. Мы находим аппроксимацию резольвенты

(Aε − (ε−2µ+ κ2)I)−1 при малом ε.

В L2(R) введем эффективный оператор

A0
µ := −bµ

d2

dx2
, DomA0

µ = H2(R), (2.39)
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и корректор

Kµ(ε) := [Λε]
d

dx
(A0

µ + κ2I)−1[ψε0]− [ψε0](A0
µ + κ2I)−1 d

dx
[Λε]. (2.40)

Здесь bµ > 0 – коэффициент при (ξ − π)2 в разложении (2.38); для
bµ справедливо представление вида (2.16) с заменой ϕ0 на ψ0; ψ0 –
вещественное нормированное решение задачи вида (2.33) с заменой ν
на µ; Λ – антипериодическое решение задачи вида (2.35) с заменой ν
на µ.

Согласно [11, 12], в случае левого края антипериодической лакуны
справедлива оценка вида (2.30) с заменой ϕ0 на ψ0.

Сформулируем наш основной результат в случае левого края анти-
периодической лакуны.

Теорема 2.10. Пусть Aε – самосопряженный оператор в L2(R), по-
рожденный формой (2.18). Пусть выполнены предположения пунк-
та 2.7. Пусть µ2n−1 = µ – левый край антипериодической лакуны в
спектре оператора A. Пусть A0

µ – эффективный оператор (2.39) на
краю лакуны µ, а ψ0 – вещественное нормированное решение задачи
вида (2.33) с заменой ν на µ. Тогда при 0 < ε 6 1 справедлива оценка∥∥∥(ωε)−1

( (
Aε − (ε−2µ+ κ2)I

)−1

+ [ψε0]
(
A0
ν + κ2I

)−1
[ψε0] + εKµ(ε)

)∥∥∥
L2(R)→H1(R)

6 Cε.

Здесь корректор Kµ(ε) определен в (2.40). Постоянная C зависит
от κ, µ2n−2, µ = µ2n−1, ν2n, bµ, ‖γ‖L∞ , ‖g‖L∞ , ‖g−1‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ ,
‖ϕ0‖L∞ , ‖ϕ1‖L∞ , ‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ , ‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ , ‖θ‖M , ‖ ddx (ω−1θ)‖M .

§3. Доказательство основных результатов

Приведем доказательство основного результата для случая правого
края периодической лакуны (теорема 2.6). Ниже мы следуем обозна-
чениям, введенным в пунктах 2.2–2.4.

3.1. Приближение резольвенты (A − (ν − κ2ε2)I)−1. На протя-
жении пунктов 3.1, 3.2 предполагаются выполненными условия теоре-
мы 2.6. Мы выводим теорему 2.6 с помощью масштабного преобразо-
вания из следующего ключевого результата.
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Теорема 3.1. При 0 < ε 6 1 выполнена оценка∥∥∥A1/2
( (
A− (ν − κ2ε2)I

)−1

− [ϕ0]
(
A0
ν + κ2I

)−1
[ϕ0]− Σ(ε)

)∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C0. (3.1)

Здесь

Σ(ε) := [Λ]
d

dx

(
A0
ν + κ2ε2I

)−1
[ϕ0]− [ϕ0]

(
A0
ν + κ2ε2I

)−1 d

dx
[Λ]. (3.2)

Постоянная C0 зависит от κ, µ2n, ν = ν2n+1, µ2n+1, ν2n+2, bν , ‖γ‖L∞ ,
‖g‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ , ‖ϕ0‖L∞ , ‖ϕ1‖L∞ , ‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ , ‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ , ‖θ‖M ,
‖ ddx (ω−1θ)‖M .

Доказательство этой теоремы удобно разбить на несколько вспомо-
гательных утверждений.

Обозначим операторX2n+1 черезX; через χσ(ξ) обозначим характе-
ристическую функцию отрезка [−σ, σ], σ ∈ (0, π]; через Xσ обозначим
оператор [χσ]X, действующий из L2(R) в L2(−π, π).

Лемма 3.2. При σ ∈ (0, π] и 0 < ε 6 1 выполнена оценка∥∥∥A1/2
( (
A− (ν − κ2ε2)I

)−1

−X∗σ
[
(λ(ξ)− ν + κ2ε2)−1

]
Xσ

)∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C1. (3.3)

Постоянная C1 зависит от σ, κ, µ2n, ν = ν2n+1, µ2n+1, ν2n+2.

Доказательство. В силу представления (2.10) справедливо равен-
ство

A1/2
(
A− (ν − κ2ε2)I

)−1
= A1/2X∗σ

[
(λ(ξ)− ν + κ2ε2)−1

]
Xσ

+X∗
[
λ(ξ)1/2(λ(ξ)− ν + κ2ε2)−1(1− χσ(ξ))

]
X

+A1/2
(
A− (ν − κ2ε2)I

)−1
EA([0, µ2n] ∪ [ν2n+2,∞)). (3.4)

Введем обозначение d1(σ) := minσ6|ξ|6π(λ(ξ)− ν) = λ(σ)− ν > 0. Оче-
видно, норма второго слагаемого в правой части (3.4) не превосходит
константы µ

1/2
2n+1d1(σ)−1. Далее, в силу спектральной теоремы норма
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третьего слагаемого оценивается через

sup
x∈[0,µ2n]∪[ν2n+2,∞)

x1/2

|x− ν + κ2ε2|

6 sup
x∈[0,µ2n]∪[ν2n+2,∞)

(
1

|x− ν + κ2ε2|1/2
+

ν1/2

|x− ν + κ2ε2|

)
6 d−1/2

2 + ν1/2d−1
2 .

Здесь d2 := min{ν2n+2− ν, ν−κ2−µ2n}. В итоге из (3.4) следует оцен-
ка (3.3) с постоянной C1 = µ

1/2
2n+1d1(σ)−1 + d

−1/2
2 + ν1/2d−1

2 . �

Лемма 3.3. Положим

σ0 = σ0(bν , ‖γ‖L∞) := min{b1/2ν (2‖γ‖L∞)−1/2, 3π/4}.
При всех σ ∈ (0, σ0] и 0 < ε 6 1 выполнена оценка∥∥∥A1/2

(
X∗σ
[
(λ(ξ)− ν + κ2ε2)−1

]
Xσ

−X∗σ
[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Xσ

)∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C2. (3.5)

Постоянная C2 зависит от µ2n+1, bν , ‖γ‖L∞ .

Доказательство. C учетом (2.11) левую часть неравенства (3.5) мож-
но представить в виде∥∥∥X∗σ [λ(ξ)1/2

(
(λ(ξ)− ν + κ2ε2)−1 − (bνξ

2 + κ2ε2)−1
)]
Xσ

∥∥∥
=
∥∥∥X∗σ [λ(ξ)1/2ξ4γ(ξ)(λ(ξ)− ν + κ2ε2)−1(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Xσ

∥∥∥ .
Нетрудно видеть, что при условии |ξ| 6 σ 6 σ0 выполнена оценка

ξ4|γ(ξ)| 6 1

2
bνξ

2,

а потому λ(ξ)− ν > 1
2bνξ

2. Следовательно,∥∥∥X∗σ[λ(ξ)1/2ξ4γ(ξ)(λ(ξ)− ν + κ2ε2)−1(bνξ
2 + κ2ε2)−1

]
Xσ

∥∥∥
6 max
|ξ|6σ

∣∣∣λ(ξ)1/2ξ4γ(ξ)(λ(ξ)− ν + κ2ε2)−1(bνξ
2 + κ2ε2)−1

∣∣∣
6 2µ

1/2
2n+1b

−2
ν ‖γ‖L∞ .

В итоге получаем оценку (3.5) с постоянной C2 = 2µ
1/2
2n+1b

−2
ν ‖γ‖L∞ . �
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Определим оператор X1
σ, действующий из L2(R) в L2(−π, π):

X1
σ := [χσ(ξ)]Φ[ϕ0(x)]− [ξχσ(ξ)]Φ[ϕ1(x)], σ ∈ (0, π). (3.6)

Лемма 3.4. При всех σ ∈ (0, π) и 0 < ε 6 1 выполнено неравенство∥∥∥A1/2
(
X∗σ
[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Xσ

− (X1
σ)∗
[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
X1
σ

)∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C3. (3.7)

Постоянная C3 зависит от bν , ‖g‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ , ‖ϕ0‖L∞ , ‖ϕ1‖L∞ ,
‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ , ‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ , ‖θ‖Mσ

, ‖ ddx (ω−1θ)‖Mσ
; норма ‖·‖Mσ

опре-
делена ниже в (3.9).

Доказательство. Отметим, что Xσ, X
1
σ – интегральные операторы

из L2(R) в L2(−π, π) с ядрами

tσ(ξ, x) :=
1√
2π
χσ(ξ)e−ixξϕ(ξ, x),

t1σ(ξ, x) :=
1√
2π
χσ(ξ)e−ixξ (ϕ0(x)− ξϕ1(x)) .

В силу (2.12) с учетом того, что функция ϕ1(x) – чисто мнимая, имеем

ϕ(ξ, x) = ϕ0(x)− ξϕ1(x) + ξ2θ(ξ, x).

Следовательно, оператор Xσ−X1
σ является интегральным оператором

с ядром

tσ(ξ, x)− t1σ(ξ, x) =
1√
2π
ξ2χσ(ξ)e−ixξθ(ξ, x). (3.8)

Ядро rσ(ξ, x) := 1√
2π
χσ(ξ)e−ixξ задает ограниченный оператор [χσ]Φ,

нетривиально действующий из L2(R) в L2(−σ, σ). Функция θ(ξ, x) яв-
ляется мультипликатором на множестве ядер ограниченных интег-
ральных операторов, переводящих L2(R) в L2(−σ, σ); см. [12]. Действи-
тельно, функция θ(ξ, x) при ξ ∈ [−σ, σ] является аналитической по ξ
со значениями в H̃1(0, 1). С учетом непрерывности вложения H̃1(0, 1)
в L∞(0, 1) она также является аналитической по ξ со значениями в
L∞(0, 1). Поэтому, с учетом периодичности этой функции по x, вы-
полнено

‖θ‖Mσ
:= ess-sup

x∈R
‖θ(·, x)‖C1([−σ,σ]) <∞. (3.9)
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Мультипликаторная норма функции θ(ξ, x) оценивается через вели-
чину (3.9). Подробности по поводу мультипликаторов для ядер инте-
гральных операторов можно найти в [22, §8,9].

Следовательно, ядро rσ(ξ, x)θ(ξ, x) задает ограниченный оператор
Uσ из L2(R) в L2(−σ, σ). Из (3.8) вытекает равенство

Xσ −X1
σ =

[
ξ2χσ(ξ)

]
Uσ. (3.10)

Далее, справедливо соотношение

Dσ,ε := X∗σ
[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Xσ −

(
X1
σ

)∗[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
X1
σ

=
(
Xσ−X1

σ

)∗[
(bνξ

2+κ2ε2)−1
]
Xσ+

(
X1
σ

)∗[
(bνξ

2+κ2ε2)−1
](
Xσ−X1

σ

)
.

Вместе с (3.10) это дает

Dσ,ε = U∗σ
[
ξ2(bνξ

2 +κ2ε2)−1
]
Xσ +

(
X1
σ

)∗[
ξ2(bνξ

2 +κ2ε2)−1
]
Uσ. (3.11)

Левую часть искомого неравенства (3.7) можно записать в виде∥∥A1/2Dσ,ε

∥∥. С учетом (3.11) имеем

∥∥A1/2Dσ,ε

∥∥ =
∥∥∥g1/2 d

dx
ω−1Dσ,ε

∥∥∥
6 ‖g‖1/2L∞

∥∥∥ d
dx
ω−1U∗σ

[
ξ2(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Xσ

∥∥∥
+ ‖g‖1/2L∞

∥∥∥ d
dx
ω−1(X1

σ)∗
[
ξ2(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Uσ

∥∥∥.
(3.12)

Оператор
[
ξ2(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Uσ ограничен: его норма не превосхо-

дит b−1
ν ‖Uσ‖. Оператор d

dxω
−1(X1

σ)∗ представляет собой интегральный
оператор с ядром

k1(x, ξ) =
1√
2π
eixξχσ(ξ)

×
(
d(ω−1(x)ϕ0(x))

dx
+ ξ

d(ω−1(x)ϕ1(x))

dx
+ iξω−1(x)(ϕ0(x) + ξϕ1(x))

)
.

Его норма оценивается через

‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ + π‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ + π‖ω−1ϕ0‖L∞ + π2‖ω−1ϕ1‖L∞ .
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Таким образом, второе слагаемое в правой части (3.12) не превосходит
константы

C̃3 = ‖g‖1/2L∞

(
‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ + π‖(ω−1ϕ1)′‖L∞

+ π‖ω−1ϕ0‖L∞ + π2‖ω−1ϕ1‖L∞
)
b−1
ν ‖Uσ‖.

Рассмотрим первое слагаемое. Норма оператора
[
ξ2(bνξ

2+κ2ε2)−1
]
Xσ

не превосходит b−1
ν . Оператор d

dxω
−1U∗σ представляет собой интеграль-

ный оператор с ядром

k2(x, ξ) =
1√
2π
eixξχσ(ξ)

(
d(ω−1(x)θ(ξ, x))

dx
+ iξω−1(x)θ(ξ, x)

)
.

Сопряженный к нему оператор действует из L2(R) в L2(−σ, σ) как
интегральный оператор с ядром

1√
2π
e−ixξχσ(ξ)

d(ω−1(x)θ(ξ, x))

dx
− 1√

2π
e−ixξχσ(ξ)iξω−1(x)θ(ξ, x). (3.13)

Ядро 1√
2π
iξχσ(ξ)e−ixξ задает ограниченный интегральный оператор

из L2(R) в L2(−σ, σ). Как уже отмечалось, функция θ(x, ξ) – муль-
типликатор на классе ядер таких операторов. Поэтому второе слагае-
мое в (3.13) является ядром ограниченного интегрального оператора,
его норма контролируется через ‖ω−1‖L∞ и ‖θ‖Mσ . Аналогично, ядро

1√
2π
χσ(ξ)e−ixξ задает ограниченный интегральный оператор из L2(R)

в L2(−σ, σ). Функция d(ω−1(x)θ(ξ,x))
dx является мультипликатором, по-

скольку в силу леммы 2.2, с учетом периодичности этой функции по x,
выполнено∥∥∥∥d(ω−1θ)

dx

∥∥∥∥
Mσ

= ess-sup
x∈R

∥∥∥∥d(ω−1(x)θ(·, x))

dx

∥∥∥∥
C1([−σ,σ])

<∞.

Поэтому первое слагаемое в (3.13) является ядром ограниченного инте-
грального оператора, его норма контролируется через ‖ ddx (ω−1θ)‖Mσ

.
Таким образом, первое слагаемое в правой части (3.12) не превосхо-
дит константы Ĉ3, контролируемой через bν , ‖g‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ , ‖θ‖Mσ

и ‖ ddx (ω−1θ)‖Mσ .
В итоге получаем искомое неравенство (3.7) с постоянной

C3 = Ĉ3 + C̃3. �
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Лемма 3.5. При всех σ ∈ (0, π) и 0 < ε 6 1 выполнено неравенство∥∥∥A1/2
(

(X1
σ)∗
[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
X1
σ

− [ϕ0]
(
A0
ν + κ2ε2I

)−1
[ϕ0]− Σ(ε)

)∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C4, (3.14)

где оператор Σ(ε) определен в (3.2). Постоянная C4 зависит от σ,
bν , ‖g‖L∞ , ‖ω−1‖L∞ , ‖ϕ0‖L∞ , ‖ϕ1‖L∞ , ‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ , ‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ .

Доказательство. В силу (3.6) справедливо представление

(X1
σ)∗
[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
X1
σ = J (1)

σ,ε + J (2)
σ,ε + J (3)

σ,ε + J (4)
σ,ε , (3.15)

где

J (1)
σ,ε = [ϕ0]Φ∗

[
χσ(ξ)(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]

Φ[ϕ0], (3.16)

J (2)
σ,ε = −[ϕ0]Φ∗

[
χσ(ξ)ξ(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]

Φ[ϕ1], (3.17)

J (3)
σ,ε = [ϕ1]Φ∗

[
χσ(ξ)ξ(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]

Φ[ϕ0], (3.18)

J (4)
σ,ε = −[ϕ1]Φ∗

[
χσ(ξ)ξ2(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]

Φ[ϕ1].

Оценим норму оператора A1/2J
(4)
σ,ε :∥∥∥A1/2J (4)

σ,ε

∥∥∥ =

∥∥∥∥g1/2 d

dx
ω−1J (4)

σ,ε

∥∥∥∥
6 ‖g‖1/2L∞

∥∥[(ω−1ϕ1)′]Φ∗
[
χσ(ξ)ξ2(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]

Φ[ϕ1]
∥∥

+ ‖g‖1/2L∞

∥∥[ω−1ϕ1]Φ∗
[
χσ(ξ)ξ3(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]

Φ[ϕ1]
∥∥

6 ‖g‖1/2L∞
b−1
ν ‖ϕ1‖L∞

(
‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ + π‖ω−1ϕ1‖L∞

)
=: C̃4.

Отсюда и из (3.15) вытекает оценка∥∥∥A1/2(X1
σ)∗
[
(bνξ

2 +κ2ε2)−1
]
X1
σ−A1/2

(
J (1)
σ,ε+J (2)

σ,ε+J (3)
σ,ε

)∥∥∥ 6 C̃4. (3.19)

Покажем теперь, что в пределах погрешности эта оценка сохранит
силу, если в выражениях для J (1)

σ,ε , J
(2)
σ,ε , J

(3)
σ,ε “устранить” χσ(ξ). Имеем∥∥∥A1/2[ϕ0]Φ∗

[
(1− χσ(ξ))(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Φ[ϕ0]

∥∥∥
6 ‖g‖1/2L∞

∥∥[(ω−1ϕ0)′]Φ∗
[
(1− χσ(ξ))(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Φ[ϕ0]

∥∥
+ ‖g‖1/2L∞

∥∥[ω−1ϕ0]Φ∗
[
(1− χσ(ξ))ξ(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Φ[ϕ0]

∥∥
6 ‖g‖1/2L∞

b−1
ν ‖ϕ0‖L∞

(
σ−2‖(ω−1ϕ0)′‖L∞+σ−1‖ω−1ϕ0‖L∞

)
=: Ĉ ′4.

(3.20)
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Аналогично,∥∥∥A1/2[ϕ0]Φ∗
[
(1− χσ(ξ))ξ(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]

Φ[ϕ1]
∥∥∥

6 ‖g‖1/2L∞
b−1
ν ‖ϕ1‖L∞

(
σ−1‖(ω−1ϕ0)′‖L∞ + ‖ω−1ϕ0‖L∞

)
=: Ĉ ′′4 ,

(3.21)

∥∥∥A1/2[ϕ1]Φ∗
[
(1− χσ(ξ))ξ(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]

Φ[ϕ0]
∥∥∥

6 ‖g‖1/2L∞
b−1
ν ‖ϕ0‖L∞

(
σ−1‖(ω−1ϕ1)′‖L∞ + ‖ω−1ϕ1‖L∞

)
=: Ĉ ′′′4 .

(3.22)

Сопоставляя (3.16)–(3.18), (3.19)–(3.22), приходим к оценке∥∥∥A1/2(X1
σ)∗
[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
X1
σ −A1/2

(
J̃ (1)
σ,ε + J̃ (2)

σ,ε + J̃ (3)
σ,ε

)∥∥∥
6 C4 = C̃4 + Ĉ ′4 + Ĉ ′′4 + Ĉ ′′′4 ,

(3.23)

где

J̃ (1)
σ,ε =[ϕ0]Φ∗

[
(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Φ[ϕ0]=[ϕ0]

(
A0
ν + κ2ε2I

)−1
[ϕ0], (3.24)

J̃ (2)
σ,ε =−[ϕ0]Φ∗

[
ξ(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Φ[ϕ1]=−[ϕ0]

(
A0
ν + κ2ε2I

)−1 1

i

d

dx
[ϕ1],

J̃ (3)
σ,ε =[ϕ1]Φ∗

[
ξ(bνξ

2 + κ2ε2)−1
]
Φ[ϕ0]=[ϕ1]

1

i

d

dx

(
A0
ν + κ2ε2I

)−1
[ϕ0].

Учитывая равенство ϕ1 = iΛ + iβϕ0 и (3.2), убеждаемся, что

J̃ (2)
σ,ε + J̃ (3)

σ,ε = Σ(ε). (3.25)

В итоге, из (3.23), (3.24), (3.25) вытекает искомая оценка (3.14). �

Доказательство теоремы 3.1. Из оценок (3.3), (3.5), (3.7) и (3.14)
при σ = σ0(bν , ‖γ‖L∞) вытекает искомое неравенство (3.1) с постоян-
ной C0 = C1 + C2 + C3 + C4. �

3.2. Доказательство теоремы 2.6. Пусть Tε – оператор масштаб-
ного преобразования, определенный в (1.21). В силу (1.22) справедли-
вы соотношения

A1/2
ε = ε−1T ∗εA

1/2Tε,
(
Aε−(ε−2ν−κ2)I

)−1
= ε2T ∗ε

(
A−(ν−κ2ε2)I

)−1
Tε.

Аналогично, (
A0
ν + κ2I

)−1
= ε2T ∗ε

(
A0
ν + κ2ε2I

)−1
Tε.

Наконец, операторы (2.20) и (3.2) также связаны масштабным преоб-
разованием:

Kν(ε) = εT ∗ε Σ(ε)Tε.
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Из приведенных соотношений вытекает, что

A1/2
ε

((
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1 − [ϕε0]
(
A0
ν + κ2I

)−1
[ϕε0]− εKν(ε)

)
= εT ∗εA

1/2
((
A− (ν − κ2ε2)I

)−1 − [ϕ0]
(
A0
ν + κ2ε2I

)−1
[ϕ0]− Σ(ε)

)
Tε.

Отсюда и из теоремы 3.1 с учетом унитарности оператора Tε вытекает
неравенство∥∥∥A1/2

ε

( (
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1

− [ϕε0]
(
A0
ν + κ2I

)−1
[ϕε0]− εKν(ε)

)∥∥∥
L2(R)→L2(R)

6 C0ε (3.26)

при 0 < ε 6 1. Из (3.26) сразу получаем, что при 0 < ε 6 1 выполнена
оценка∥∥∥ d

dx
(ωε)−1

((
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1 − [ϕε0]
(
A0
ν + κ2I

)−1
[ϕε0]

− εKν(ε)
)∥∥∥

L2(R)→L2(R)
6 ‖g−1‖1/2L∞

C0ε. (3.27)

Далее, в силу (2.21) и (2.25) имеем∥∥∥(ωε)−1
( (
Aε − (ε−2ν − κ2)I

)−1 − [ϕε0]
(
A0
ν + κ2I

)−1
[ϕε0]

− εKν(ε)
)∥∥∥

L2(R)→L2(R)
6 ‖ω−1‖L∞(C◦ + C1)ε.

Вместе с (3.27) это влечет искомую оценку (2.26) с постоянной

C = ‖g−1‖1/2L∞
C0 + ‖ω−1‖L∞(C◦ + C1)

и завершает доказательство теоремы 2.6.

Теоремы 2.8, 2.9 и 2.10 доказываются тем же способом, что и тео-
рема 2.6.

§4. Приложение: доказательство леммы 2.2

Пусть выполнены предположения пункта 2.3. Нам известно, что
при ξ ∈ (−π, π) функция λ(ξ) вещественно аналитична, а функция
f(ξ, x) := ω(x)−1ψ(ξ, x) вещественно аналитична со значениями
в H1(0, 1).
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Фиксируем точку ξ0 ∈ (−π, π). Обозначим
Bδ(ξ0) = {ξ ∈ R : |ξ − ξ0| < δ}. При достаточно малом 0 < δ < π − |ξ0|
справедливы степенные разложения

λ(ξ) =

∞∑
m=0

λm(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0), (4.1)

f(ξ, x) = ω(x)−1ψ(ξ, x) =

∞∑
m=0

fm(x)(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0). (4.2)

Ряд (4.1) сходится абсолютно, ряд (4.2) сходится по норме в H1(0, 1).

Предложение 4.1. Ряд (4.2) сходится абсолютно по норме в
H1(0, 1), т. е.

∞∑
m=0

‖fm‖H1(0,1)|ξ − ξ0|m <∞, ξ ∈ Bδ(ξ0). (4.3)

Доказательство. Фиксируем ξ ∈ Bδ(ξ0) и выберем точку ξ1 ∈ Bδ(ξ0)

такую, что |ξ − ξ0| < |ξ1 − ξ0|. Поскольку ряд
∞∑
m=0

fm(x)(ξ1 − ξ0)m схо-

дится в H1(0, 1), то общий член ряда стремится к нулю: ‖fm‖H1(0,1)

× |ξ1 − ξ0|m → 0 при m→∞. Следовательно, общий член ряда равно-
мерно ограничен: ‖fm‖H1(0,1)|ξ1−ξ0|m 6 c = c(ξ0, ξ1), m ∈ N. Положим
q = |ξ−ξ0|

|ξ1−ξ0| < 1. Тогда

‖fm‖H1(0,1)|ξ − ξ0|m = ‖fm‖H1(0,1)|ξ1 − ξ0|mqm 6 c qm, m ∈ N.
Таким образом, ряд (4.3) мажорируется сходящейся геометрической
прогрессией, а потому сходится. �

Следствие 4.2. Функция d
dxf(ξ, x) = d

dx (ω(x)−1ψ(ξ, x)) раскладыва-
ется в ряд

d

dx
f(ξ, x) =

∞∑
m=0

f ′m(x)(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0), (4.4)

абсолютно сходящийся по норме в L2(0, 1).

Наша цель – усилить это утверждение и показать, что ряд (4.4)
абсолютно сходится в L∞(0, 1).

Предложение 4.3. Положим

F (ξ, x) := λ(ξ)f(ξ, x) = λ(ξ)ω(x)−1ψ(ξ, x). (4.5)
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Тогда имеет место разложение

F (ξ, x) =

∞∑
m=0

Fm(x)(ξ−ξ0)m, Fm(x) =

m∑
l=0

λm−lfl(x), ξ ∈ Bδ(ξ0). (4.6)

Ряд (4.6) сходится абсолютно по норме в H1(0, 1), при этом
∞∑
m=0

‖Fm‖H1(0,1)|ξ− ξ0|m 6
( ∞∑
j=0

|λj ||ξ− ξ0|j
)( ∞∑

l=0

‖fl‖H1(0,1)|ξ− ξ0|l
)
,

ξ ∈ Bδ(ξ0). (4.7)

Доказательство. Рассмотрим ряд
∞∑
m=0

Fm(x)(ξ − ξ0)m, где Fm(x) =

m∑
l=0

λm−lfl(x). Абсолютная сходимость этого ряда в H1(0, 1) вместе с

оценкой (4.7) следует из выкладки
∞∑
m=0

‖Fm‖H1(0,1)|ξ − ξ0|m 6
∞∑
m=0

|ξ − ξ0|m
m∑
l=0

|λm−l|‖fl‖H1(0,1)

=

∞∑
l=0

∞∑
m=l

|ξ − ξ0|m−l|λm−l||ξ − ξ0|l‖fl‖H1(0,1)

=
( ∞∑
j=0

|λj ||ξ − ξ0|j
)( ∞∑

l=0

‖fl‖H1(0,1)|ξ − ξ0|l
)
<∞.

Далее, поскольку H1(0, 1) непрерывно вложено в C([0, 1]), то ряд
∞∑
m=0

Fm(x)(ξ−ξ0)m абсолютно сходится в C([0, 1]), а значит, сходится в

каждой точке. При фиксированных x и ξ вычислим сумму (числового)
ряда:

∞∑
m=0

Fm(x)(ξ − ξ0)m =

∞∑
m=0

(ξ − ξ0)m
m∑
l=0

λm−lfl(x)

=

∞∑
l=0

∞∑
m=l

(ξ − ξ0)m−lλm−l(ξ − ξ0)lfl(x)

=
( ∞∑
j=0

λj(ξ − ξ0)j
)( ∞∑

l=0

fl(x)(ξ − ξ0)l
)

= λ(ξ)f(ξ, x) = F (ξ, x).

Мы учли соотношения (4.1), (4.2) и (4.5). �
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Воспользуемся уравнением вида (2.9) для функции ψ(ξ, x):

−ω(x)−1 d

dx
g(x)

d

dx
ω(x)−1ψ(ξ, x) = λ(ξ)ψ(ξ, x), 0 < x < 1.

С учетом обозначений f(ξ, x) = ω(x)−1ψ(ξ, x) и (4.5) перепишем это
уравнение в виде

d

dx
g(x)

d

dx
f(ξ, x) = −ω2(x)F (ξ, x), 0 < x < 1. (4.8)

Поскольку функция F (ξ, x) непрерывна по x, а ω(x) ограничена, то
правая часть в (4.8) принадлежит L∞(0, 1) при фиксированном ξ. Сле-
довательно, функция

G(ξ, x) := g(x)
d

dx
f(ξ, x) = g(x)

d

dx
ω(x)−1ψ(ξ, x) (4.9)

абсолютно непрерывна по x.

Предложение 4.4. Функция (4.9) допускает разложение в ряд

G(ξ, x) =

∞∑
m=0

Gm(x)(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0),

абсолютно сходящийся по норме в C([0, 1]).

Доказательство. В силу следствия 4.2 функция (4.9) раскладывает-
ся в ряд

G(ξ, x) =

∞∑
m=0

Gm(x)(ξ − ξ0)m, Gm(x) = g(x)f ′m(x), ξ ∈ Bδ(ξ0),

(4.10)
абсолютно сходящийся в L2(0, 1). Мы стремимся показать, что этот
ряд абсолютно сходится в C([0, 1]).

Поскольку функция G(ξ, x) абсолютно непрерывна (по x) и в си-
лу (4.8) выполнено d

dxG(ξ, x) = −ω2(x)F (ξ, x), то

G(ξ, x) = G(ξ, 0)−
x∫

0

ω2(t)F (ξ, t) dt, x ∈ [0, 1], ξ ∈ (−π, π). (4.11)

Следовательно,

G(ξ, 0) = G(ξ, x) +

x∫
0

ω2(t)F (ξ, t) dt, x ∈ [0, 1], ξ ∈ (−π, π).
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При ξ ∈ Bδ(ξ0) первое слагаемое справа раскладывается в ряд (4.10),
абсолютно сходящийся в L2(0, 1). Из предложения 4.3 следует, что вто-
рое слагаемое также раскладывается в ряд

x∫
0

ω2(t)F (ξ, t) dt =

∞∑
m=0

( x∫
0

ω2(t)Fm(t) dt
)

(ξ − ξ0)m,

x ∈ [0, 1], ξ ∈ Bδ(ξ0), (4.12)

который абсолютно сходится в C([0, 1]) (и, тем более, в L2(0, 1)). По-

ложим Bm(x) := Gm(x) +
x∫
0

ω2(t)Fm(t) dt, m ∈ Z+. Мы показали, что

G(ξ, 0) =

∞∑
m=0

Bm(x)(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0), (4.13)

где ряд абсолютно сходится в L2(0, 1). Но левая часть в (4.13) не за-
висит от x, а потому и коэффициенты Bm(x) не зависят от x.

Действительно, при ξ = ξ0 из (4.13) следует, что коэффициент B0

равен G(ξ0, 0), а потому не зависит от x. С учетом этого перепи-
шем (4.13) в виде

G(ξ, 0) = G(ξ0, 0) + (ξ − ξ0)

∞∑
m=1

Bm(x)(ξ − ξ0)m−1.

Отсюда получаем, что коэффициент B1 равен lim
ξ→ξ0

G(ξ,0)−G(ξ0,0)
ξ−ξ0 , а по-

тому не зависит от x. По индукции легко проверить, что все коэффи-
циенты Bm не зависят от x. Тогда равенство (4.13) превращается в

G(ξ, 0) =

∞∑
m=0

Bm(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0), (4.14)

где ряд абсолютно сходится.
Возвращаясь к (4.11) и применяя разложения (4.12) и (4.14), полу-

чаем

G(ξ, x) =

∞∑
m=0

(
Bm −

x∫
0

ω2(t)Fm(t) dt
)

(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0),
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где ряд абсолютно сходится в C([0, 1]). Сопоставляя это с (4.10), полу-

чаем соотношения Gm(x) = Bm −
x∫
0

ω2(t)Fm(t) dt, m ∈ Z+, и абсолют-

ную сходимость ряда (4.10) в C([0, 1]). �

Доказательство леммы 2.2. Из (4.9) и предложения 4.4 вытекает,
что функция d

dxf(ξ, x) = d
dx

(
ω(x)−1ψ(ξ, x)

)
раскладывается в ряд

d

dx
(ω(x)−1ψ(ξ, x)) =

∞∑
m=0

g(x)−1Gm(x)(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0), (4.15)

абсолютно сходящийся по норме в L∞(0, 1).
Вспомним, что ϕ(ξ, x) = e−iξxψ(ξ, x). Следовательно,

d

dx
(ω(x)−1ϕ(ξ, x)) = e−iξx

d

dx
(ω(x)−1ψ(ξ, x))− iξe−iξxω(x)−1ψ(ξ, x)

= e−iξxH(ξ, x). (4.16)

В силу (4.2) и (4.15) функция

H(ξ, x) :=
d

dx
(ω(x)−1ψ(ξ, x))− iξω(x)−1ψ(ξ, x)

раскладывается в ряд

H(ξ, x) =

∞∑
m=0

Hm(x)(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0), (4.17)

абсолютно сходящийся в L∞(0, 1). Здесь

H0(x) = g(x)−1G0(x)− iξ0f0(x),

Hm(x) = g(x)−1Gm(x)− iξ0fm(x)− ifm−1(x), m ∈ N.

Функцию e−iξx также представим в виде абсолютно сходящегося ряда

e−iξx = e−iξ0x
∞∑
m=0

(−ix)m

m!
(ξ − ξ0)m.

Покажем, что функция Q(ξ, x) :=e−iξxH(ξ, x) раскладывается в ряд

Q(ξ, x) =

∞∑
m=0

Qm(x)(ξ − ξ0)m,

Qm(x) = e−iξ0x
m∑
l=0

Hm−l(x)
(−ix)l

l!
, ξ ∈ Bδ(ξ0),

(4.18)
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абсолютно сходящийся в L∞(0, 1).

Действительно, при ξ ∈ Bδ(ξ0) ряд
∞∑
m=0

Qm(x)(ξ − ξ0)m абсолютно

сходится в L∞(0, 1), поскольку

∞∑
m=0

‖Qm‖L∞ |ξ − ξ0|m 6
∞∑
m=0

m∑
l=0

‖Hm−l‖L∞
1

l!
|ξ − ξ0|m

=

∞∑
l=0

∞∑
m=l

‖Hm−l‖L∞ |ξ − ξ0|m−l
1

l!
|ξ − ξ0|l

=
( ∞∑
l=0

1

l!
|ξ − ξ0|l

)( ∞∑
j=0

‖Hj‖L∞ |ξ − ξ0|j
)
<∞

в силу абсолютной сходимости ряда (4.17) в L∞(0, 1). Тогда ряд

∞∑
m=0

Qm(x)(ξ − ξ0)m

абсолютно сходится при почти всех x ∈ (0, 1). В точках сходимости,
очевидно, выполнено

∞∑
m=0

Qm(x)(ξ − ξ0)m = e−iξ0x
∞∑
m=0

m∑
l=0

Hm−l(x)
(−ix)l

l!
(ξ − ξ0)m

= e−iξ0x
∞∑
l=0

∞∑
m=l

Hm−l(x)(ξ − ξ0)m−l
(−ix)l

l!
(ξ − ξ0)l

= e−iξ0x
( ∞∑
l=0

(−ix)l

l!
(ξ − ξ0)l

)( ∞∑
j=0

Hj(x)(ξ − ξ0)j
)

= e−iξxH(ξ, x).

Сопоставляя (4.16) и (4.18), убеждаемся, то функция

d

dx
(ω(x)−1ϕ(ξ, x))

раскладывается в ряд

d

dx
(ω(x)−1ϕ(ξ, x)) =

∞∑
m=0

Qm(x)(ξ − ξ0)m, ξ ∈ Bδ(ξ0),
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абсолютно сходящийся по норме L∞(0, 1). Ввиду произвола в выборе
точки ξ0 ∈ (−π, π) это означает, что функция d

dx (ω(x)−1ϕ(ξ, x)) яв-
ляется вещественно аналитической по ξ ∈ (−π, π) со значениями в
L∞(0, 1). �
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In L2(R), we consider an elliptic second-order differential operator Aε,
ε > 0, given by Aε = − d

dxg(x/ε) d
dx + ε−2p(x/ε), with periodic coefficients.

For small ε, we study the behavior of the resolvent of Aε in a regular
point close to the edge of a spectral gap. We obtain approximation of this
resolvent in the “energy” norm with error O(ε). Approximation is described
in terms of the spectral characteristics of the operator at the edge of the
gap.
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