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Ведение

В этой работе изучается поведение аттракторов (см. рис. 11, на-
пример) начально-краевой задачи для двумерной системы уравнений
Навье–Стокса в анизотропной среде с локально периодическими мел-
козернистыми препятствиями, зависящими от малого параметра, при
стремлении параметра к нулю. Задачи в перфорированных областях
(в областях с мелкозернистыми препятствиями) привлекают большое
внимание специалистов (см., например, [1–6]). О некоторых резуль-
татах можно прочитать в монографиях [7–9], а также ознакомиться
там с подробной библиографией. В этой статье изучается случай по-
явления потенциала в предельном уравнении (см. аналогичные задачи
в [2, 4–6, 10–12]). Отметим некоторые результаты по усреднению ат-
тракторов, которые появились в последнее время (см. [13–15]). В ра-
ботах [13] и [15] изучалось усреднение аттракторов скалярных эволю-
ционных уравнений с диссипацией в периодически перфорированной
области.

Аттракторы описывают поведение решений диссипативных нели-
нейных эволюционных уравнений при стремлении времени к беско-
нечности, а также характеризуют устойчивость и неустойчивость пре-
дельных структур соответствующих динамических систем (см., напри-
мер, монографии [16–18] и ссылки в них). Задачи для автономных и
неавтономных двумерных уравнений Навье–Стокса с осциллирующи-
ми членами были изучены в [17,19–21].
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Нас интересует асимптотическое поведение траекторных аттракто-
ров системы уравнений Навье–Стокса с быстро осциллирующими чле-
нами в перфорированной области (области с препятствиями), которые
описывают поведение анизотропных сред. Мы изучаем слабую схо-
димость и предельное поведение аттракторов при стремлении малого
параметра к нулю. Результаты по усреднению аттракторов системы
уравнений Навье–Стокса в периодической изотропной среде см. [22].
В статье доказывается, что траекторный аттрактор Aε двумерной си-

Рис. 1. Аттрактор.

стемы уравнений Навье–Стокса (см. также [19] и [20]) в перфориро-
ванной области (области с препятствиями) сходится в слабом смысле
при ε→ 0 к траекторному аттрактору A усредненной системы уравне-
ний в соответствующем функциональном пространстве. Здесь малый
параметр ε также характеризует диаметр полостей (препятствий) и
расстояние между ними в среде.

В разделе 1 определяются основные понятия и формулируются тео-
ремы о траекторных аттракторах автономных эволюционных уравне-
ний. В разделе 2 определяется геометрическая структура перфориро-
ванной области, формулируется задача для изучения и описывают-
ся необходимые функциональные пространства. Раздел 3 посвящен
усреднению аттракторов автономной двумерной системы уравнений
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Навье–Стокса с быстро осциллирующими членами в перфорирован-
ной области.

§1. Траекторные аттракторы эволюционных
уравнений

В этом разделе излагается общая схема построения траекторных
аттракторов автономных эволюционных уравнений. В следующем па-
раграфе эта схема применяется для изучения траекторных аттракто-
ров двумерной системы уравнений Навье–Стокса в перфорированной
области с быстро осциллирующими членами в самих уравнениях и в
граничных условиях и соответствующего им усредненного уравнения.

Рассматривается абстрактное автономное эволюционное уравнение
∂u

∂t
= A(u), t > 0. (1)

Предполагается заданным нелинейный оператор A(·) : E1 → E0 ,
где E1, E0 – банаховы пространства и E1 ⊆ E0. Например, A(u) =
∇ (a (·)∇u)− (u,∇u) + g(·) (см. раздел 2).

Назовём решением уравнения (1) функцию из L2, при подстановке
которой в (1), получаем тождество в смысле обобщённых функций из
D′. Мы будем исследовать решения u(s) уравнения (1) в целом как
функции переменной s ∈ R+. Здесь s ≡ t обозначает переменную вре-
мени. Множество решений (1), удовлетворяющее некоторым дополни-
тельным условиям, будем называть пространством траекторий K+

уравнения (1). Опишем пространство траекторий K+ более подробно.
Прежде всего рассмотрим решения u(s) уравнения (1), определен-

ные на фиксированном отрезке времени [t1, t2] из R. Изучаются реше-
ния уравнения (1), принадлежащие банаховому пространству Ft1,t2 ,
которое зависит от t1 и t2. Пространство Ft1,t2 состоит из функций
f(s), s ∈ [t1, t2], таких, что f(s) ∈ E для почти всех s ∈ [t1, t2], где E –
банахово пространство такое, что E1 ⊆ E ⊆ E0.

Например, пространством Ft1,t2 может быть пространство
C([t1, t2];E) или пространство Lp(t1, t2;E), при p ∈ [1,∞], или пересе-
чение таких пространств (см. раздел 2). Предположим, что Πt1,t2Fτ1,τ2
⊆ Ft1,t2 и

‖Πt1,t2f‖Ft1,t2 6 C(t1, t2, τ1, τ2)‖f‖Fτ1,τ2 , ∀f ∈ Fτ1,τ2 , (2)

где [t1, t2] ⊆ [τ1, τ2] и Πt1,t2 обозначает оператор сужения на отрезок
[t1, t2]. Постоянная C(t1, t2, τ1, τ2) не зависит от функции f . Обычно
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рассматривается однородный случай пространств, когда C(t1, t2, τ1, τ2)
= C(t2 − t1, τ2 − τ1).

Пусть S(h) для h ∈ R обозначает оператор сдвига S(h)f(s)=f(h+s).
Очевидно, если аргумент s функции f(·) принадлежит отрезку [t1, t2],
тогда аргумент s функции S(h)f(·) будет принадлежать отрезку
[t1 − h, t2 − h] для h ∈ R. Предположим, что отображение S(h) яв-
ляется изоморфизмом из Ft1,t2 в Ft1−h,t2−h и

‖S(h)f‖Ft1−h,t2−h = ‖f‖Ft1,t2 , ∀f ∈ Ft1,t2 . (3)

Это предположение вполне естественно, например, для однородных
пространств.

Если f(s) ∈ Ft1,t2 , то A(f(s)) ∈ Dt1,t2 , где Ft1,t2 ⊆ Dt1,t2 . Производ-
ная ∂f(t)

∂t – обобщенная функция со значениями в E0,
∂f
∂t ∈D

′((t1, t2);E0)
и предположим, что Dt1,t2 ⊆ D′((t1, t2);E0) для всех (t1, t2) ⊂ R. Функ-
ция u(s) ∈ Ft1,t2 называется решением уравнения (1) в пространстве
Ft1,t2 (на интервале (t1, t2)) если ∂u

∂t (s) = A(u(s)) в смысле обобщенных
функций в пространстве D′((t1, t2);E0).

Пусть

F loc
+ = {f(s), s ∈ R+ | Πt1,t2f(s) ∈ Ft1,t2 , ∀ [t1, t2] ⊂ R+}. (4)

Например, если Ft1,t2 = C([t1, t2];E), то F loc
+ = C(R+;E), а если Ft1,t2

= Lp(t1, t2;E), то F loc
+ = Lloc

p (R+;E).
Функция u(s) ∈ F loc

+ называется решением уравнения (1) в F loc
+ ,

если Πt1,t2u(s) ∈ Ft1,t2 и функция Πt1,t2u(s) является решением урав-
нения (1) для любого отрезка времени [t1, t2] ⊂ R+.

Пусть K+ – некоторое множество решений уравнения (1), принад-
лежащих F loc

+ , которое не обязательно является множеством всех ре-
шений уравнения (1), принадлежащих F loc

+ . Элементы множества K+

называютсятраекториями, а само пространство K+ – пространством
траекторий уравнения (1).

Предполагается, что пространство траекторий K+ является транс-
ляционно-инвариантным в следующем смысле: если u(s) ∈ K+, то
u(h + s) ∈ K+ для любого h > 0. Это условие является естественным
свойством решений автономного уравнения в однородном простран-
стве.

Рассмотрим теперь операторы сдвигов S(h) в F loc
+ :

S(h)f(s) = f(s+ h), h > 0.
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Ясно, что множество отображений {S(h), h > 0} образует полугруп-
пу в F loc

+ : S(h1)S(h2) = S(h1 + h2) при h1, h2 > 0 и S(0) = I – тожде-
ственное отображение. Заменим переменную h на переменную време-
ни t. Полугруппа {S(t), t > 0} называется полугруппой сдвигов. В силу
сделанного предположения полугруппа сдвигов отображает простран-
ство траекторий K+ на себя

S(t)K+ ⊆ K+, ∀t > 0. (5)

Далее будут изучаться свойства притяжения полугруппы сдвигов
{S(t)}, действующей на пространстве траекторий K+ ⊂ F loc

+ . Опреде-
лим некоторую топологию в пространстве F loc

+ .
Пусть ρt1,t2(·, ·) — метрика, определенная на пространстве Ft1,t2 для

всех отрезков [t1, t2] ⊂ R, удовлетворяющая

ρt1,t2 (Πt1,t2f,Πt1,t2g) 6 D(t1, t2, τ1, τ2)ρτ1,τ2 (f, g) ,

∀f, g ∈ Fτ1,τ2 , [t1, t2] ⊆ [τ1, τ2],

ρt1−h,t2−h(S(h)f, S(h)g) = ρt1,t2(f, g), ∀f, g∈Ft1,t2 , [t1, t2]⊂R, h∈R.

Обозначим через Θt1,t2 соответствующее метрическое пространство
на Ft1,t2 . Например, ρt1,t2 может быть метрикой, порожденной нормой
‖ · ‖Ft1,t2 банахова пространства Ft1,t2 . В приложениях также быва-
ет, что метрика ρt1,t2 порождает топологию Θt1,t2 более слабую, чем
топология сильной сходимости банахова пространства Ft1,t2 .

Обозначим через Θloc
+ пространство F loc

+ , снабженное топологией
локальной сходимости на Θt1,t2 при любом [t1, t2] ⊂ R+. Точнее, по
определению последовательность функций {fk(s)} ⊂ F loc

+ сходится к
функции f(s) ∈ F loc

+ при k →∞ в Θloc
+ , если ρt1,t2(Πt1,t2fk,Πt1,t2f)→ 0

при k → ∞ для любого отрезка [t1, t2] ⊂ R+. Нетрудно доказать, что
топология Θloc

+ метризуема, например, с помощью метрики Фреше

ρ+(f1, f2) :=
∑
m∈N

2−m
ρ0,m(f1, f2)

1 + ρ0,m(f1, f2)
. (6)

В случае, когда все метрические пространства Θt1,t2 полны, тогда,
очевидно, метрическое пространство Θloc

+ также является полным.
Заметим, что полугруппа сдвигов {S(t)} непрерывна в топологии

Θloc
+ . Это непосредственно вытекает из определения топологического

пространства Θloc
+ .
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Определим также следующее банахово пространство

Fb+ := {f(s) ∈ F loc
+ | ‖f‖Fb+ < +∞}, (7)

где норма
‖f‖Fb+ := sup

h>0
‖Π0,1f(h+ s)‖F0,1

. (8)

Например, если F loc
+ =C(R+;E), тогда пространство Fb+ =Cb(R+;E)

с нормой ‖f‖Fb+ = suph>0 ‖f(h)‖E , а если F loc
+ = Lloc

p (R+;E), тогда

Fb+ = Lbp(R+;E) с нормой ‖f‖Fb+ =

(
suph>0

h+1∫
h

‖f(s)‖pEds

)1/p

.

Отметим, что Fb+ ⊆ Θloc
+ . Банахово пространство Fb+ необходимо

для определения ограниченных множеств в пространстве траекторий
K+. При построении траекторного аттрактора в K+ мы не рассматри-
ваем соответствующую равномерную сходимость в топологии банахова
пространства Fb+. Вместо этого мы используем топологию локальной
сходимости Θloc

+ , которая намного слабее.
Будем предполагать, что K+ ⊆ Fb+, то есть любая траектория u(s) ∈

K+ уравнения (1) имеет конечную норму (8). Сформулируем опреде-
ления притягивающего множества и траекторного аттрактора полу-
группы сдвигов {S(t)}, действующей на K+.

Определение 1.1. Множество P ⊆ Θloc
+ называется притягивающим

множеством полугруппы сдвигов {S(t)}, действующей на K+, в то-
пологии Θloc

+ , если для любого ограниченного в Fb+ множества B ⊆ K+

множество P притягивает S(t)B при t→ +∞ в топологии Θloc
+ , то есть

для любой ε-окрестности Oε(P) в Θloc
+ существует t1 > 0 такое, что

S(t)B ⊆ Oε(P) при любом t > t1.

Свойство притяжения P можно сформулировать в следующей эк-
вивалентной форме: для любого множества B ⊆ K+ ограниченного в
Fb+ и для любого M > 0

distΘ0,M
(Π0,MS(t)B,Π0,MP)→ 0 (t→ +∞),

где
distM(X,Y ) := sup

x∈X
distM(x, Y ) = sup

x∈X
inf
y∈Y

ρM(x, y)

обозначает полурасстояние по Хаусдорфу от множества X до множе-
ства Y в метрическом пространствеM.



16 К. А. БЕКМАГАНБЕТОВ, А. М. ТОЛЕУБАЙ, Г. А. ЧЕЧКИН

Определение 1.2 ( [17]). Множество A ⊆ K+ называется траектор-
ным аттрактором полугруппы сдвигов {S(t)} на K+ в топологии
Θloc

+ , если (i) A ограничено в Fb+ и компактно в Θloc
+ , (ii) множество A

строго инвариантно относительно полугруппы сдвигов: S(t)A = A при
всех t > 0, и (iii) A является притягивающим множеством полугруппы
сдвигов {S(t)} для K+ в топологии Θloc

+ , то есть для любого M > 0

distΘ0,M
(Π0,MS(t)B,Π0,MA)→ 0 (t→ +∞).

Замечание 1.1. Используя терминологию из [16], можно сказать, что
траекторный аттрактор A является глобальным (Fb+,Θloc

+ )-аттракто-
ром полугруппы сдвигов {S(t)}, действующей на K+, то есть A при-
тягивает S(t)B при t → +∞ в топологии Θloc

+ , где B – любое ограни-
ченное (в Fb+) множество из K+:

distΘloc
+

(S(t)B,A)→ 0 (t→ +∞).

Сформулируем основные теоремы о существовании и структуре тра-
екторного аттрактора уравнения (1).

Теорема 1.1 ([16,17,23]). Пусть пространство траекторий K+, со-
ответствующее уравнению (1), замкнуто в Fb+ и выполняется (5).
Предполагается, что полугруппа сдвигов {S(t)} имеет притягива-
ющее множество P ⊆K+, которое ограничено в Fb+ и компактно в
Θloc

+ . Тогда полугруппа сдвигов {S(t), t > 0}, действующая на K+, име-
ет траекторный аттрактор A ⊆ P. Множество A ограничено в Fb+
и компактно в Θloc

+ .

Опишем структуру траекторного аттрактора A уравнения (1) в тер-
минах полных траекторий этого уравнения. Рассмотрим уравнение (1)
на всей числовой оси времени

∂u

∂t
= A(u), t ∈ R. (9)

Распространим определение пространства траекторий на всю ось R.
Если функция f(s), s ∈ R, задана на всей оси времени, то сдвиги
S(h)f(s) = f(s + h) также определены при отрицательных h. Функ-
ция u(s), s ∈ R называется полной траекторией уравнения (9), если
Π+u(s + h) ∈ K+ при любом h ∈ R. Здесь Π+ = Π0,∞ обозначает
оператор ограничения на полуось R+.



ОБ АТТРАКТОРАХ 2D СИСТЕМЫ НАВЬЕ–СТОКСА 17

По аналогии с F loc
+ ,Fb+ и Θloc

+ определим пространства F loc,Fb и
Θloc:

F loc := {f(s), s ∈ R | Πt1,t2f(s) ∈ Ft1,t2 ∀ [t1, t2] ⊆ R};

Fb := {f(s) ∈ F loc | ‖f‖Fb < +∞},
где

‖f‖Fb := sup
h∈R
‖Π0,1f(h+ s)‖F0,1

. (10)

Топологическое пространство Θloc совпадает (как множество) с F loc,
и по определению fk(s) → f(s) (k → ∞) в Θloc, если Πt1,t2fk(s) →
Πt1,t2f(s) (k → ∞) в Θt1,t2 при любом [t1, t2] ⊆ R. Ясно, что Θloc

является метрическим пространством, также, как и Θloc
+ .

Определение 1.3. Ядро K в пространстве Fb уравнения (9) есть объ-
единение всех полных траекторий u(s), s ∈ R, уравнения (9), ограни-
ченных в Fb по норме (10):

‖Π0,1u(h+ s)‖F0,1 6 Cu, ∀h ∈ R.

Теорема 1.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1. Тогда A =
Π+K. Множество K компактно в Θloc и ограничено в Fb.

Полное доказательство приведено в [17,23].
При доказательстве того, что некоторый шар из Fb+ является ком-

пактным в Θloc
+ нами будет использоваться следующая лемма. Пусть

E0 и E1 – банаховы пространства такие, что E1 ⊂ E0. Рассмотрим
банаховы пространства

Wp1,p0(0,M ;E1, E0) =
{
ψ(s), s ∈ 0,M | ψ(·) ∈ Lp1(0,M ;E1),

ψ′(·) ∈ Lp0(0,M ;E0)
}
,

W∞,p0(0,M ;E1, E0) =
{
ψ(s), s ∈ 0,M | ψ(·) ∈ L∞(0,M ;E1),

ψ′(·) ∈ Lp0(0,M ;E0)
}
,

(где p1 > 1 и p0 > 1) с нормами

‖ψ‖Wp1,p0
:=

 M∫
0

‖ψ(s)‖p1E1
ds

1/p1

+

 M∫
0

‖ψ′(s)‖p0E0
ds

1/p0

,
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‖ψ‖W∞,p0 := ess sup {‖ψ(s)‖E1
| s ∈ [0,M ]}+

 M∫
0

‖ψ′(s)‖p0E0
ds

1/p0

.

Лемма 1.1 (Aubin–Lions–Simon, [24]). Предположим, что E1 b E ⊂
E0. Тогда следующие вложения компактны:

Wp1,p0(0, T ;E1, E0) b Lp1(0, T ;E), (11)
W∞,p0(0, T ;E1, E0) b C([0, T ];E). (12)

В следующем разделе будут изучаться двумерные системы уравне-
ний Навье–Стокса и их траекторные аттракторы, зависящие от малого
параметра ε > 0.

Определение 1.4. Будем говорить, что траекторные аттракторы Aε
сходятся к траекторному аттрактору A при ε → 0 в топологическом
пространстве Θloc

+ , если для любой окрестности O(A) в Θloc
+ найдется

ε1 > 0 такое, что Aε ⊆ O(A) при любом ε < ε1, то есть для любого
M > 0

distΘ0,M
(Π0,MAε,Π0,MA)→ 0 (ε→ 0).

§2. Обозначения и постановка задачи

Сначала мы определим перфорированную область. Пусть Ω – глад-
кая ограниченная область в R2. Введем обозначения

Υε =
{
r ∈ Z2 : dist (εr, ∂Ω) >

√
2ε
}
, � ≡

{
ξ : −1

2
< ξi <

1

2
, i = 1, 2

}
.

Пусть F (x, ξ) – гладкая, 1-периодическая по переменной ξ функция
и такая, что F (x, ξ)|ξ∈∂� > const > 0, F (x, 0) = −1, ∇ξF 6= 0 при
ξ ∈ � \ {0}. Определим множества

Grε =
{
x ∈ ε (�+ r) | F

(
x,
x

ε

)
6 0
}
, Gε =

⋃
r∈Υε

Grε

и вводим перфорированную область следующим образом Ωε = Ω \Gε.
В соответствии с выше приведенной конструкцией граница ∂Ωε со-

стоит из ∂Ω и границы включений ∂Gε ⊂ Ω.
Ведем обозначения Qε = Ωε × (0; +∞) и Q = Ω× (0; +∞).
Обозначим через G(x) = {ξ ∈ � : F (x, ξ) 6 0} – локальное включе-

ние, через ∂G(x) = {ξ ∈ � : F (x, ξ) = 0} – границу включения G(x) в
“растянутом” пространстве ξ.
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Введем следующие обозначения для пространств H := [L2(Ω)]2,
Hε := [L2(Ωε)]

2, V := [H1
0 (Ω)]2, Vε := [H1(Ωε; ∂Ω)]2 – множество

вектор-функций из [H1(Ωε)]
2 с нулевым следом на ∂Ω. Нормы в этих

пространствах определяются, соответственно, следующим образом

‖v‖2 :=

∫
Ω

2∑
k=1

|vk(x)|2dx, ‖v‖2ε :=

∫
Ωε

2∑
k=1

|vk(x)|2dx,

‖v‖21 :=

∫
Ω

2∑
k=1

|∇vk(x)|2dx, ‖v‖21ε :=

∫
Ωε

2∑
k=1

|∇vk(x)|2dx.

Мы будем изучать асимптотическое поведение траекторных аттрак-
торов следующей начально-краевой задачи для автономной двумерной
системы уравнений Навье–Стокса

∂uε
∂t −

2∑
i,j=1

∂
∂xi

(
aij
(
x, xε

)
∂uε
∂xj

)
+(uε,∇)uε = g

(
x, xε

)
, x ∈ Ωε,

(∇, uε) = 0, x ∈ Ωε,
∂uε
∂γ

+B
(
x,
x

ε

)
uε = h

(
x,
x

ε

)
, x ∈ ∂Gε, t ∈ (0,+∞),

uε = 0, x ∈ ∂Ω

uε = U(x), x ∈ Ωε, t = 0.

(13)

Здесь uε = uε(x, t) = (u1
ε, u

2
ε), gε(x) = g

(
x, xε

)
= (g1, g2) ∈ H, hε(x) =

h
(
x, xε

)
= (h1, h2) ∈ H,

∂uε
∂γ

=

2∑
i,j=1

aij
∂uε
∂xj

ni, n = (n1, n2) — вектор

единичной внешней нормали к границе и матрица (aij(x, ξ)) – симмет-

рическая положительно определенная, т.е. κ1η
2 6

2∑
i,j=1

aijηiηj 6 κ2η
2

для любого вектора η, для любых x ∈ Ω, ξ ∈ R2, где κ1 и κ2 – поло-
жительные константы.

Далее,

B(x, ξ) =

(
b1(x, ξ) 0

0 b2(x, ξ)

)
,
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функции bk(x, ξ) ∈ C(Ω× R2) такие, что bk(x, ξ) – 1-периодические по
переменным ξ функции на Ω× R2 и удовлетворяют условию∫

∂G(x)

bk(x, ξ) dσ = 0, k = 1, 2,

где dσ – элемент длины кривой ∂G(x).
Аналогично компоненты вектор-функции h(x, ξ) удовлетворяют ус-

ловиям: hk(x, ξ) ∈ C(Ω × R2), hk(x, ξ) — 1-периодические по перемен-
ным ξ функции на Ω× R2 и∫

∂G(x)

hk(x, ξ) dσ = 0, k = 1, 2.

Известно, что если U ∈ H, то существует слабое решение u(s) на-
чально-краевой задачи (13), принадлежащее пространству

Lloc
2,w(R+;Vε) ∩ Lloc

∞,∗w(R+;Hε),

такое, что u(0) = U . При этом имеем, что
∂u

∂t
∈ Lloc

2,w (R+;Hε). Для
доказательства смотри, например, [23,25].

Исходя из выше сказанного, будем исследовать слабые решения
начально-краевой задачи (13), то есть функции

uε(x, s) ∈ Lloc
2,w(R+;Vε) ∩ Lloc

∞,∗w(R+;Hε) ∩
{
v :

∂v

∂t
∈ Lloc

2,w (R+;Hε)

}
которые удовлетворяют задаче (13) в смысле обобщенных функций,
то есть∫
Qε

∂uε
∂t
· ψ dxdt+

∫
Qε

2∑
i,j=1

aij

(
x,
x

ε

) ∂uε
∂xi
· ∂ψ
∂xj

dxdt

+

∫
Qε

(uε,∇)uε · ψ dxdt+
∑
r∈Υε

+∞∫
0

∫
∂Grε

B
(
x,
x

ε

)
uε · ψ dσdt

=

∫
Qε

gε(x) · ψ dxdt+
∑
r∈Υε

+∞∫
0

∫
∂Grε

hε(x) · ψ dσdt (14)
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для любых вектор – функций ψ ∈ [C∞0 (R+;Hε)]
2. Здесь y1 ·y2 означает

скалярное произведение векторов y1, y2 ∈ R2, а dσ – элемент кривой
∂Gε.

При описании пространства траекторий K+
ε для задачи (13), будем

следовать общей схеме раздела 1 и определим банаховы пространства
для каждого отрезка [t1, t2] ∈ R

Ft1,t2 := Lloc
2,w(t1, t2;Vε)∩Lloc

∞,∗w(t1, t2;Hε)∩
{
v :

∂v

∂t
∈ Lloc

2,w (t1, t2;Hε)

}
(15)

с нормой

‖v‖Ft1,t2 := ‖v‖L2(t1,t2;V) + ‖v‖L∞(t1,t2;H) +

∥∥∥∥∂v∂t
∥∥∥∥
L2(t1,t2;H)

. (16)

Очевидно, что условие (2) выполняется для нормы (16), а полугруппа
сдвигов {S(h)} удовлетворяет (3).

Положив Dt1,t2 = L2 (t1, t2;V) получаем, что Ft1,t2 ⊆ Dt1,t2 , а ес-
ли u(s) ∈ Ft1,t2 , тогда A(u(s)) ∈ Dt1,t2 . Далее можно рассматривать
слабые решения задачи (13) как решение системы уравнений из общей
схемы раздела 1.

Определив пространство (4), получаем, что

F loc
+ = Lloc

2 (R+;V) ∩ Lloc
∞ (R+;H) ∩

{
v
∣∣∣ ∂v
∂t
∈ Lloc

2 (R+;H)

}
,

F loc
ε,+ = Lloc

2 (R+;Vε) ∩ Lloc
∞ (R+;Hε) ∩

{
v
∣∣∣ ∂v
∂t
∈ Lloc

2 (R+;Hε)

}
.

Обозначим через K+
ε множество всех слабых решений задачи (13).

Напомним, что для любой функции U ∈ H существует хотя бы одна
траектория u(·) ∈ K+

ε такая, что u(0) = U(x). Следовательно, про-
странство траекторий K+

ε задачи (13) не пусто и достаточно велико.
Ясно, что K+

ε ⊂ F loc
+ и пространство траекторий K+

ε является тран-
сляционно-инвариантным, то есть, если u(s) ∈ K+

ε , тогда и u(h + s) ∈
K+
ε для любых h > 0. Следовательно,

S(h)K+
ε ⊆ K+

ε , ∀h > 0.
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Далее, используя норму пространства L2(t1, t2;V), определим мет-
рики ρt1,t2(·, ·) в пространствах Ft1,t2 следующим образом

ρ0,M (u, v) =

 M∫
0

‖u(s)− v(s)‖2ds

1/2

, ∀ u(·), v(·) ∈ F0,M .

Эти метрики порождают топологию Θloc
+ в пространстве F loc

+ (соответ-
ственно Θloc

ε,+ в F loc
ε,+). Напомним, что последовательность

{vk} ⊂ F loc
+ сходится к функции v ∈ F loc

+ при k → ∞ в Θloc
+ , если

‖vk(·) − v(·)‖L2(0,M ;H) → 0 (k → ∞) для любого M > 0. Топология
Θloc

+ метризуема (см. (6)) и соответствующее метрическое простран-
ство является полным. Мы рассматриваем топологию в пространстве
траекторий K+

ε задачи (13). Полугруппа сдвигов {S(t)}, действующая
на K+

ε непрерывна в рассматриваемой топологии Θloc
+ .

Следуя общей схеме раздела 1, определим ограниченные множества
в K+

ε используя банаховы пространства Fb+ (см. (7)). Ясно, что

Fb+ = Lb2(R+;V) ∩ L∞(R+;H) ∩
{
v
∣∣∣ ∂v
∂t
∈ Lb2(R+;H)

}
(17)

и Fb+ – подпространство пространства F loc
+ .

Рассмотрим полугруппу сдвигов {S(t)} на K+
ε , S(t) : K+

ε →K+
ε , t>0.

Пусть Kε означает ядро задачи (13), которое состоит из всех слабых
решений u(s), s ∈ R ограниченных в пространстве

Fb = Lb2(R;V) ∩ L∞(R;H) ∩
{
v
∣∣∣ ∂v
∂t
∈ Lb2(R;H)

}
Утверждение 2.1. Задача (13) имеет траекторные аттракторы
Aε в топологическом пространстве Θloc

+ . Множество Aε равномерно
(по ε ∈ (0, 1)) ограничено в Fb+ и компактно в Θloc

+ . Более того,

Aε = Π+Kε,

ядро Kε – непусто и равномерно (по ε ∈ (0, 1)) ограничено в Fb. На-
помним, что пространства Fb+ и Θloc

+ зависят от ε.

Доказательство этого предложения практически полностью совпа-
дает с доказательством, приведенным [17] для более частного случая.
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§3. Усреднение аттракторов в начально-краевой
задаче для системы уравнений Навье–Стокса в

перфорированной области

3.1. Основное утверждение. В этом разделе изучается предельное
поведение аттракторов Aε для системы уравнений Навье–Стокса (13)
при ε→ 0+ и их сходимость к траекторному аттрактору соответству-
ющего усредненного уравнения.

Усредненная (предельная) задача имеет следующий вид (структуру
усреднённых коэффициентов см. в [12]):

∂u0
∂t
−

2∑
i,j=1

∂
∂xi

(
âij(x) ∂u0

∂xj

)
+(u0,∇)u0+V (x)u0 =G(x)+H(x), x∈Ω,

(∇, u0) = 0, x ∈ Ω,

u0 = 0, x ∈ ∂Ω

u0 = U(x), x∈Ω, t=0,

(18)
где

âij(x)=

∫
Y \G(x)

2∑
l=1

âil(x, ξ)

(
∂Nj(x, ξ)

∂ξl
+ δij

)
dξ,

G(x)=

∫
Y \G(x)

g(x, ξ) dξ,

mk(x)=−
∫

∂G(x)

bk(x, ξ)Mk(x, ξ) dσ, V (x) =

(
m1(x) 0

0 m2(x)

)
,

Hk(x)=−
∫

∂G(x)

hk(x, ξ)Mk(x, ξ) dσ=

∫
∂G(x)

bk(x, ξ)Lk(x, ξ)dσ, H(x)=

(
H1(x)
H2(x)

)
.

здесь Nl(x, ξ), Mk(x, ξ) и Lk(x, ξ) – 1-периодические функции по ξ,
удовлетворяющие задачам

2∑
i,j=1

∂

∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂ (Nl + ξl)

∂ξj

)
=0 в Y \G(x),

∂Nl
∂γξ

=

2∑
i=1

ail(x, ξ)ni на ∂G(x)

2∑
i,j=1

∂

∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂Mk

∂ξj

)
= 0 в Y \G(x),

∂Mk

∂γξ
= −bk(x, ξ) на ∂G(x),
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2∑
i,j=1

∂

∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂Lk

∂ξj

)
= 0 в Y \G(x),

∂Lk

∂γξ
= hk

(
x, ξ
)

на ∂G(x)

и имеющие нулевые средние по ячейке периодичности. Здесь
∂ ·
∂γξ

=

2∑
i,j=1

aij(x, ξ)
∂ ·
∂xj

nξi , nξ = (nξ1, n
ξ
2) — вектор единичной внешней норма-

ли к границе полости G(x).
Рассматриваются слабые решения начально-краевой задачи (18), то

есть функции

u0(x, s) ∈ Lloc
2,w(R+;V) ∩ Lloc

∞,∗w(R+;H) ∩
{
v :

∂uε
∂t
∈ Lloc

2,w (R+;H)

}
которые удовлетворяют задаче (13) в смысле обобщенных функций,
то есть∫

Q

∂u0

∂t
· ψ dxdt+

∫
Q

2∑
i,j=1

âij(x)
∂u0

∂xi
· ∂ψ
∂xj

dxdt+

∫
Q

(u0,∇)u0 · ψ dxdt

+

∫
Q

V (x)u0 · ψ dxdt =

∫
Q

G(x) · ψ dxdt+

∫
Q

H(x) · ψdxdt (19)

для любых функций ψ ∈ [C∞0 (R+;H)]2.

Замечание 3.1. Обозначим через mk = sup
Ω
mk(x). Следует отметить,

что коэрцитивность предельного оператора (18), является деликат-
ной проблемой, поскольку числа mk всегда положительны. В част-
ности, корректность задачи (18), связанная с коэрцитивностью опера-
тора обеспечивается неравенством

λ0 > max{m1,m2}, (20)

где λ0 – первое собственное значение оператора
2∑

i,j=1

∂

∂xi

(
âij(x)

∂

∂xj

)
в пространстве H1(Ω). Доказательство см в [6].

При условии (20) (см. замечание 3.1) задача (18) имеет траекторный
аттрактор A в пространстве траекторий K+

, соответствующем задаче
(18), причем

A = Π+K
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где K – ядро задачи (18) в Fb.
Сформулируем основную теорему об усреднении аттракторов систе-

мы уравнений Навье–Стокса.

Теорема 3.1. Пусть λ0 > max{m1,m2}, тогда в топологическом
пространстве Θloc

+ справедливо предельное соотношение

Aε → A при ε→ 0 + . (21)

Кроме того
Kε → K при ε→ 0 + в Θloc. (22)

Замечание 3.2. Напомним, что пространства в Теореме 3.1 зависят
от ε. Предполагается, что все функции могут быть продолжены внутрь
отверстий с сохранением соответствующих норм.

3.2. Вспомогательные утверждения. В данном разделе приво-
дятся результаты из работы [6], которые будут использованы ниже.

Рассмотрим вспомогательную задачу
−

2∑
i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x,

x
ε )
∂ukε
∂xj

)
= gk

(
x, xε

)
, x ∈ Ωε,

∂ukε
∂n + bk

(
x, xε

)
ukε = hk

(
x, xε

)
, x ∈ ∂Gε, k = 1, 2,

ukε = 0, x ∈ ∂Ω.

(23)

Потребуем также, чтобы∫
∂G(x)

bk(x, ξ)dσ = 0,

∫
∂G(x)

hk(x, ξ)dσ = 0. (24)

Решение будем искать в виде асимптотического ряда

ukε = uk0(x) + εuk1(x, ξ) + ε2uk2(x, ξ) + . . . , ξ =
x

ε
. (25)

Замечание 3.3. Как правило, асимптотические ряды не являются
сходящимися, и их сходимость не используется в формальном асимп-
тотическом анализе. Такие ряды используются для установления вида
предельной задачи и обобснование этих построений базируется на дру-
гих аргументах.

Подставляя ряд (25) в задачу (23) и собирая члены одинакового
порядка по ε, как в уравнении, так и в граничном условии, получаем
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рекуррентную последовательность задач, старшая из которых имеет
вид −

2∑
i,j=1

∂
∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂uk1
∂ξj

)
−

2∑
i,j=1

∂
∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂uk0
∂xj

)
=0, x∈Y \G(x),

∂uk1
∂γξ

+
∂uk0
∂γx

+ bk
(
x, ξ
)
uk0 = hk(x, ξ), x ∈ ∂G(x).

(26)
Интегральное тождество задачи (26) выглядит следующим образом∫∫

Y \G(x)

2∑
i,j=1

aij (x, ξ)
∂uk1
∂ξj

∂v

∂ξi
dξ1dξ2 +

∫∫
Y \G(x)

2∑
i,j=1

aij (x, ξ)
∂uk0
∂xj

∂v

∂ξi
dξ1dξ2

+

∫
∂G(x)

bk
(
x, ξ
)
uk0υdσ =

∫
∂G(x)

hk
(
x, ξ
)
υdσ, (27)

где v ∈ H1
per(Y \G(x)).

Вид интегрального тождества подсказывает нам структуру функ-
ции uk1(x, ξ)

uk1(x, ξ)=Lk(x, ξ)+Mk(x, ξ)uk0(x) +N1(x, ξ)
∂uk0(x)

∂x1
+N2(x, ξ)

∂uk0(x)

∂x2
.

(28)
Подставляя данное выражение в (27) и группируя соответствующие

члены приходим к следующим задачам для функций Nl(x, ξ),Mk(x, ξ)
и Lk(x, ξ):∫∫
Y \G(x)

2∑
i,j=1

aij(x, ξ)
∂Nl
∂ξj

∂v

∂ξi
dξ1dξ2+

∫∫
Y \G(x)

2∑
i=1

aij(x, ξ)
∂v

∂ξi
dξ1dξ2 =0, (29)

или, в классической форме
2∑

i,j=1

∂
∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂(Nl+ξl)
∂ξj

)
= 0, x ∈ Y \G(x),

∂Nl
∂γξ

=
2∑
i=1

aij(x, ξ)ni, x ∈ ∂G(x);

∫∫
Y \G(x)

2∑
i,j=1

aij(x, ξ)
∂Mk

∂ξj

∂v

∂ξi
dξ1dξ2 +

∫
∂G(x)

bk
(
x, ξ
)
vdσ = 0 (30)
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или 
2∑

i,j=1

∂
∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂Mk

∂ξj

)
= 0, x ∈ Y \G(x),

∂Mk

∂γξ
+ bk

(
x, ξ
)

= 0, x ∈ ∂G(x);∫∫
Y \G(x)

2∑
i,j=1

aij(x, ξ)
∂Lk

∂ξj

∂v

∂ξi
dξ1dξ2 =

∫
∂G(x)

hk
(
x, ξ
)
vdσ (31)

или 
2∑

i,j=1

∂
∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂Lk

∂ξj

)
= 0, x ∈ Y \G(x),

∂Lk

∂γξ
= hk

(
x, ξ
)
, x ∈ ∂G(x).

Условие согласования в задаче (29) легко проверяется с помощью
интегрирования по частям и следует из (24) в задачах (30) и (31). Заме-
тим, что функции Nl(x, ξ),Mk(x, ξ) и Lk(x, ξ) определены с точностью
до аддитивной константы, естественными условиями нормировки яв-
ляются ∫∫

Y \G(x)

Nl(x, ξ)dξ =

∫∫
Y \G(x)

Mk(x, ξ)dξ =

∫∫
Y \G(x)

Lk(x, ξ)dξ = 0.

В дальнейшем эти условия предполагаются выполненными.
Следующая степень ε дает задачу на uk2(x, ξ):

2∑
i,j=1

∂
∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂uk2
∂ξj

)
+

2∑
i,j=1

∂
∂ξi

(
aij(x, ξ)

∂uk0
∂xj

)
+

2∑
i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x, ξ)

∂uk0
∂ξj

)
+

2∑
i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x, ξ)

∂uk0
∂xj

)
= −gk(x, ξ), x ∈ Y \G(x),

∂uk2
∂γξ

+
∂uk1
∂γx

+ bk
(
x, ξ
)
uk1 = 0, x ∈ ∂G(x).

(32)

Верно следующее утверждение.

Лемма 3.1. Функции Mk(x, ξ) и Nl(x, ξ) связаны следующим инте-
гральным тождеством

∂uk0(x)

∂xl

 ∫∫
Y \G(x)

2∑
j=1

alj(x, ξ)
∂Mk

∂ξj
dξ1dξ2 −

∫
∂G(x)

bk(x, ξ)Nldσ

 = 0.
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Нам потребуется интегральное тождество задачи (32)∫∫
Y \G(x)

2∑
i,j=1

aij(x, ξ)
∂uk2
∂ξj

∂v

∂ξi
dξ1dξ2 +

∫∫
Y \G(x)

2∑
i,j=1

aij(x, ξ)
∂uk1
∂xj

∂v

∂ξi
dξ1dξ2

+

∫
∂G(x)

bk
(
x, ξ
)
uk1vdσ −

∫∫
Y \G(x)

2∑
i,j=1

aij(x, ξ)
∂Mk

∂ξj
vdξ1dξ2

∂uk0
∂xi

−
∫∫

Y \G(x)

2∑
i,j,l=1

∂

∂xi

(
ail(x, ξ)

(
∂Nj
∂ξl

+ δil

)
∂uk0
∂xj

)
vdξ1dξ2

+

∫∫
Y \G(x)

gk(x, ξ)υdξ1dξ2 = 0,

где v ∈ H1
per(Y \G(x)).

Условие разрешимости задачи (32) приводит к уравнению для функ-
ции uk0(x), являющемуся искомым формальным усредненным уравне-
нием. Применяя лемму 3.1, и учитывая связь между bk(x, ξ) и hk(x, ξ)
перепишем его в виде

2∑
i,j=1

∂

∂xi

(
âij(x)

∂uk0
∂xj

)
− uk0(x)

∫
∂G(x)

bk(x, ξ)Mk(x, ξ)dσ

=

∫∫
Y \G(x)

gk(x, ξ)dξ1dξ2 +

∫
∂G(x)

hk(x, ξ)Mk(x, ξ)dσ,

(33)

где

âij(x)=

∫∫
Y \G(x)

2∑
l=1

ail(x, ξ)

(
∂Nj
∂ξl

+ δij

)
dξ1dξ2, δil– символ Кронекера.

Таким образом, усредненная задача имеет вид
∑2
i,j=1

∂
∂xi

(
âij(x)

∂uk0
∂xj

)
−mk(x)uk0(x)=Gk(x) +Hk(x), x∈Ω,

uk0(x) = 0, x∈∂Ω,
(34)

где
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mk(x) =

∫
∂G(x)

bk(x, ξ)Mk(x, ξ)dσ, Gk(x) =

∫∫
Y \G(x)

gk(x, ξ)dξ1dξ2,

Hk(x) = −
∫

∂G(x)

hk(x, ξ)Mk(x, ξ)dσ =

∫
∂G(x)

bk(x, ξ)Lk(x, ξ)dσ.

Справедлива следующая лемма (см. [6]).

Лемма 3.2. Если uε – решение задачи (23), а u0 – решение задачи
(34), то имеет место сходимость

∫
Qε

2∑
i,j=1

aij

(
x,
x

ε

) ∂uε
∂xj
· ∂ψ
∂xi

dxdt+
∑
r∈Υε

+∞∫
0

∫
∂Grε

B
(
x,
x

ε

)
uε · ψ dσdt

−
∑
r∈Υε

+∞∫
0

∫
∂Grε

h
(
x,
x

ε

)
· ψ dσdt−

∫
Qε

g
(
x,
x

ε

)
· ψ dxdt

−→
∫
Q

2∑
i,j=1

âij(x)
∂u0

∂xj
· ∂ψ
∂xi

dxdt

+

∫
Q

V (x)u0 · ψ dxdt−
∫
Q

H(x) · ψ dxdt−
∫
Q

G(x) · ψ dxdt (35)

при ε→ 0.

Следуя результатам работы [26] с учётом замечания 3.2, покажем,
что

(uε,∇)uε −→ (u,∇)u сильно в L2(Q). (36)

Для этого используем оценку

‖(uε,∇)uε−(u,∇)u‖L2(Q) 6 ‖(uε−u,∇)uε‖L2(Q)+‖(u,∇)(uε−u)‖L2(Q)

6 C
(∫
Q

|uε − u|2|∇uε|2dxds
) 1

2

+ C
(∫
Q

|u|2|∇(uε − u)|2dxds
) 1

2
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6 C1

(∫
Q

|∇uε|3dxds
) 1

3
(∫
Q

|uε − u|6dxds
) 1

6

+ C1

(∫
Q

|u|6dxds
) 1

6
(∫
Q

|∇(uε − u)|3dxds
) 1

3

. (37)

В монографии [17] доказано, что траекторные аттракторы Aε и A
уравнений (13) и (18) существуют в более сильном топологическом
пространстве H(2,2,1)

w (Q), где

H(2,2,1)
w (Q) = L2,w

(
R+;

[
W 2

2 (Ω)
]2) ∩{v :

∂v

∂t
∈ L2,w(R+;H)

}
.

Обозначим также

H
(1,1,0)
3,w (Q) = L3,w

(
R+;

[
W 1

3 (Ω)
]2)

.

Поскольку H(2,2,1)(Q) b H(1,1,0)
3 (Q) и H(2,2,1)(Q) b L6(Q), получаем∫

Q

|uε − u|6dxds→ 0,

∫
Q

|∇(uε − u)|3dxds→ 0 (38)

при ε→ 0. При этом мы использовали равномерную ограниченность∫
Q

|∇uε|3dxds 6M.

Таким образом, сходимость (36) доказана.

3.3. Доказательство теоремы 3.1.

Доказательство. Ясно, что (22) влечет (21). Поэтому достаточно до-
казать (22), то есть показать, что для любой окрестности O(K) в Θloc

найдется число ε1 = ε1(O) > 0 такое, что

Kε ⊂ O(K) для всех ε < ε1. (39)

Предположим, что (39) неверно. Тогда найдется окрестность O′(K) в
Θloc, последовательности εk → 0+ (k → ∞) и uεk(·) = uεk(s) ∈ Kεk
такие, что

uεk /∈ O′(K) для всех k ∈ N. (40)
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Последовательность
{
g
(
x, xεn

)}
ограничена в H. Следовательно,

используя интегральное тождество и неравенство Коши-Буняковско-
го, заключаем, что последовательность решений {uεn} ограничена в
Fb. Переходя к подпоследовательности, мы можем предположить, что

uεn → u0 (n→∞) в Θloc.

Утверждается, что u0 ∈ K. Функции uεn(x, t) удовлетворяют урав-
нению

∂uεn
∂t
−

2∑
i,l=1

∂

∂xi

(
ail

(
x,

x

εn

)∂uεn
∂xl

)
+(uεn ,∇)uεn=g

(
x,

x

εn

)
, t∈R, (41)

с условием

∂uεn
∂γ

+B
(
x,

x

εn

)
uεn = h

(
x,

x

εn

)
, x ∈ ∂Gεn ,

и энергетическому неравенству

− 1

2

M∫
−M

‖uεn(·, t)‖2Hψ′(t)dt+ κ1

M∫
−M

‖uεn(·, t)‖2Vψ(t)dt

+
∑
r∈Υεn

M∫
−M

∫
∂Grεn

B
(
x,

x

εn

)
u1
εn(x, t)·ψ(t)dσdt−

∑
r∈Υεn

M∫
−M

∫
∂Grεn

h
(
x,

x

εn

)
·ψ(t)dσdt

6

M∫
−M

(
g
(
x,

x

εn

)
, uεn(x, t)

)
H

ψ(t)dt (42)

при любом M > 0 и для любой функции ψ ∈ C∞0 (] −M,M [), ψ > 0.
Это энергетическое неравенство может быть получено из интеграль-
ного тождества подстановкой решения uεn в качестве пробной функ-
ции, и мы рассматриваем только те решения, которые удовлетворяют
этому неравенству. Кроме того, uεn(x, t) ⇀ u0(x, t) (n → ∞) слабо

в L2(−M,M ;V), ∗-слабо в L∞(−M,M ;H) и
∂uεn(x, t)

∂t
⇀

∂u0(x, t)

∂t
(n → ∞) слабо в L2(−M,M ;H). В силу известной теоремы о ком-
пактности из [25] (точную формулировку для нашего случая смотри
в [21]) мы можем считать, что uεn(x, t) → u0(x, t) (n → ∞) силь-
но в L2(−M,M ;H) и uεn(x, t) → u0(x, t) (n → ∞) при почти всех
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(x, t) ∈ D× (−M,M). В частности, uεn(x, t)→ u0(x, t) (n→∞) сильно
в Θloc

+ = Lloc
2 (R;H).

Теперь, имея в виду лемму 3.2 и сходимость (36), переходим к пре-
делу в (41) и (42) при ε → 0, используя стандартное рассуждение
из [25] (смотри подробное доказательство в [17,21,23]). Следовательно
u0 ∈ K, то есть, u0 – решение (18), удовлетворяющее соответствующе-
му тождеству (42) с внешней силой G(x). В то же время мы уста-
новили, что uεn(x, t) → u0(x, t) (n → ∞) в Θloc

+ и, следовательно,
uεn(x, t) ∈ O′(u0(x, t)) ⊂ O′

(
K
)
при εn � 1. Это противоречит (40).

Теорема доказана. �

Благодарности. Авторы выражают благодарность рецензенту за
внимательное прочтение работы и полезные замечание, которые по-
могли улучшить презентацию результатов.

Список литературы
1. В. А. Марченко, Е. Я. Хруслов, Краевые задачи в областях с мелкозернистой

границей. Киев, Наукова думка (1974).
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A two-dimensional Navier–Stokes system of equations in a porous me-
dium with an anisotropic variable viscosity with rapidly oscillating terms
in the equations and in the boundary conditions, is considered. It is proved
that the trajectory attractors of this system tend in a certain weak topology
to the trajectory attractors of the homogenized Navier–Stokes system of
equations with an additional potential.
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