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§1. Введение

1.1. Обозначения и определения. В работе рассматриваются не-
ориентированные графы без петель и кратных рёбер. Мы будем при-
менять стандартные обозначения.

Множество вершин графа G мы будем обозначать через V (G), а их
количество – через v(G). Множество рёбер графа G мы будем обозна-
чать через E(G).

Для U ⊂ V (G) через G(U) мы будем обозначать индуцированный
подграф графа G на множестве вершин U .

Степень вершины x в графе G мы будем обозначать через dG(x), а
минимальную степень вершины графа G – через δ(G).

Окрестность вершины x в графе G (то есть, множество всех вер-
шин, смежных с x) мы будем обозначать через NG(x).

Через c(G) обозначается количество компонент связности графа G.
Будем говорить, что вершина v ∈ V (G) смежна с множеством U ⊂

V (G), если v /∈ U и существует вершина u ∈ U , смежная с v.

Определение 1. Пусть R ⊂ V (G).
1) Через G−R мы обозначим граф, полученный из G в результате

удаления всех вершин и рёбер из R, а также всех рёбер, инцидентных
вершинам из R.

2) Назовем множество R разделяющим, если граф G−R несвязен.
3) Пусть X 6⊂ R, Y 6⊂ R. Будем говорить, что R разделяет множе-

ства X и Y (или, что то же самое, отделяет множества X и Y друг от
друга), если никакие две вершины vx ∈ X и vy ∈ Y не лежат в одной
компоненте связности графа G−R.

4) Граф G называется k-связным, если v(G) > k и G остается связ-
ным при удалении любого множества из не более чем k − 1 вершины.

Для множества R 6⊂ V (G) пусть G−R = G− (R ∩ V (G)).
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Определение 2. 1) Пусть G,H – два графа с одинаковым числом
вершин. Биекция ϕ : V (G)→ V (H) называется изоморфизмом графов,
если

xy ∈ E(G) ⇐⇒ ϕ(x)ϕ(y) ∈ E(H).

В этом случае мы будем говорить, что графы G и H изоморфны и
обозначать это G ' H.

2) Автоморфизм графа G – это изоморфизм графа G в себя.

Определение 3. Пусть G – граф, V (G) = {v1, . . . , vn}. Тогда D(G) –
это набор графов G− v1, . . . , G− vn.
Замечание 1. 1) Отметим, что в наборе D(G) не обязательно все
графы различны.

2) В этой статье мы постоянно будем иметь дело не с множеством,
а именно с набором объектов. Для удобства мы будем применять в
определении наборов фигурные скобки, принятые обычно при работе
с множествами. Так, например, мы будем писать

D(G) = {D − v : v ∈ V (G)}.
Для наборовM иM′ мы будем использовать обозначениеM\M′

для набора, полученного изM в результате удаления всех графов на-
бораM′.
1.2. История вопроса и основной результат. Одной из наиболее
известных гипотез теории графов является гипотеза о реконструкции
графа, сформулированная Келли [1] и Уламом [3].

Гипотеза. Если графы G и H имеют хотя бы по 3 вершины и D(G) =
D(H), то G ' H.

Сразу же отметим, что по D(G) легко восстановить многие пара-
метры графа, имеющего хотя бы 3 вершины: количество вершин, ко-
личество рёбер, набор степеней вершин, вершинную связность.

Гипотеза достаточно несложно доказывается для несвязных гра-
фов. В 1957 году Келли [1] доказал гипотезу о реконструкции для
деревьев. В 1969 году Бонди [5] доказал гипотезу о реконструкции
для недвусвязных графов без висячих вершин. Наконец, в 1988 году
Йонгжи [6] доказал эту гипотезу для всех недвусвязных графов. Ре-
зультатов для двусвязных графов на настоящий момент нет.

Эта работа – начало исследования о реконструкции графов, имею-
щих вершинную связность 2. Основным результатом является следу-
ющая теорема.
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Теорема 1. Пусть G – двусвязный граф с δ(G) > 3, имеющий такое
двухвершинное разделяющее множество T , что c(G − T ) > 3. Тогда
граф G можно восстановить по D(G).

Отметим, что по D(G) несложно установить, есть ли у графа G
двухвершинное множество T , делящее его хотя бы на 3 компоненты
связности.

Доказательство теоремы 1 использует структуру разбиения дву-
связного графа двухвершинными разделяющими множествами, кото-
рую мы определим в следующем разделе. После этого будет приведено
доказательство ряда лемм и теоремы.

§2. Вспомогательные инструменты

Нам потребуется структура разбиения двусвязного графа 2-вершин-
ными разделяющими множествами. Для наших целей удобнее будет
определить не структуру из книги Татта [4], а в целом аналогичную
структуру – дерево блоков из работы [10]. Начнём с понятия разбиения
графа набором разделяющих множеств, определенного в [8].

2.1. Разбиение графа набором разделяющих множеств. Отме-
тим, что компонента связности в нашей работе – это не максималь-
ный по включению связный подграф, а множество его вершин.

В этом разделе k > 2, а G – k-связный граф. Обозначим через R(G)
множество, состоящее из всех вершинных разделяющих множеств гра-
фа G, а через Rk(G) – множество из всех k-вершинных разделяющих
множеств G.

Определение 4. Пусть S ⊂ R(G).
1) Множество A ⊂ V (G) назовем частью разбиения графа G на-

бором S, если никакие две вершины из A нельзя разделить никаким
множеством из S, но любая другая вершина графа G отделена от мно-
жества A хотя бы одним из множеств набора S.

Множество всех частей разбиения графа G набором S мы будем
обозначать через Part(G;S).

2) Вершины части A ∈ Part(G;S) назовем внутренними, если они
не входят ни в одно из множеств набора S. Множество таких вершин
назовем внутренностью части A и будем обозначать через Int(A).

Вершины, входящие в какие-либо множества набора S, мы будем
называть граничными, а все их множество – границей и обозначать
через Bound(A).
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Нетрудно понять, что если две части Part(G;S) имеют непустое
пересечение, то их пересечение – подмножество одного из множеств
набора S.

Рассмотрим простейший и самый нужный нам пример – разбиение
двусвязного графа G одним множеством S∈R2(G). Пусть Part(G;T )=
{A1, . . . , Ak}. Тогда Int(A1), . . . , Int(Ak) – все компоненты связности
графа G− S, а каждая вершина x ∈ S смежна со всеми этими компо-
нентами (если x не смежна с Int(Ai), то эта компонента выделяется и
одновершинным множеством S \ {x}, что противоречит двусвязности
графа G).

Определение 5. Два множества S, T ∈ Rk(G) называются независи-
мыми, если S не разделяет T и T не разделяет S. В противном случае
мы будем называть эти множества зависимыми.

В работе [7] доказано, что для k-связного графа G и множеств
S, T ∈ Rk(G) возможны два варианта: либо S и T независимы, либо
каждое из них разделяет другое. Доказательство этого факта – очень
простое.

2.2. Разбиение двусвязного графа и его свойства. В этом раз-
деле граф G – двусвязный. Мы процитируем определения и доказан-
ные ранее результаты, которые нам понадобятся, после чего докажем
несколько новых лемм.

Определение 6. 1) Множество S ∈ R2(G) называется одиночным,
если S независимо со всеми остальными множествами из R2(G). Обо-
значим через O(G) набор из всех одиночных множеств графа G.

2) Вместо Part(G;O(G)) мы будем писать просто Part(G), а части
этого разбиения будем называть частями графа G.

Следующая лемма – это одно из утверждений леммы 6 из [10].

Лемма 1. Если S ∈ R2(G;S) – неодиночное множество, то

|Part(G;S)| = 2.

Определение 7. Дерево разбиения двусвязного графа G – это дву-
дольный граф BT(G) с долями O(G) и Part(G). Вершины S ∈ O(G) и
A ∈ Part(G) смежны в BT(G), если и только если S ⊂ A.

Лемма 2. [10, теорема 1] Для двусвязного графа G выполняются
следующие утверждения.
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1) BT(G) – это дерево, все висячие вершины дерева BT(G) соот-
ветствуют частям Part(G).

2) Для каждого множества S ∈ O(G) выполняется dBT(G)(S) =
|Part(G;S)|. Более того, для каждой части A ∈ Part(G;S) существу-
ет ровно одна такая часть B ∈ Part(G), что B ⊂ A и B смежна с S
в BT(G).

3) Множество S∈O(G) разделяет в графе G части B,B′∈Part(G),
если и только если S разделяет B и B′ в BT(G).

Определение 8. Часть A ∈ Part(G) назовем крайней, если она соот-
ветствует висячей вершине дерева разбиения BT(G).

Замечание 2. 1) Если A ∈ Part(G) – крайняя часть, то Bound(A) –
одиночное множество графа G.

2) Внутренности двух различных частей Part(G) не пересекаются.

Определение 9. 1) Обозначим через G′ граф, полученный из дву-
связного графа G добавлением всех отсутствующих в G рёбер множе-
ства {xy : {x, y} ∈ O(G)}.

2) Назовём часть A циклом, если граф G′(A) – простой цикл и 3-бло-
ком, если граф G′(A) трёхсвязен. Если часть A – цикл, то мы будем
называть |A| длиной цикла A.

Лемма 3. [11, лемма 2] Для двусвязного графа G выполняются сле-
дующие утверждения.

1) Каждая часть из Part(G) – либо цикл, либо 3-блок.
2) Если часть A ∈ Part(G) – цикл, то все вершины из Int(A) име-

ют степень 2 в графе G.
3) Пусть A ∈ Part(G) – цикл длины хотя бы 4. Тогда любая па-

ра его несоседних вершин образует неодиночное разделяющее множе-
ство графа G и других неодиночных разделяющих множеств в графе
G нет.

Лемма 4. Если часть A ∈ Part(G) – 3-блок и w ∈ Int(B), то граф
G− w двусвязен.

Доказательство. Вершина w не может входить в одиночные разде-
ляющие множества графа G, так как она – внутренняя вершина части
из Part(G). Вершина w не входит в неодиночные разделяющие мно-
жества графа G по пункту 3 леммы 3. Следовательно, w не входит в
множества из R2(G), а значит, граф G− w двусвязен. �
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Лемма 5. [10, теорема 2]. Пусть G – двусвязный граф без одиночных
множеств. Тогда либо G трёхсвязен, либо G – простой цикл.

Лемма 6. Пусть G – двусвязный граф, S = {a, b} ∈ O(G), а B – объ-
единение нескольких частей Part(G;S). Тогда выполнены следующие
утверждения.

1) Граф G(B) + ab двусвязен.
2) Если T ∈ R2(G(B) + ab), то T ∈ R2(G).
3) Если B – объединение хотя бы двух частей Part(G;S) то граф

G(B) двусвязен.

Доказательство. Утверждения пунктов 1 и 2 – частный случай лем-
мы 3 из [10].

3) Пусть части A1, A2 ∈ Part(G;S) содержатся в B. Тогда для каж-
дого i ∈ {1, 2} существует ab-путь Pi, внутренние вершины которого
лежат в Int(Ai). Понятно, что пути P1 и P2 не имеют общих внут-
ренних вершин, а значит, по теореме Менгера вершины a и b в графе
G(B) нельзя разделить точкой сочленения. Так как по пункту 1 граф
G(B) + ab двусвязен, граф G(B) также двусвязен. �

§3. Максимальные множества

В этом разделе двусвязный граф G удовлетворяет условию теоре-
мы 1.

Определение 10. 1) Будем обозначать через m(G,T ) размер наи-
большей компоненты связности графа G − T (в том числе в случае,
когда наибольших компонент несколько).

2) Пусть

c = max
T∈R2(G)

c(G− T ), T = {T ∈ R2(G) : c(G− T ) = c}.

3) Назовём множество T ∈T максимальным, если m(G,T )>m(G,S)
для любого множества S ∈ T. Обозначим через M подмножество T,
состоящее из всех максимальных множеств. Введем обозначения m =
m(G;T ) и m′ = v(G)−m, где T ∈M.

Замечание 3. 1) Параметры m, m′ и c будут использоваться на про-
тяжении всей статьи. Из условия основной теоремы следует, что c > 3.

2) В силу леммы 1 мы имеем T ⊂ O(G).

Определение 11. Пусть G – двусвязный граф.
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1) Обозначим через Int2(G) множество всех таких вершин x ∈ V (G),
что граф G− x двусвязен.

2) Для U ⊂ V (G) положим Int2(U) = U ∩ Int2(G), а для подграфа
H графа G положим Int2(H) = Int2(V (H)).

Лемма 7. Пусть G – двусвязный граф c δ(G) > 3.Тогда выполнены
следующие утверждения.

1) Int2(G) состоит из всех внутренних вершин 3-блоков графа G.
2) Пусть T ∈ O(G), A ∈ Part(G;T ). Тогда Int2(A) 6= ∅.

Доказательство. 1) Int2(G) состоит из всех вершин x ∈ V (G), не
входящих в множества из R2(G). По лемме 3 это в точности все внут-
ренние вершины 3-блоков графа G.

2) По лемме 2 существует такая крайняя часть B′ ∈ Part(G), что
B′ ⊂ A. Так как δ(G) > 3, часть B – это крайний 3-блок. Теперь
утверждение следует из пункта 1. �

Определение 12. Для множества T ∈M обозначим через AT строго
наибольшую по количеству вершин часть Part(G;T ) (если такая есть).
Обрезок B(G;T ) – это граф G − Int(AT ) (в случае, когда определена
компонента AT ).

Замечание 4. 1) Если в Part(G;T ) несколько частей наибольшего
размера, то часть AT не определена. Если часть AT определена, то
m(G;T ) = |Int(AT )|.

2) Если для множества T ∈ M определен обрезок B(G;T ), то
v(B(G;T )) = m′.

Далее мы будем работать с частями разбиения графа (не обязатель-
но двусвязного) одним двухвершинным разделяющим множеством.

Определение 13. Пусть T ∈ R2(G), а U – объединение нескольких
частей Part(G;T ).

1) Граф G(U) мы будем называть T -графом или T -подграфом гра-
фа G.

2) Положим Int(U) = U \T . Говоря о G(U) как о T -графе, мы будем
применять обозначение Int(G(U)) = Int(U).

Определенный выше обрезок B(G;T ), безусловно, является T -гра-
фом.

Определение 14. Пусть D2(G) = {G − x : x ∈ Int2(G)} и D1(G) =
D(G) \ D2(G).
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Замечание 5. Набор D2(G) состоит из всех двусвязных графов на-
бора D(G), а набор D1(G) – из всех недвусвязных. Таким образом,
несложно разбить D(G) на два набора D2(G) и D1(G).

Лемма 8. Пусть G – двусвязный граф. Тогда по набору D(G) можно
определить параметры c, m и |M|.
Доказательство. Пусть T = {a, b} ∈ R2(G). Тогда граф G − a ∈
D(G) имеет связность 1, вершина b – его точка сочленения. Наоборот,
если b – точка сочленения графа G − a, то {a, b} ∈ R2(G). Очевидно,
c((G− a)− b) = c(G− T ).

Таким образом, по точкам сочленения графа G− a ∈ D1(G) можно
понять, сколько множеств из R2(G) содержит вершину a и на сколько
частей каждое из этих множеств делит граф G. Следовательно, мы
можем найти c – максимальное количество компонент связности графа
G− T .

Граф G− a ∈ D1(G) имеет точку сочеленения b, делящую граф на
c частей, если и только если {a, b} ∈ T. Таким образом, мы можем
определить в D1(G) все те графы G − x, где x – вершина множества
из T.

Для каждой точки сочленения y, которая делит граф G−x ∈ D1(G)
на c частей, мы имеем T = {x, y} ∈ T и знаем размеры всех компонент
связности графа G− T . Таким образом, мы можем узнать m(G,T ), а
значит, и m. Кроме того, мы можем определить все графы G − x ∈
D(G), где x – вершина множества из M.

Более того, мы можем узнать, для какого количества множеств
T ∈ T выполнено m(G,T ) = m. Действительно, каждое множество
T встречается ровно в двух графах G − a ∈ D1(G) и мы можем най-
ти размер наибольшей компоненты связности графа G − T . Остается
посчитать количество ситуаций, когда граф G− a делится точкой со-
членения b на c компонент связности и наибольшая из них имеет m
вершин, и поделить это количество на 2. Таким образом, мы опреде-
лим |M|. �

Далее мы будем работать с графами из D2(G).

Лемма 9. Пусть G – двусвязный граф c δ(G) > 3, T ∈ R2(G), x ∈
Int2(G). Тогда выполнены следующие утверждения.

1) Пусть U1, . . . , Uk – все компоненты связности графа G− T и
x ∈ Int(U1). Тогда T ∈ R2(G − x), причем U2, . . . , Uk – компоненты
связности графа G− x− T .
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2) c(G− T − x) > c(G− T ).
3) Каждая компонента связности графа G − T − x смежна с

обеими вершинами множества T .

Доказательство. 1) и 2) Ввиду δ(G) > 3 мы имеем |Ui| > 2. Тогда
U2, . . . , Uk – компоненты связности графа G − x − T , а непустое мно-
жество U1 \ {x} – объединение нескольких компонент связности.

3) Следует из двусвязности графа G− x. �

Лемма 10. Пусть G – двусвязный граф c δ(G) > 3, множества
T, S ∈ R2(G) независимы, c(G − T ) > 3. Пусть A1, A2 ∈ Part(G;T ),
B ∈ Part(G;S), x ∈ Int2(A1), S ⊂ A2 и T ⊂ B. Тогда граф G(Int(B))−x
связен, а c(G− x− S) = c(G− S).

Доказательство. Пусть T = {a, a′}, а A3, . . . , Ak ∈ Part(G;T ) – ча-
сти, отличные от A1 и A2. Тогда B ⊃ A = A1 ∪A3 ∪ · · · ∪Ak, а значит,
B \S = Int(B) ⊃ Int(A) = A\T . Граф G(Int(B)) связен (это компонен-
та связности графа G − S). Так как множество T = {a, a′} отделяет
Int(A1) от Int(B) \ Int(A1), то либо граф G(Int(B) \ Int(A1)) связен,
либо имеет две компоненты связности, причем одна из них содержит
a, а другая – a′.
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Рис. 1. Разбиение графа G множествами T и S.

Пусть S∩T = ∅. Тогда a, a′ ∈ Int(B). Граф G(Int(A3)) связен, а обе
вершины a и a′ множества T смежны с Int(A3). Следовательно, в этом
случае граф G(Int(B)\ Int(A1)) связен. Если S∩T = {a}, то a /∈ Int(B)
и граф G(Int(B) \ Int(A1)) связен из сказанного выше.

Так как граф G−x двусвязен, каждая компонента связности графа
G(Int(A1) − x) смежна с обеими вершинами множества T , а значит,
смежна с T \ S. Следовательно, граф G(Int(B)) − x связен. В силу
леммы 9 имеем c(G− x− S) = c(G− S). �
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Лемма 11. Пусть G – двусвязный граф, δ(G) > 3, T ∈ M, F ∈
Part(G;T ) – одна из частей наибольшего размера m. Предположим,
что x ∈ Int2(G) \ F и S ∈ R2(G − x) таковы, что m(G − x, S) 6 m.
Тогда S ⊂ F и S ∈ R2(G).

Доказательство. Пусть T = {a, b}, а n1, . . . , nc – размеры всех ком-
понент связности графа G − T , причем nc = m. Тогда ni > 2 для
всех i ∈ {1, . . . , c}. Пусть часть A ∈ Part(G;T ) такова, что Int(A) 3 x
и, скажем, |Int(A)| = n1. По условию, A 6= F . Введем обозначения
H = G− Int(A) и H ′ = H + ab.

По лемме 6 граф H двусвязен. Если граф H−S связен (в частности,
при S 6⊂ V (H)), то

v(H − S) > v(G)− n1 − 2 > n2 + nc > nc + 2 = m+ 2,

а значит, в графе G − x − S есть компонента связности, имеющая не
менее m+ 2 вершин, противоречие. Остаётся случай, когда S ⊂ V (H)
и S ∈ R2(H).

По лемме 6 графH ′ = H+ab двусвязен, а все множества изR2(H
′) –

это лежащие в H множества из R2(G). Предположим, что S /∈ R2(H
′),

но S ∈ R2(H). Тогда c(H − S) = 2, одна компонента связности графа
H − S содержит a, а другая – содержит b (так как при добавлении
ребра ab граф становится связным). Пусть U ⊂ Int(A) – компонента
связности графа G−x−T . Ввиду двусвязности G−x, обе вершины a и b
смежны с U , а значит, в графе G−x существует ab-путь P , внутренние
вершины которого лежат в U . Тогда P не содержит вершин из S, а
значит, граф G− x− S связен, противоречие.

Остается случай, когда S – лежащее в H множество из R2(G). Так
как T – одиночное множество, множества T и S независимы, а значит,
S ⊂ A′, где A′ ∈ Part(G;T ) – часть, отличная от A. Тогда объедине-
ние внутренностей отличных от A′ и A частей Part(G;T ) и непустого
множества T \ S связано как в графе G− x− S, так и в графе G− S.

Если A′ 6= F , то в графе G − x − S есть компонента связности,
имеющая строго больше чем m = |Int(F )| вершин, противоречие. Сле-
довательно, S ⊂ F . �

Лемма 12. При |M| > 2 выполнены следующие утверждения.
1) Для каждого множества T ∈ M определена часть AT (то

есть, часть максимального размера в Part(G;T ) единственна) и об-
резок B(G,T ).
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2) Для любых двух множеств S, T ∈ M выполнено Int(B(G,T )) ∩
Int(B(G,S)) = ∅.

Доказательство. 1) Пусть S ∈ M, S 6= T . Тогда множества S и T
независимы. Следовательно, множество S лежит в одной из частей
A′ ∈ Part(G;T ). Пусть FS ∈ Part(G;S) и FT ∈ Part(G;T ) – части
наибольшего размера. Тогда |FS | = |FT | = m + 2. Если A′ 6= FT , то S
не разделяет V (G) \ A′ ) FT , но тогда в Part(G;S) есть часть, строго
большая чем FT , что не так. Следовательно, S ⊂ FT . Так как это
верно для любой части наибольшего размера из Part(G,T ), такая часть
единственна. Таким образом, определены часть AT и обрезок B(G,T ).

2) Мы доказали, что S ⊂ AT и T ⊂ AS . Тогда S не разделяет
B(G;T ) ⊃ T , откуда ввиду T ⊂ AS следует, что B(G;T ) ⊂ AS . �

Лемма 13. Пусть G– двусвязный граф, δ(G) > 3, T ∈ M, FT ∈
Part(G;T ) – одна из частей наибольшего размераm+2 и x∈ Int2(G)\FT .
Тогда в графе G−x однозначно определяется множество T : это един-
ственное множество c m(G − x, T ) = m и c(G − x − T ) > c. Если
максимальная часть FT единственна (то есть, FT = AT ), то она
определяется в графе G− x.

Доказательство. Пусть T = {a, a′}, A ∈ Part(G;T ), x ∈ Int(A). По
лемме 9 мы имеем T ∈ R2(G − x), причем все отличные от Int(A)
компоненты связности графа G−T – это компоненты связности графа
G − x − T , а c(G − x − T ) > c(G − T ) = c. Наибольшая компонента
связности графа G− T − x имеет ровно m вершин и это Int(FT ).

Предположим, что для множества S ∈ R2(G − x) мы также име-
ем c(G − x − S) > c и m(G − x, S) = m. По лемме 11 тогда S ⊂ FT

и S ∈ R2(G). Пусть FS ∈ Part(G;S) – наибольшая часть (возможно,
не единственная), US = Int(FS). Тогда |US | = m(G;S) > m, а значит,
FS 6⊂ FT . Граф G′ = G− Int(FT ) двусвязен по лемме 6, поэтому, мно-
жество его вершин связано в G − S. Из сказанного выше ясно, что
FS ∩ Int(G′) 6= ∅, но тогда, так как S ⊂ FT , имеем

FS ⊃ V (G′) = V (G) \ Int(FT ) ⊃ Int(A) 3 x

(см. рисунок 2). Поэтому,m=m(G− x, S)6 |Int(FS)|−1 и |Int(FS)|>m.
Следовательно, S /∈ T, то есть c(G− S) < c.

Все компоненты связности графа G − S, кроме FS , лежат в FT и
являются компонентами связности графа G−x−S. По лемме 10 граф
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G(Int(FS)) − x связен, а значит, FS \ {x} – также компонента связно-
сти графа G − S − x. Таким образом, c(G − S − x) = c(G − S) < c,
противоречие. Значит, T – единственное множество с указанными в
условии параметрами. Если FT – единственная максимальная компо-
нента связности графа G− T , то она и есть единственная компонента
связности графа G− T − x c m вершинами. �

 

 

a

a′A FT

 x

T S
FS

Рис. 2. Разбиение графа G множествами T и S.

Лемма 14. Пусть G– двусвязный граф, δ(G) > 3, T ∈ M, FT ∈
Part(G;T ) – единственная часть наибольшего размераm+2 (то есть,
FT = AT ) и x ∈ Int2(G) \FT . Пусть для множества S∈R2(G−x) су-
ществует такой двусвязный S-подграф GS графа G−x, что v(GS)=m

′,
c(GS − S) = c− 1 и m(GS , S) < m. Тогда S ∈M и S 6= T .

Доказательство. В силу леммы 13 мы имеем S 6= T (подграф
B(G,T )− x в качестве GT не годится, так как имеет на одну вершину
меньше, а любой другой T -подграф GT из c−1 части Part(G−x−T ;T )
имеет m(GT , T ) = m). Очевидно,

m(G− x, S) 6 max(|V (G− x) \ V (GS)|,m− 1) =

max(v(G− x)−m′,m− 1) = m− 1.

Следовательно, по лемме 11 мы имеем S ⊂ FT и S ∈ R2(G).
Заметим, что S не разделяет в графе G двусвязный (по лемме 6)

подграф G′ = G− Int(FT ) с v(G′) = m′. Тогда существует такая часть
FS ∈ Part(G;S), что V (G′) ⊂ FS (см. рисунок 2). Так как S 6= T ,
FS\V (G′) содержит хотя бы одну вершину множества S. Значит, |FS | >
v(G′) + 1 = m′ + 1.

Напомним, что x ∈ V (G′) ⊂ FS . По лемме 10 граф G(Int(FS)) − x
связен, а значит, FS \ {x} ∈ Part(G− x;S) и в этой части не менее m′
вершин. Так как GS состоит из m′ вершин и является объединением
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c−1 > 2 частей Part(G−x;S), среди них не может быть части FS \ {x}.
Следовательно, V (GS) ∩ Int(FS) = ∅. Тогда GS – это S-подграф гра-
фа G.

Так как c(GS−S) = c−1, мы имеем c(G−S) > c, а значит, c(G−S) =
c. Вспомним, что v(GS) = m′. Так как Int(FS) = V (G) \ V (GS), мы
имеем |Int(FS)| = v(G)− v(GS) = v(G)−m′ = m, откуда S ∈M. �

Определение 15. Если M = {T} и в G − T нет строго наибольшей
компоненты связности, то положим D′(G) = D2(G).

В остальных случаях для каждого множества из M определен об-
резок и тогда

D′(G) = {G− x : x ∈ Int2(B(G;T )), T ∈M}.

Лемма 15. Пусть G– двусвязный граф, δ(G) > 3. Тогда по D(G)
можно определить набор подграфов D′(G).

Доказательство. В случае, когда M = {T} и часть AT не опреде-
лена, D′(G) = D2(G), а этот набор уже определен. Далее мы счита-
ем, что для каждого T ∈ M часть AT определена. Пусть p = |M| и
A = ∩T∈MInt(AT ).

Итак, нам известен набор D2(G). Для выделения из него D′(G), нам
достаточно научиться отличать граф G− x, где x ∈ Int2(B(G,T )) для
некоторого T ∈M, от графа G− y, где y ∈ Int2(A).

По лемме 14 существует ровно p− 1 множество S ∈ R2(G− x), для
которых G−x имеет такой двусвязный S-подграф GS на m′ вершинах
что c(GS) = c− 1 и m(GS , S) < m.

Докажем, что существует не менее чем p множеств S∈R2(G−y),
для которых G−y имеет такой двусвязный S-подграф GS наm′ верши-
нах, что c(GS) = c− 1 и m(GS , S) < m. Действительно, нам подойдут
все множества S ∈M и S-подграфы B(G,S). Так как y /∈ V (B(G,S)),
двусвязный S-граф GS на m′ вершинах будет подграфом G−y. Таким
образом, мы сможем отличить G− x от G− y. �

Замечание 6. Пусть |M| > 2. Тогда по леммам 13 и 14 в каждом гра-
фе из набора D′(G) мы можем определить множество T , для которого
x ∈ Int(B(G;T )), все остальные множества из M и их обрезки.
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§4. T, S-изоморфизм и T -симметрия. Склеевание графов
по двухвершинному множеству

Определение 16. Пусть H1, H2 – два графа, в которых отмечены
двухвершинные множества T ⊂ V (H1) и S ⊂ V (H2).

Будем говорить, что эти два графа (T, S)-изоморфны, если суще-
ствует такой изоморфизм ϕ : H1 → H2, что ϕ(T ) = S. Обозначение:
H1 'T,S H2.

При T = S будем говорить, что эти графы T -изоморфны и писать
H1 'T H2.

Определение 17. Пусть T ∈ R2(G). T -разложение графа G – это
набор Dec(G,T ) подграфов G(A) для всех A ∈ Part(G;T ), в каждом
из которых отмечены вершины множества T .

Все графы из Dec(G,T ) мы считаем T -графами, соответственно, у
них определена внутренность.

Определение 18. Пусть H – граф, V (H) ⊃ T = {a, b}. Граф H
называется T -симметричным, если существует автоморфизм графа H,
меняющий местами вершины множества T .

Определение 19. Пусть V (H) ⊃ T = {a, b}, причем графH не T -сим-
метричен.

1) Пусть F 'T H, а ϕ : F → H – T -изоморфизм. Будем писать, что
F =

−→
H , если ϕ(a) = a и F =

←−
H , если ϕ(a) = b.

2) Если F =
−→
H и F ′ =

←−
H (или наоброт), то будем говорить, что

графы F и F ′ имеют разную ориентацию. Если F =
−→
H и F ′ =

−→
H

или F =
←−
H и F ′ =

←−
H , то будем говорить, что графы F и F ′ имеют

одинаковую ориентацию.

Замечание 7. Пусть T = {a, b}, F 'T H.
1) Если один из графов F и H является T -симметричным, то и

другой тоже.
2) Пусть F и H не являются T -симметричными. Тогда либо для лю-

бого T -изоморфизма ϕ : F → H выполнено ϕ(a) = a, либо для любого
T -изоморфизма ϕ : F → H выполнено ϕ(a) = b. Таким образом, пункт
2 определения 19 корректен.

Лемма 16. Пусть G′ и G1 – это T -подграфы графа G, причем G′ –
T -симметричен, а G1 – нет. Пусть G′ = {G′−y : y ∈ Int2(G

′)}. Тогда
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суммарное количество T -подграфов вида
−→
G1 у всех графов из G′ равно

суммарному количеству T -подграфов вида
←−
G1 у всех графов из G′.

Доказательство. T -симетричный граф G′ имеет такой автоморфизм
ϕ, что ϕ(a) = b и ϕ(b) = a. Пусть F =

−→
G1 – T -подграф графа G′ − y,

где y ∈ Int2(G
′). Тогда ϕ(y) ∈ Int2(G

′), а ϕ(F ) =
←−
G1 – T -подграф графа

G′ − ϕ(y). �

Определение 20. 1) Пусть G1, G2 – два графа, T = {a, b} ⊂ V (G1),
S = {c, d} ⊂ V (G2), |S| = |T | = 2. Cклеить по множествам T и S
графы G1 и G2 – это отождествить одну из вершин a и b с c, а другую –
с d.

2) Если S = T , то мы будем называть описанную выше операцию
cклееванием по множеству T .

Замечание 8. 1) Существует не более двух способов склеить графы
G1 и G2 по множествам T ⊂ V (G1) и S ⊂ V (G2).

2) Пусть нам известны T -подграф G1 графа G и граф H = G −
Int(G1) (в котором также отмечено множество T ). Тогда (как мини-
мум) одно из двух склеиваний G1 и H по множеству T даёт граф G.

§5. Доказательство теоремы в случае |M| = 1

В силу леммы 8 мы по D(G) можем определить m и |M|. Пусть
нам известно, что |M| = 1, то есть, максимальное множество T един-
ственно. Также нам известно c = c(G − T ) и размеры всех компонент
связности графа G − T – пусть это n1 6 n2 6 . . . 6 nc = m. Введем
обозначения Part(G;T ) = {A1, . . . , Ac}, где Ui = Int(Ai) – компонента
связности графа G−T , |Ui| = ni, Gi = G(Ai), Qi = Int2(Ai) и qi = |Qi|.
Множество Qi непусто по лемме 7.

Определение 21. Если m > nc−1, то часть Ac и компонента Uc –
главные. Если nc−1 = nc = m, то главной части в Part(G,T ) нет.

Напомним, что мы можем по D(G) определять его поднабор

D′(G) = {G− x : x ∈ Qi, часть Ai – не главная}.
Более того, по лемме 13 в каждом графе G − x ∈ D′(G) однозначно
определяется множество T .

Пусть n1 = · · · = ns – минимальный размер компонент связности
графа G − T , а остальные компоненты имеют строго больший раз-
мер, I = {1, . . . , s}. Тогда в D′(G) однозначно определяются все графы
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G− x, где x ∈ ∪i∈IQi: это в точности те графы G − x ∈ D′(G), для
которых граф G− x− T имеет компоненты связности всех размеров
ns+1, . . . , nk и ровно s−1 компоненту связности размера n1. Все такие
графы с отмеченным множеством T в них составляют набор D′1, который
нам понадобится далее.

Формулировки и доказательства всех утверждений этого раздела
используют введенные выше обознаяения и даны в предположении,
что максимальное множество T единственно.

Утверждение 5.1. Можно определить Dec(G,T ).

Доказательство. Рассмотрим любой граф G − x ∈ D′1. В графе
G− x− T есть компоненты связности размеров ns+1, . . . , nc, а осталь-
ные компоненты имеют не более чем по n1 вершин. Таким образом, мы
определим все компоненты Us+1, . . . , Uc, а значит и графыGs+1, . . . , Gc

∈ Dec(G,T ). Остается найти графы G1, . . . , Gs ∈ Dec(G,T ) минималь-
ного размера. Рассмотрим два случая: s > 2 и s = 1.

Утверждение 5.1.1. При s > 2 можно определить Dec(G,T ).

Доказательство. Рассмотрим любой граф G − x ∈ D′1 и любой
T -граф H ∈ Dec(G− x, T ), имеющий n1 + 2 вершин (ему соответству-
ет компонента связности графа G − x − T c n1 вершинами – одна из
s − 1 > 0 таких в графе G − x). Тогда H = Gi, где i ∈ I. И наобо-
рот, каждый граф Gi, где i ∈ I, входит в Dec(G − x, T ) при x ∈ Uj ,
j ∈ I \ {i}.

Проанализируем Dec(G−x, T ) для всех графовG−x ∈ D′1 и выберем
в их T -разложениях максимальное множество графов на n1 + 2 вер-
шинах так, чтобы среди выбранных графов не было T -изоморфных.
Таким образом мы установили все различные (с точностью до T -изо-
морфизма) графы из G1, . . . , Gs.

Остается для каждого из них понять, сколько в Dec(G,T ) есть
T -изоморфных ему графов. Возьмем любой граф на n1 + 2 верши-
нах из Dec(G,T ) – скажем, G1. Если в каждом графе G − x ∈ D′1 все
графы размера n1 + 2 из Dec(G − x, T ) T -изоморфны G1, то вообще
все графы G1, . . . , Gs T -изоморфны G1.

Пусть существует такой граф G−y ∈ D′1, что не все графы размера
n1 + 2 из Dec(G− y, T ) T -изоморфны G1. Тогда среди G2, . . . , Gs есть
графы, не T -изоморфные G1. В этом случае рассмотрим граф G− z ∈
D′1, в котором количество графов из Dec(G− z, T ), T -изоморфных G1
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– наибольшее (пусть оно равно t). Тогда в Dec(G,T ) ровно t графов,
T -изоморфных G1.

Таким образом, при s > 2 мы найдем Dec(G,T ). �

Утверждение 5.1.2. При s = 1 можно определить Dec(G,T ).

Доказательство. В этом случае мы знаем все графы G2, . . . , Gc.
Пусть n2 = · · · = nt, причем t = c или nt < nt+1, а I ′ = {2, . . . , t}.
Объясним, как определить набор D′2 = {G − y : y ∈ Qi, i ∈ I ′}.
Части A2, . . . , At не могут быть главными (даже при t = c). Поэтому,
D′2 ⊂ D′(G). Рассмотрим все графы G− y ∈ D′(G), для которых граф
G− y − T содержит компоненты связности всех размеров nt+1, . . . , nk

и имеет ровно t− 1 компонент связности размера n2. Тогда y ∈ Qi, где
i ∈ I ′. Пусть |D′2| = q.

Рассмотрим T -разложения всех графов G−y ∈ D′2. Уберем из T -раз-
ложений все графы, содержащие не n1 + 2 вершин. Что же могло
остаться в полученном наборе N ? Во-первых, q раз остался T -граф
G1. Во-вторых, остались T -подграфы графов Gi − y, где i ∈ I ′. Нам
известны T -графы G2, . . . , Gt. Для каждого i ∈ I ′ и каждой верши-
ны y ∈ Qi рассмотрим Dec(Gi − y, T ) и определим в этом разложении
все подграфы на n1+2 вершинах. Каждый найденный подграф ровно
один раз включен в набор N , поэтому, нужно его из N исключить.
В результате в N останутся только подграфы G1 и мы этот подграф
определим. �

Таким образом, мы определили Dec(G,T ) во всех случаях. �

Определение 22. 1) Для каждого p ∈ {1, 2, . . . , c} пусть Ip – мно-
жество всех таких индексов i ∈ {1, 2, . . . , c}, что Gi 'T Gp. Назо-
вём множество индексов Ip полным и будем использовать обозначение
sp = |Ip|.

2) Пусть Jp ⊂ {1, . . . , c} – множество всех таких индексов j, что
nj > np.

3) Будем использовать обозначение G′p = ∪i∈IpGi.
4) Пусть G′(Gp) = {G−x : x ∈ Qi, i ∈ Ip} и G(Gp) = {G−Ui : i ∈ Ip}.

Замечание 9. Для каждого j ∈ Ip, очевидно, Ij = Ip. Таким обра-
зом, {1, 2, . . . , c} – объединение непересекающихся полных множеств
индексов.

Утверждение 5.2. Для каждого p ∈ {1, 2, . . . , c} можно определить
набор G′(Gp).
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Доказательство. Пусть Ap – не главная часть. Тогда G′(Gp) – это
набор из всех таких графов G− x ∈ D′(G), что в DecT (G− x) есть все
графы Gj при j ∈ Jp и ровно sp − 1 граф, T -изоморфный Gp.

Пусть Ap – главная часть. Тогда p = c, sc = 1, Ic = {c} и G′(Gc) =
D2(G) \ D′(G). �

Напомним, что I = {1, . . . , s} – множество всех таких индексов p,
что np = |Up| минимален (то есть, np = n1).

Утверждение 5.3. Для каждого p ∈ I можно определить набор
G(Gp).

Доказательство. Пусть G − x ∈ G′(Gp) и, скажем, x ∈ Up. Удалим
из графа G − x вершины всех компонент связности графа G − x − T ,
имеющих менее n1 вершин – очевидно, их объединение есть Up \ {x}.
В результате удаления получится граф G− Up.

Поступим таким образом со всеми графами G − x ∈ G′(Gp). В ре-
зультате для каждого i ∈ Ip граф G− Ui будет получен ровно qp раз.
Так как число qp мы можем определить, можно определить и набор
G(Gp). �

Утверждение 5.4. Если для некоторого p ∈ I граф Gp является
T -симметричным, то можно определить граф G.

Доказательство. Рассмотрим любой граф H ∈ G(Gp). Так как граф
Gp T -симметричен, оба склеивания Gp иH по множеству T дадут один
и тот же граф – искомый граф G. �

Далее можно считать, что среди графов G1, . . . , Gs нет T -симмет-
ричных.

Утверждение 5.5. Если s1 > 3, то можно определить граф G.

Доказательство. В графе G1 можно различить вершины множества
T , которые мы будем обозначать через a и b. Будем называть T -изо-
морфные G1 графы его копиями.

В склейке из нескольких копий G1 могут быть графы двух разных
ориентаций

−→
G1 и

←−
G1 (в графах одной ориентации вершины a склеи-

ваются друг с другом и вершины b склеиваются друг с другом, а в
графах разной ориентации a склеивается с b и b склеивается с a). Мы
можем сказать про две склеенные копии G1, одинаковой или разной
они ориентации.
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Предположим, что α копий G1 в Dec(G,T ) имеет одну ориентацию
(скажем

−→
G1), а α′ = s1 − α – другую ориентацию

←−
G1. Для каждого

i ∈ I1 в Dec(G− Ui, T ) есть s1 − 1 копий графа G1.
Если α, α′ > 1, то в G′(G1) есть граф, в T -разложении которого не

все копии G1 ориентированы одинаково (так как α+α′ = s1 > 3). Если
в T -разложении каждого графа из G(G1) все копии G1 ориентирова-
ны одинаково, то все они одинаково ориентированы и в Dec(G,T ). В
этом случае рассмотрим любой граф H ∈ G(G1) и приклеим к нему
по множеству T еще один граф G1 – в такой же ориентации, как и
остальные.

Далее остается случай, когда α, α′ > 0. Тогда в графах из G(G1)

может быть α − 1 копий
−→
G1 и α′ копий

←−
G1 или α копий

−→
G1 и α′ − 1

копий
←−
G1. В этом случае нужно выбрать такой граф H ∈ G(G1), что

разность между количествами копий G1 разных ориентаций в его T -
разложении максимальна и приклеить к нему по множеству T еще
один граф G1 – в ориентации, отличной от большинства. �

Рассмотрим граф из G(G1) – скажем, G− U1. Существует два спо-
соба склеить графы G1 и G − U1 по множеству T , один из них дает
искомый граф G, пусть второй способ дает граф G∗. Будем говорить,
что G∗ получен из G переворотом графа G1, то есть, заменой подгра-
фа G1 =

−→
G1 на G∗1 =

←−
G1.

Если граф G−U1 является T -симметричным, то G = G∗ и теорема
доказана. Далее считаем, что G − U1 не T -симметричен, тогда в нем
различимы вершины a и b множества T .

Очевидно, T ∈ O(G∗), причем Part(G∗;T ) = Part(G;T ). Поэтому,
каждое множество S ∈ R2(G

∗) независимо с T и является разделяю-
щим множеством либо в G1+ab, либо в G−U1+ab (эти графы двусвяз-
ны по лемме 6). Наоборот, каждое 2-разделяющее множество одного из
этих графов будет разделяющим в G∗. Аналогичное утверждение вер-
но и для графа G. Таким образом, существует биекция между R2(G)
и R2(G

∗) (каждое отличное от T множество S переходит в себя, его
вершины будем именовать так же, как в том из графов G1 и G − U1,
в котором S лежит).

Из сказанного выше понятно, что c(G∗ − S) = c(G − S) и части
Part(G∗, S) имеют такие же размеры, как части Part(G,S). Следова-
тельно, параметры c и m в графе G∗ такие же, как и в G, а T – един-
ственное максимальное множество графа G∗.
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Наша цель состоит в том, чтобы показать, что наборы D(G) и D(G∗)
различны – тогда мы можем по D(G) определить граф G.

Утверждение 5.6. При s1 = 2 можно определить граф G.

Доказательство. Не умаляя общности считаем, что I1={1, 2}. Пусть
H = G− U1 − U2. Рассмотрим два случая.

Утверждение 5.6.1. Если H не T -симметричен, то можно опреде-
лить граф G.

Доказательство. Обозначим вершины T в графе H за c и d, эти
вершины различимы в H. Тогда по G(G1) несложно понять, как к H
приклеивать графы G1 и G2. Если эти графы приклеены к H в разных
ориентациях, то в G(G1) поровну графов, где a склеено с c и где a
склеено c d, а если G1 и G2 приклеены к H в одинаковых ориентациях,
то и вершина a в графах из G(G1) все время склеевается с одной и
той же вершиной из c и d. В этих случаях мы сможем восставновить
граф G. �

Утверждение 5.6.2. Если H T -симметричен, то D(G) 6= D(G∗).
Доказательство. Две копии графа G1 можно склеить друг с дру-
гом двумя способами: пусть это F (T -подграф графа G) и F ∗ (T -под-
граф графа G∗), причем F 6'T F ∗. Пусть N – это набор всех таких
S-подграфов L графов из G′(G3), что L 'S,T F или L 'S,T F ∗ (двух-
вершинное множество S не фиксировано). Аналогично, по графу G∗
определим набор N ∗.

Пусть S-подграф L ∈ N нашли в графе G − y ∈ G′(G3). Если L не
пересекает U1, то L является S-подграфом и в графе G∗ − y. Таким
образом, подграфы из N , не пересекающие U1, и подграфы из N ∗, не
пересекающие U1 – одни и те же. Если S 6= T , то S лежит в одной из
частей Part(G− y;T ) и S-подграф L, очевидно, не может содержать T
(иначе один из графов разложения Dec(L, S) строго больше, чем G1).
Тогда L не пересекает U1, этот случай разобран.

Остается случай, когда S = T и L пересекает U1. Тогда G1 ∈
Dec(L, T ). В каждом G − y ∈ G′(G3) есть T -подграф G(A1 ∪ A2) = F ,
что дает нам ` = |G′(G3)| графов F в N . Аналогично, в N ∗ есть `
графов F ∗.

Откуда еще могут взяться T -подграфы графа G−y ∈ G′(G3), содер-
жащие G1 и изоморфные F или F ∗? Все они содержат T -изоморфные−→
G1 или

←−
G1 T -подграфы графов Gi − y, где i ∈ I3 и y ∈ Int2(Ai). Это в
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точности T -изоморфные
−→
G1 или

←−
G1 T -подграфы графов G′3 − y, где

y ∈ Int2(G
′
3). Так как граф H T -симметричен, граф G′3 также T -

симметричен. Тогда по лемме 16 в G′3 поровну T -подграфов вида
−→
G3

и
←−
G3 (возможно,

−→
G3 =

←−
G3). Значит, в графах G′3 − y, где y ∈ Int2(G

′
3),

поровну подграфов вида
−→
G1 и

←−
G1, что дает нам одинаковый вклад F

и F ∗ в N . Аналогично для набора N ∗.
Таким образом, наборы N и N ∗ различны, что позволяет нам от-

личить D(G) от D(G∗). �

Следовательно, по D(G) можно определить граф G. �

Утверждение 5.7. При s1 = 1 можно определить граф G.

Доказательство. Как мы отметили выше, граф H = G− Int(A1) не
является T -симметричным. Тогда существует такое полное множество
Ip ⊂ {2, . . . , c}, что граф G′p не является T -симметричным. Выберем
Ip так, чтобы np было наибольшим.

На этот раз, мы будем считать подграфы, изоморфные графу, скле-
енному из G1 и Gp по множеству T . Эти два графа можно склеить
двумя разными способами – пусть это F (склееваются

−→
G1 и

−→
Gp или,

что то же самое,
←−
G1 и

←−
Gp) и F ∗ (склееваются

−→
G1 и

←−
Gp или

←−
G1 и

−→
Gp).

Мы разберем два случая.

Утверждение 5.7.1. При |Ip| = 1 выполнено D(G) 6= D(G∗).

Доказательство. В этом случае в Part(G;T ) существует хотя бы од-
на часть кроме A1 и Ap. Значит, существует и полный набор Ij 63 {1, p}.
Если часть Aj – главная, то рассмотрим все графы G − y ∈ G′(Gj), и
в каждом из них все такие S-подграфы L (где S ∈ R2(G − y)), что
L 'S,T F или L 'S,T F ∗. Такие подграфы L образуют набор N .

Если же часть Aj – не главная, то во всех графах из G′(Gj) опреде-
лено множество T . В этом случае рассмотрим все графыG−y ∈ G′(Gj),
и в каждом из них все такие T -подграфы L, что L 'T F или L 'T F ∗.
На этот раз набор N состоит из указанных T -подграфов.

В обоих случаях по графу G∗ аналогично определим наборN ∗. Ана-
логично утверждению 5.6.2, в обоих случаях подграфы из N , не пе-
ресекающие U1, и подграфы из N ∗, не пересекающие U1 – одни и те
же.
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Пусть S 6= T и S-подграф L ∈ N . Это возможно в случае, когда
часть Aj – главная, значит, часть Ap – не наибольшего размера. Мно-
жество S лежит в одной из частей U ∈ Part(G− y;T ). Нас интересует
случай, когда S-подграф L пересекает U1, следовательно, T ⊂ V (L).
Тогда множество вершин одного из графов H ∈ Dec(L, S) содержит T
и все части Part(G− y;T ), кроме U . Если U 6= Ap, то H больше чем Gp

а значит, и больше чем G1, противоречие. Если же U = Ap, то H со-
держит Aj \{y} и A1. Так как в нашем случае Aj – единственная часть
наибольшего размера, и на этот раз v(H) > v(Gp) > v(G1), противо-
речие. Случай, когда в N ∗ есть S-подграф L, где S 6= T , аналогичен.

Остается подсчитать T -подграфы L ∈ N , содержащие U1. Тогда
L = G1 ∪Gp = F (такой подграф ровно один в каждом графе G− y ∈
G′(Gj)) или L = G1 ∪ L′, где L′ 'T Gp – подграф графа G′i − y, где
y ∈ Int2(G

′
i) (подграфы из второго варианта назовем лишними).

Докажем, что среди лишних подграфов поровну тех, что изоморф-
ны F и тех, что изоморфны F ∗. Если nj 6 np, лишних подграфов
просто нет. Если же nj > np, то по выбору p граф G′j является T -
симметричным. Тогда, аналогично рассуждению из утверждения 5.6.2,
в силу леммы 16 в графах вида G′i − y, где y ∈ Int2(G

′
i), поровну

T -подграфов вида
−→
Gp и

←−
Gp. Следовательно, среди лишних подграфов

поровну изоморфных F и изоморфных F ∗.
Таким образом, в N подграфов, изоморфных F , строго больше чем

подграфов, изоморфных F ∗. Аналогично доказывается, что для N ∗
верно обратное. Следовательно, D(G) 6= D(G∗). �

Утверждение 5.7.2. При |Ip| > 2 выполнено D(G) 6= D(G∗).

Доказательство. В нашем случае часть Ap – не главная и во всех
графах из G′(Gp) определено множество T . Пусть N – это набор всех
T -подграфов графов из G′(Gp), T -изоморфных F или F ∗. Аналогично,
по графу G∗ определим набор N ∗.

Как и выше, подграфы из N , не содержащие U1, и подграфы из
N ∗, не содержащие U1 – одни и те же. Посчитаем T -подграфы L ∈ N ,
содержащие U1. Тогда L = G1 ∪ Gi, где i ∈ Ip. Очевидно, граф Gp

не T -симметричен. Можно отличить графы из Dec(G′p, T ) различных
ориентаций друг от друга. В подграфе G′p ∪ G1 графа G ориентацию
множества T задает граф G1. Пусть в G′p ∪ G1 есть α графов

−→
Gp и

α∗ графов
←−
Gp (в ориентации T , заданной графом G1). Так как G′p
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не T -симметричен, α 6= α∗. Не умаляя общности будем считать, что
α > α∗ > 0. Тогда α > 2.

В графе G − y ∈ G′(Gp) может быть α − 1 графов
−→
Gp и α∗ графов

←−
Gp или α графов

−→
Gp и α∗ − 1 граф

←−
Gp (последний случай невозможен

при α∗ = 0). Тогда, просуммировав для всех графов G − y ∈ G′(Gp)

количество ориентаций
−→
Gp и

←−
Gp в Dec(G − y, T ), мы получим строго

больше ориентаций
−→
Gp. Значит, среди содержащих G1 подграфов L ∈

N строго больше T -изоморфных F чем T -изоморфных F ∗.
Так как граф G∗ отличается от G заменой G1 на G∗1, в наборе N ∗ со-

держащих U1 подграфов F ∗ строго больше чем содержащих U1 подгра-
фов F . Следовательно, в наборе N количество подграфов, изоморф-
ных F строго больше чем в N ∗. Таким образом, D(G) 6= D(G∗). �

Во всех случаях мы доказали, что D(G) 6= D(G∗). Следовательно,
по D(G) можно определить граф G. �

На этом разбор случая |M| = 1 закончен.

§6. Доказательство теоремы в случае |M| > 2

Пусть M = {T1, . . . , Tr}, r > 2. По Лемме 12 в этом случае для
каждого множества Ti существует единственная максимальная часть
Ai ∈ Part(G;Ti), ее внутренность Ui = Int(Ai) – максимальная компо-
нента связности графа G− Ti (такая компонента в этом случае един-
ственна по лемме 12) и обрезок Bi = B(G,Ti). Как и раньше, мы
используем обозначения m = |Ui| и m′ = v(Bi).

Мы знаем по лемме 12, что внутренности разных обрезков не пере-
секаются. По лемме 15 мы умеем определять набор

D′(G) = {G− x : x ∈ Int2(Bi), i ∈ {1, . . . , r}}.

Определение 23. Будем называть обрезки Bi и Bj изоморфными,
если Bi 'Ti,Tj Bj .

Утверждение 6.1. Можно определить B1, . . . , Br и в каждом об-
резке Bi выделить множество Ti.

Доказательство. Рассмотрим любой граф граф G − x ∈ D′(G). По
лемме 13 в G−x однозначно определяется множество Ti, для которого
x ∈ Int2(Bi) и максимальная часть Ai. Для любого множества Tj ∈M,
где j 6= i, в силу леммы 12 имеем x ∈ Int(Aj). Тогда граф G − x



О РЕКОНСТРУКЦИИ ГРАФОВ СВЯЗНОСТИ 2 147

имеет двусвязный Tj-подграф Bj с v(Bj) = m′, c(Bj − Tj) = c − 1 и
m(Bj , Tj) < m. По лемме 14 такими свойствами могут обладать только
отличные от Ti множества из M, которые мы, тем самым, определим
в графе G − x. Одновременно с этим окажутся определенными и все
обрезки Bj , где j 6= i (в каждом таком обрезке отметим множество Ti).

Таким образом, проанализировав все графы из D′(G), мы можем
однозначно определить все обрезкиB1, . . . , Br. Действительно, обрезок
Bi встречается (и выделяется, при этом, в нем отмечается множество
Ti) во всех графах G−x ∈ D′(G), где x ∈ ∪j 6=iInt2(Bj). Пусть B(G−y)
– набор всех обрезков, выделяемых в графе G−y (то есть, всех, кроме
Bi, где x ∈ Int2(Bi)), а B – максимальное множество встречающихся в
наборах B(G−y) (где G−y ∈ D′(G)) обрезков, никакие два из которых
не изоморфны (в смысле данного выше определения).

Если |B| = 1, то все обрезки графа G попарно изоморфны и мы их
нашли. Пусть |B| > 2. Тогда рассмотрим такой граф G−x ∈ D′(G), что
в B(G− x) количество изоморфных B1 обрезков максимально – ровно
столько их в графе G. Определив такие количества для всех обрезков
из B, мы найдем все обрезки графа G. �

Определение 24. 1) Для p ∈ {1, . . . , r} пусть I ′p – множество из всех
таких индексов i, что обрезок Bi изоморфен Bp. Назовем множество
индексов I ′p полным. Пусть tp = |I ′p|.

2) Пусть D′(Bp) = {G− y : y ∈ Int2(Bj), j ∈ I ′p}.

Замечание 10. Очевидно, {1, . . . , r} разбивается в объединение по-
парно непересекающихся полных множеств.

Утверждение 6.2. Для каждого обрезка Bp можно определить на-
бор D′(Bp).

Доказательство. Набор D′(Bp) = {G − y : y ∈ Int2(Bj), i ∈ I ′p}
состоит в точности из тех графов набора D′(G), что содержат tp − 1
обрезок, изоморфный Bp (в остальных графах из D′(G) будет по tp
таких обрезков). �

Далее мы будем рассматривать только графы из набора D′(B1).
Пусть Dec(B1, T1) = {G1

1, . . . , G
1
k}, U1

i = Int(G1
i ), ni = |Int(G1

i )| и n1 6
n2 6 . . . 6 nk.

Определение 25. Для ` ∈ {1, . . . , k} определим I` как множество
всех таких индексов j, что G1

j 'T1 G
1
` . Пусть s` = |I`|.

Назовем множество I` B1-полным.
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Понятно, что {1, . . . , k} разбивается в объединение B1-полных мно-
жеств индексов. У всех обрезков Bj , где j ∈ I ′1, будут аналогичные
разбиения Dec(Bj , Tj) = {Gj

1, . . . , G
j
k}, которые можно занумеровать

так, что Gj
i 'Tj ,T1

G1
i , и те же самые Bj-полные множества индексов.

Определение 26. Для p ∈ {1, . . . , k} пусть

G′(p) = {G− y : y ∈ Int2(G
j
i ), j ∈ I

′
1, i ∈ Ip}.

Утверждение 6.3. Для каждого p ∈ {1, . . . , k} можно определить
набор G′(p).

Доказательство. Рассмотрим граф G − y ∈ D′(B1). Пусть, скажем,
y ∈ Int2(Bj), j ∈ I ′1. Тогда в графе G − y однозначно определяется
подграф Bj − y. Мы возьмём граф G− y в G′(p), если и только если в
Dec(Bj − y, T1) есть все графы Gj

i , для которых ni > np и ровно sp− 1
граф, Tj-изоморфный Gj

p. �

Рассмотрим любой граф G− y ∈ G′(1). Пусть, скажем, y ∈ Int2(G
1
1)

(иначе поменяем номера). В графе G−y однозначно определяется мно-
жество T1, графы B1 − y и G(A1). Назовем множество T1 главным в
графе G− y.

Так как Int(G1
1− y) – объединение всех компонент связности графа

G− y − T1, имеющих менее чем n1 вершин, определяется также граф
H1 = G−Int(G1

1). Мы можем склеить двумя способами графы G1
1 и H1

по множеству T1: можно приклеить к H1 граф G1
1 =
−→
G1

1 (тогда полу-
чится искомый граф G), а можно приклеить граф

←−
G1

1 (тогда получится
граф G∗).

Аналогично случаю |M| = 1, существует естественная биекция меж-
ду R2(G) и R2(G

∗), мы будем одинаково называть соответствующие
при этой биекции разделяющие множества. Для каждого множества
S ∈ R2(G) мы имеем |Part(G;S)| = |Part(G∗;S)|, причем размеры мак-
симальных частей совпадают. Поэтому параметры c и m в графе G∗
такие же, как и в G, а M – набор из всех максимальных множеств
графа G∗. Следовательно, обрезки графа G∗ – это B∗1 = B(G∗, T1) (ре-
зультат переворота T1-подграфа G1

1 в графе B1), а также B2, . . . , Br.
(Отметим, что для i ∈ {2, . . . , r} выполнено B(G,Ti) = B(G∗, Ti).)

Нам нужно научиться отличать G от G∗ по имеющимся данным.

Утверждение 6.4. Если невозможно восстановить граф G, то вы-
полнены следующие условия:
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1) граф G1
1 не T1-симметричен;

2) граф H1 не T1-симметричен;
3) s1 = 1;
4) граф B1 − Int(G1

1) T1-симметричен;
5) граф G(A1) не T1-симметричен;

Доказательство. 1) и 2) Если хотя бы один из графов G1
1 и H1

T -симметричен, то G ' G∗.
3) У графа G∗ должен быть тот же набор обрезков, что у G (иначе

мы различим эти два графа). Следовательно, B∗1 'T B1. Аналогично,
если вместо G1

1 мы перевернем любой T1-подграф G1
i , где i ∈ I1, то

обрезок B1 все равно не изменится.
Докажем, что при s1 > 2 такое невозможно. Если все копии G1

1 в
B1 ориентированы одинаково и их хотя бы 2, то переворот G1

1 изменит
граф B1. Если не все копии ориентированы одинаково, то пусть есть
α копий в одной ориентации и α′ в другой, причем α 6 α′. Тогда
перевернем одну из копий графа G1

1 в той ориентации, которых α – в
результате, граф B1 изменится.

4) Если граф B1− Int(G1
1) не T1-симметричен, то в результате пере-

ворота G1
1 обрезок B1 изменится.

5) Вместо G1
1 можно перевернуть весь обрезок B1 и аналогично по-

лучить, что наш граф – один из двух полученных при таком склеива-
нии. Если при этом граф не изменится, теорема доказана. Значит, граф
G в результате изменится, откуда следует, что G− Int(B1) = G(A1) не
T -симметричен. �

Завершим доказательство теоремы в последнем случае. Очевидно,
k = c− 1 > 2. Так как s1 = 1, I2 63 1.

Пусть G−y ∈ G′(2). Не умаляя общности считаем, что y ∈ Int2(B1),
более того, пусть y ∈ Int2(U

1
2 ). Назовем U1

1 малой компонентой графа
G− y.

В графе G − y по лемме 13 определяется главное множество T1 и
главная часть A1 ∈ Part(G;T1). Пусть H = G(A1) = G∗(A1), F =

G1
1 ∪H (это подграф G) и F ∗ =

←−
G1

1 ∪H (это подграф G∗).
Найдем в G−y все такие T1-подграфы L, что L 'T1 F или L 'T1 F

∗.
Все аналогичные подграфы всех графов из G′(2) образуют набор N
(в каждом графе G − y вместо T1 мы берем его главное множество).
Аналогично, по графу G∗ определим набор N ∗.
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Рассмотрим подграф L ∈ N , полученный из графа G − y ∈ G′(2).
Если L не содержит малой компоненты графа G − y, то L является
подграфом и у графа G∗ − y, откуда L ∈ N ∗. Верно и обратное утвер-
ждение. Значит, подграфы, не содержащие малых компонент графов
из G′(2), в которых они выбраны, дают одинаковый вклад в N и в N ∗.

Теперь рассмотрим подграф L ∈ N , полученный из графа G − y ∈
G′(2) и содержащий его малую компоненту. Не умаляя общности будем
считать, что T1 – главное множество G− y.

Мы знаем, что в Dec(L, T1) есть граф, изоморфный H. Так как
A1 ∈ Part(G;T1) – главная часть, H = G(A1). Следовательно, L =
G1

1∪H = F (такой подграф ровно один в каждом графеG−y ∈ G′(Gj)).
Аналогично, в N ∗ все содержащие G∗1 подграфы изоморфны F ∗. Сле-
довательно, в N строго больше подграфов, изоморфных F чем в N ∗.
Это обстоятельство позволяет нам различить графы G и G∗, а значит,
отличить G от G∗ по D(G).

Все случаи разобраны, теорема доказана.
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Karpov D. V. On the reconstruction of graphs of connectivity 2 having
a 2-vertex set dividing this graph into at least 3 parts.

Recall that the deck of a graph G is the collection of subgraphs G − v
for all vertices v of the graph G. Let G be a of a 2-connected graph having
a 2-vertex set dividing this graph into at least 3 parts. We prove that
G is reconstructible by its deck. The proof contains an algorithm of the
reconstruction.
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