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§1. Введение

Настоящая статья написана авторами в память об ушедшем това-
рище и старшем коллеге, Владимире Петровиче Гердте (21.01.1947–
5.01.2021). В. П. Гердт сделал многое для развития и широкого приме-
нения методов компьютерной алгебры [1]. Некоторые из рассматрива-
емых в статье сюжетов неоднократно обсуждались на конференциях
по компьютерной алгебре, в организации которых он принимал дея-
тельное участие.

Развитие методов компьютерной алгебры и облачных вычислений
позволяет эффективно решать многие вычислительные задачи. Сего-
дня доступ к некоторым ресурсам предоставляется бесплатно, что от-
крывает возможность их широкого использования, в частности, в учеб-
ном процессе. При этом не требуется обязательно находиться в спе-
циально оборудованном учебном классе. Примером такого облачного
сервиса служит MathPartner [2,3]. Свободный доступ к нему возможен
по адресам http://mathpar.com/ и http://mathpar.ukma.edu.ua/.

Большой интерес для развития цифровых технологий в образова-
нии вызывают символьные вычисления и оценки вычислительной
сложности [4, 5]. Однако символьные вычисления необходимо допол-
нять численными методами для вычисления специальных функций,
что связано с некоторыми трудностями [6]. В частности, это справед-
ливо при вычислении эллиптических интегралов [7–10]. Они применя-
ются в различных задачах, включая вычисление периода математи-
ческого маятника [7,11], решение задач о тросовых конструкциях [12],
вычисление длин дуг кривых [7,13], объёмов тел [14], свойств пористых
материалов и плотности упаковки [15,16], а также при моделировании
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кривых блеска экзопланет [17]. Решения многих краевых задач мате-
матической физики выражаются через эллиптические интегралы [18].
Так, потенциал простого слоя равномерно заряженного круглого дис-
ка может быть представлен при помощи полного эллиптического ин-
теграла первого рода, [19, стр. 79, 433]. Задачи расчёта магнитного
поля витков с током решаются при помощи полных эллиптических
интегралов первого и второго родов [19, стр. 79, 80, 441]. В частности,
эти вычисления можно выполнить, используя программы для работы
с электронными таблицами [20]. Аналитические формулы для магнит-
ных полей, содержащие эллиптические интегралы, используются как
в вычислительных экспериментах [21], так и при разработке реальных
экспериментальных установок [22]. Ниже приводится пример нестаци-
онарной задачи математической физики, решение которой выражается
с помощью полного эллиптического интеграла первого рода, см. раз-
дел 4. Разнообразие практических приложений полных эллиптических
интегралов позволяет считать разработку и реализацию эффективных
алгоритмов для их вычисления актуальной задачей.

§2. Арифметико-геометрическое среднее

В MathPartner доступно вычисление арифметико-геометрического
среднего двух чисел, обозначаемого через AGM(a, b). Оно было ис-
пользовано Гауссом (Johann Carl Friedrich Gauß). Для положительных
вещественных чисел a и b значение AGM(a, b) вычисляется как пре-
дел каждой из двух последовательностей an+1 = 1

2 (an + bn) и bn+1 =√
anbn, где a0 = a и b0 = b. Каждый раз выбирается положительное

значение корня. Оно обладает свойствами AGM(a, b) = AGM(b, a) и
AGM(a, a) = a. При 0 < x 6 1 функция одной переменной AGM(1, x)
ограничена сверху линейной функцией (x+ 1)/2 и быстро приближа-
ется к ней при x→ 1.

Практическое значение арифметико-геометрического среднего свя-
зано, в частности, с возможностью быстрого вычисления периода ко-
лебаний маятника [7, 11]. Обозначим длину маятника через `, уско-
рение свободного падения через g, а угол максимального отклонения
маятника от положения устойчивого равновесия через θ. Тогда период
колебаний равен

T =
2π

AGM(1, cos(θ/2))

√
`

g
.
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При малых колебаниях θ → 0 период стремится к величине

2π

√
`

g
.

Если же максимальный угол θ стремится к π, то период колебаний
маятника стремится к бесконечности. В пределе маятник будет бес-
конечно долго подниматься, приближаясь к вертикальному положе-
нию. При этом возможны два симметричных случая в зависимости от
того, с какой стороны поднимается маятник. Следовательно, верхнее
положение маятника одновременно служит положением неустойчиво-
го равновесия и предельным положением маятника, движущегося в
одном из двух возможных направлений.

В общем случае AGM(a, b) используется для быстрого вычисления
полного эллиптического интеграла первого рода

I(a, b) =

π/2∫
0

dϕ√
a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ

=
π

2AGM(a, b)
.

В частном случае a = b значение этого интеграла равно π
2a , что со-

ответствует значению AGM(a, a) = a. Доказательство этой формулы
основано на соотношении, найденном Ланденом (John Landen) [23,24]:

I(a, b) = I

(
a+ b

2
,
√
ab

)
.

Для положительных вещественных чисел a и b, которые достаточно
близки друг другу, легко показать квадратичную сходимость последо-
вательности приближений к AGM(a, b). Пусть выполнены неравенства
0 < b < a. Тогда на каждой итерации вычисления AGM(a, b) так-
же выполнены неравенства 0 < bn < bn+1 < an+1 < an и an − bn 6
2−n(a− b), гарантирующие монотонную сходимость. Поскольку функ-
ция AGM(a, b) однородная, достаточно рассмотреть случай, когда на
очередной итерации bn = 1 и an = 1 + ε, где |ε| < 1. На следующей
итерации границы интервала, содержащего значение AGM(a, b), рав-
ны bn+1 = 1 + ε/2 и an+1 =

√
1 + ε = 1 + ε/2 + O(ε2). Ширина этого

интервала ограничена сверху маленьким числом: |an+1−bn+1| = O(ε2).
Следовательно, для произвольно фиксированных положительных ве-
щественных a и b, приближённое вычисление AGM(a, b) с ошибкой не
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выше 2−k, где показатель k > 2, требует выполнения O(log2 k) опера-
ций сложения, умножения, деления и извлечения квадратного корня
над полем вещественных чисел.

Во многих случаях число итераций для достижения разумной точ-
ности может быть выбрано фиксированным и маленьким. Это очень
удобно, поскольку такие вычисления проводятся очень быстро про-
граммой без ветвлений, более того, они могут выполняться маленькой
микросхемой. Также известны быстрые алгоритмы для выполнения
алгебраических операций [25]. Такие ограничения бывают важны для
обработки сигналов в реальном времени, а также для маленьких авто-
номных аппаратов. Но наш пример показывает, что иногда число необ-
ходимых итераций может быть больше. При этом сервис MathPartner
будет работать быстро, но соответствующая программа без ветвлений
должна стать длиннее.

§3. Геометро-гармоническое среднее

Новый вариант – это геометро-гармоническое среднее GHM(a, b),
которое равно пределу каждой из последовательностей

an+1 =
√
anbn,

bn+1 =
2anbn
an + bn

,

где a0 = a и b0 = b. Так же как и в случае арифметико-геометрического
среднего, эта последовательность быстро сходится к пределу для по-
ложительных вещественных значений аргументов.

Арифметико-геометрическое и геометро-гармоническое средние
связаны соотношением AGM(a, b)GHM(a, b) = ab. Поэтому оно так-
же позволяет вычислить значение полного эллиптического интеграла
первого рода. В частности, выполнено равенство

π/2∫
0

dϕ√
1− γ2 sin2 ϕ

=
π

2
GHM

(
1,

1√
1− γ2

)
.

Проверка равенства AGM(a, b)GHM(a, b) = ab для независимо вы-
численных значений AGM(a, b) и GHM(a, b) может служить для кон-
троля ошибки вычисления, поскольку произведение вычисляется лег-
ко, следовательно, мало увеличивает ошибку.



ОБ АЛГОРИТМАХ ВЫЧИСЛЕНИЯ... 9

Хотя вычисления над полем рациональных чисел Q реализованы в
MathPartner, вычисление AGM и GHM происходит над множеством
чисел с плавающей точкой, которое служит алгеброй R с делителями
нуля. В этой алгебре существует машинный нуль MachineEpsilonR –
это наименьшее положительное число. В частности, его квадрат тож-
дественно равен нулю. Однако значение MachineEpsilonR пользова-
тель может указать сам. Но поскольку в этой алгебре есть делители
нуля, вычисления над алгеброй R принципиально отличаются от вы-
числений над полем рациональных чисел Q. Теоретически можно было
бы заменить корни непрерывными дробями [26]. Переходя к подходя-
щим рациональным дробям, можно приблизить AGM и GHM рацио-
нальными функциями. Но в MathPartner это не реализовано.

При реализации вычислений в MathPartner важно, чтобы промежу-
точные вычисления проводились с высокой точностью. Для этого нуж-
но использовать окружение R, задаваемое командой SPACE = R[]. Число
десятичных знаков после запятой, которые выводятся на печать, зада-
ётся константой FLOATPOS. Наименьшее положительное число, которое
отличается от машинного нуля, задаётся константой MachineEpsilonR,
равной по умолчанию 10−29. Константа ACCURACY определяет число
точных десятичных позиций после запятой для чисел в операциях
умножения и деления. По умолчанию она равна 10−5·MachineEpsilonR.
Напротив, вычисления над множеством R64 чисел с плавающей точ-
кой (со стандартной 52-разрядной мантиссой и 11-разрядным полем
для хранения порядка) приводит к быстрому накоплению ошибок.

§4. Пример

В качестве иллюстрации практического значения полных эллипти-
ческих интегралов первого рода мы рассмотрим задачу Коши для вол-
нового уравнения на плоскости, где u = u(t, x) и x ∈ R2: utt = 4u, t > 0;

u(0, x) = 0;
ut(0, x) = f(x).

Решение этой задачи даётся формулой Пуассона [27]:

u(t, x) =
1

2π

∫
|x−y|<t

f(y)√
t2 − |x− y|2

dy.
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Перейдём в полярную систему координат (r, ϕ). Будем считать, что на-
чальный импульс f не зависит от полярного угла ϕ, и для краткости
обозначим начальный импульс через f(r) вместо f(r, ϕ). Тогда реше-
ние также не зависит от полярного угла, u = u(t, r). Пусть f(r) = 0
при r > r0. Формула Пуассона запишется в виде

u(t, R) =
1

2π

r0∫
0

f(r) rdr

2π∫
0

dϕ√
t2 −R2 − r2 + 2Rr cosϕ

при условии, что t2 − R2 − r2 + 2Rr cosϕ > 0, которое выполнено при
всех ϕ ∈ [0, 2π), когда t > r0 +R.

Для вычисления интеграла по углу ϕ можно использовать формулу
π∫

0

dϕ√
t2 −R2 − r2 + 2Rr cosϕ

=
π

AGM
(√

t2 − (R− r)2,
√
t2 − (R+ r)2

) .

§5. Эллиптические интегралы второго рода

Ещё одно среднее – это модифицированное арифметико-геометри-
ческое среднее MAGM – возникает при вычислении эллиптических ин-
тегралов второго рода и длины дуги эллипса с данными полуосями.
Чтобы определить MAGM(a, b), рассмотрим три последовательности
чисел:

an+1 =
an + bn

2
,

bn+1 = cn +
√

(an − cn)(bn − cn),

cn+1 = cn −
√

(an − cn)(bn − cn),

где a0 = a, b0 = b и c0 = 0. Последовательности an и bn монотонные
при условии 0 < b < a. Значение MAGM(a, b) равно числу, принад-
лежащему всем интервалам (bn, an). Длины этих интервалов стремят-
ся к нулю, поэтому MAGM(a, b) равно общему пределу двух последо-
вательностей an и bn. Как и при вычислении AGM(a,b), эти после-
довательности быстро сходятся при условии, что каждое выражение
под знаком квадратного корня равно неотрицательному вещественно-
му числу. Каждый раз выбирается неотрицательное значение корня.
Это позволяет для 0 6 γ < 1 эффективно вычислить значение полного
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эллиптического интеграла второго рода [7, 12,28]:

π/2∫
0

√
1− γ2 sin2 ϕ dϕ =

πMAGM(1, 1− γ2)

2AGM(1,
√

1− γ2)
.

Следовательно, длина эллипса равна

2π
MAGM(a2, b2)

AGM(a, b)
,

где a > 0 и b > 0 обозначают большую и малую полуоси. При a = b
получаем, что длина окружности радиуса a равна 2πa.

Существует другой путь для вычисления полного эллиптическо-
го интеграла второго рода [13]. Положим начальные значения a0 =√

1− γ2, b0 = 1/a0, c0 = 0, r0 = 1 и ρ1 = 1. Рассмотрим последова-
тельности

an+1 =
an + bn

2
,

bn+1 = cn + rn,

cn+1 = cn − rn,

rn+1 =
√

2(an+1 − cn+1)rn,

ρn+1 = ρn
an−1 − cn
an − cn

.

Снова полный эллиптический интеграл второго рода принадлежит
интервалам, длины которых стремятся к нулю, а границы π

2 ρnan и
π
2 ρnan−1 легко вычислить на каждой итерации.

π/2∫
0

√
1− γ2 sin2 ϕ dϕ =

π

2
lim
n→∞

ρnan,

где от параметра γ зависит начальное значение a0.

§6. Вычисление числа π

Известно большое разнообразие методов вычисления числа π. Обыч-
но для вычисления используют быстро сходящиеся степенные ряды
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[29–31]. Однако асимптотические оценки скорости сходимости после-
довательностей частичных сумм линейные. Известны также последо-
вательности, члены которых вычисляются по формулам с вложенны-
ми корнями [32]. Метод Гаусса–Эйлера [33] для вычисления числа π
сводится к вычислению AGM(1,

√
2) и MAGM(1, 2). Здесь соответству-

ющие выражения для приближённых значений AGM и MAGM также
содержат вложенные квадратные корни [7].

π =
(AGM(1,

√
2))2

MAGM(1, 2)− 1
.

Поскольку последовательности выражений с корнями к значе-
ниям AGM и MAGM сходятся с квадратичной скоростью, можно ожи-
дать, что этот метод эффективнее, чем методы, основанные на сходи-
мости степенных рядов. Хотя вычисления в MathPartner с точностью
190 десятичных знаков после запятой не выявили преимущества тако-
го подхода, этот метод предпочтителен для достижения более высокой
точности.

По аналогии с вычислением полных эллиптических интегралов вто-
рого рода, существует ещё один путь вычисления числа π. Полага-
ем начальные члены последовательностей a0 = 2, b0 = 1, c0 = 0,
r0 =

√
2 и ρ1 = 1. И снова определим по индукции an+1 = (an + bn)/2,

bn+1 = cn + rn, cn+1 = cn − rn, rn+1 =
√

2(an+1 − cn+1)rn и

ρn+1 = ρn
an−1 − cn
an − cn

.

Тогда на каждом шаге выполнены неравенства

π− =
2

ρ2n(an−1 − 1)
< π <

2

ρ2n(an − 1)
= π+,

где через π− и π+ обозначены нижняя и верхняя границы интервала,
содержащего число π. Для n = 1 этот интервал широкий π+− π− = 2.
Для n = 2 получим π+ − π− < 0.28, для n = 3 интервал заметно уже
π+ − π− < 10−3, а для n = 4 он ещё уже π+ − π− < 8 · 10−9.

§7. Снова вычисление квадратного корня

Продолжая, можно бы определить арифметико-гармоническое сред-
нее AHM(a, b) как предел каждой из двух последовательностей

an+1 =
an + bn

2
,
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bn+1 =
2anbn
an + bn

,

где a0 = a и b0 = b. Однако для неотрицательных значений аргументов
a > 0 и b > 0 значение AHM(a, b) совпадает со средним геометриче-
ским

√
ab > 0. Действительно, выполнено равенство

√
ab =

√
AH, где

через A и H обозначены среднее арифметическое A = (a+ b)/2 и сред-
нее гармоническое H = 2ab/(a + b), соответственно. Следовательно,
если последовательности an и bn сходятся, то предел равен средне-
му геометрическому. Отметим, что для рациональных чисел a и b все
члены последовательностей an и bn тоже рациональные.

Если же оба аргумента отрицательные a < 0 и b < 0, то последо-
вательность также сходится к отрицательному значению, что соответ-
ствует отрицательному значению корня

√
ab. Так получается новый

метод вычисления квадратного корня, позволяющий получить как по-
ложительное, так и отрицательное значения. Та последовательность,
которая сходится к AHM(a, b) для неотрицательных вещественных чи-
сел, расходится для некоторых значений аргументов. В частности, если
оба аргумента a и b вещественные и противоположных знаков, то чле-
ны последовательностей an+1 и bn+1 тоже вещественные, следователь-
но, эти последовательности не приближают никакое из двух мнимых
значений корня

√
ab.

§8. Заключение

Вычисление арифметико-геометрического среднего AGM(a, b), гео-
метро-гармонического среднего GHM(a, b) и модифицированного
арифметико-геометрического среднего MAGM(a, b) реализовано
в MathPartner. Поэтому сервис MathPartner позволяет решать новые
задачи по геометрии и физике. В частности, новые функции позволяют
вычислять период математического маятника, используя арифметико-
геометрическое среднее, а также длину эллипса. Возможность при-
менения указанных функций для визуализации магнитных и других
физических полей, выражаемых эллиптическими интегралами, пред-
ставляет практический интерес.
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continues périodiques. — Annalles de Mathématiques pures et appliquées 19 (1828–
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Methods for calculating complete elliptic integrals of the first and second
kind and their implementation in the MathPartner computer algebra sys-
tem are considered.
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