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§1. Введение

Предположим, что X – случайная величина, обладающая конеч-
ным моментом четного порядка 2k, а f(t) – ее характеристическая
функция. Тогда g2k(t) = f (2k)(t)/f (2k)(0) снова является характери-
стической функцией. В случае, когда X является положительной (или
отрицательной) случайной величиной, можно рассматривать gk(t) =
f (k)(t)/f (k)(0), когда существует k-ый момент. Возникает простой во-
прос. При каких условиях g2k(t) является безгранично делимой харак-
теристической функцией? Или же когда обе функции f(t) и g2k(t) яв-
ляются безгранично делимыми?1 Ясно, что аналогичный вопрос мож-
но рассматривать не только для фиксированного k, но и для конечного
или бесконечного множества таких чисел. Цель данной публикации –
рассмотреть эти вопросы более подробно и предложить гипотетиче-
ские ответы.

§2. Отрицательные результаты

Начнем с отрицательных результатов.

Теорема 2.1. Пусть f(t) – характеристическая функция случайной
величины X, имеющей симметричное (относительно начала коорди-
нат) распределение. Предположим, что IEX2m < ∞ для целого числа
m > 1. Тогда характеристические функции g2k(t) = f (2k)(t)/f (2k)(0)
(k = 1, . . . ,m) не безгранично делимы.

Доказательство. Рассмотрим случай m = 1. Предположим против-
ное. Если g2(t) безгранично делимая, то она должна быть положи-
тельной на всей прямой. Следовательно, f(t) должна быть вогнутой
на всей прямой. В этой ситуации ее график должен находиться под
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1В 1986 году в беседе с И. В. Островским автору стало известно, что и Иосифа
Владимировича интересовал этот вопрос. На тот момент мы оба считали правдопо-
добной гипотезу, что ответом должна быть характеризация гамма-распределения.
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касательной, проведенной к нему в произвольной точке (to, f(to)). Од-
нако это противоречит ограниченности f(t). Следовательно, g2 имеет
нули и не может быть безгранично делимой.

Аналогичные рассуждения применимы к каждой паре g2k−2(t),
g2k(t) при k = 1, . . . ,m. �

Очевидно, доказательство существенно использует вещественность
симметричной характеристической функции на прямой. Однако факт
остается верным для целых характеристических функций2. Точнее,
имеет место следующий результат.

Теорема 2.2. Пусть f(t) – целая характеристическая функция невы-
рожденного распределения. Никакая пара g2k(t), g2s(t) (0 6 k < s 6 m)
не может состоять из безгранично делимых характеристических
функций.

Доказательство. Утверждение является простым следствием ре-
зультата Тумуры и Клуни (см. [2]). Действительно, если f(t) – це-
лая характеристическая функция, то все g2k – целые функции. Из-
вестно (см., например, [1]), что целая безгранично делимая характе-
ристическая функция не имеет нулей на всей комплексной плоскости.
Из теоремы 3.8 [2] следует, что f(t) = exp(At + B), что противоречит
невырожденности распределения. �

Из теоремы 2.2 следует, что характеристические функции нормаль-
ного и пуассоновского распределений не обладают свойством безгра-
ничной делимости g2k(t).

§3. Положительные примеры

Здесь мы приводим несколько примеров безгранично делимых ха-
рактеристических функций f(t), для которых одна или несколько фун-
кций g2k(t) (k > 0) также являются безгранично делимыми.

Пример 3.1. Главный положительный пример – характеристическая
функция гамма-распределения

f(t) =
1

(1− iat)γ
, a > 0, γ > 0, (3.1)

безгранично делимая при всех значениях параметров. Ясно, что gk(t)
также является характеристической функцией гамма-распределения

2Определения и свойства см. в [1]
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с другим параметром γ и поэтому безгранично делима. Заметим, что
k не должно быть четным числом, если вместо характеристических
функций рассматривать преобразования Лапласа.

Ясно, что f(−t) обладает теми же свойствами, что и f(t). Одна-
ко произведение f(−t)f(t) в силу Теоремы 2.1 такими свойствами не
обладает.

Очевидно, что f(t) является аналитической функцией в полосе
| Im t| < 1/a и может быть аналитически продолжена вне ее, но не
является мероморфной для нецелого γ. Таким же свойством облада-
ет и функция f(−t).

Добавление параметра сдвига в распределение с характеристиче-
ской функцией f(t) не влияет на его безграничную делимость, но ме-
няет вид g2k(t).

Пример 3.2. Предположим теперь, что

f(t) =
exp{ibt}

1− it
, (b > 0) (3.2)

является характеристической функции сдвинутого экспоненциально-
го распределения (частный случай сдвинутого гамма-распределения).
Тогда и f(t), и g2(t) бесконечно делимы.

Доказательство. Определению (3.2) соответствует характеристиче-
ская функция

g2(t) =
eibt(2− 2ib(i+ t)− b2(i+ t)2)

(2 + 2b+ b2)(1 − it)3
. (3.3)

Нам нужно показать, что (3.3) представляет бесконечную делимую ха-
рактеристическую функцию. На первый взгляд это не так, потому что
g2(t) имеет комплексные нули. Однако эти нули находятся вне полосы
аналитичности g2(t), т.е. вне полосы | Im(t)| < 1. Распределения с ха-
рактеристической функцией g2 сосредоточены на полуоси x > b. Для
проверки безграничной делимости g2 воспользуемся представлением
А. Н. Колмогорова логарифма соответствующей характеристической
функции:

log g2(t) = ict+

∞
∫

−∞

(

eitu − 1− itu
)dK(u)

u2
,

где c – вещественная константа, а K(u) – неубывающая ограничен-
ная функция, K(−∞) = 0. Нахождение K(u) основано на обращении
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преобразования Фурье

−
d2

dt2
log g2(t) =

∞
∫

−∞

eitudK(u).

Однако,

−
d2

dt2
log g2(t) = −

3

(i+ t)2
+b2

( 1

(−1 + i+ b(i+ t))2
+

1

(1 + i+ b(i+ t))2

)

.

Обращая преобразование Фурье, находим

dK(x) = e−x
(

3− 2e−x/b cos(x/b)
)

для x > 0

и dK(x) = 0 в остальных случаях. Утверждение следует теперь из
представления Колмогорова. �

Хотя мы рассмотрели случай сдвинутого экспоненциального рас-
пределения, вероятно, то же самое справедливо и для гамма-распре-
деления в общем случае.

Следующий пример связан с характеристической функцией отри-
цательного биномиального распределения

f(t, r, p) =
( p

1− (1 − p)eit

)r

, 0 < p < 1, r > 0. (3.4)

Однако не все значения параметров дают подходящие условия. При-
ведем частный пример.

Пример 3.3. Рассмотрим функцию (3.4) для случая p = 1/2. Она
имеет вид

f(t, r) = (2− eit)−r, r > 0. (3.5)

Соответствующая g2(t, r) равна

g2(t, r) =
eit

(r + 1)(2− eit)r+1
+

e2it

(2 − eit)r+2
.

Для использования представления А. Н. Колмогорова нам понадобит-
ся вторая логарифмическая производная:

−
d2

dt2
log g2(t, r) =

2eit(1 + r)(8 + 4reit + r(1 + r)e2it)

(−2 + eit)2(2 + reit)2

=

∞
∑

k=1

k(2 + r − (−r)k)

2k
eikt.

(3.6)
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Если все коэффициенты последнего ряда неотрицательны, то его сум-
ма соответствует неубывающей функции K. В противном случае g2 не
является безгранично делимой. Ясно, что все коэффициенты неотри-
цательны тогда и только тогда, когда 0 < r 6 1.

Пример 3.3 в частности показывает, что если характеристическая
функция f(t) безгранично делима и g2(t) также безгранично делима,
то это уже может быть неверно для некоторой ее степени s > 1. Дей-
ствительно, достаточно взять функцию из примера 3.3 и s > 1/r. От-
метим, что при r = 1 функция g2(t) дает пример безгранично делимой
характеристической функции, имеющей бесконечно много нулей вне
полосы аналитичности.

Возможно, что утверждение Примера 3.3 остается верным и для
более общего случая произвольных p ∈ (0, 1) и g2k.

Приведем еще один пример.

Пример 3.4. Определим

f(t) = exp
{ 1

1− it
− 1

}

= exp
{ it

1− it

}

.

Очевидно, f(t) – безгранично делимая характеристическая функция.
Соответствующая g2(t) имеет вид

g2(t) =
e−t/(i+t)(2it− 3)

(i+ t)4
.

g2(t) – безгранично делимая характеристическая функция.

Доказательство. Применим представление А. Н. Колмогорова сно-
ва. Как было сказано выше, достаточно определить соответствующую
функцию K(x) по ее преобразованию Фурье:

∞
∫

−∞

eitxK(x) = −
d2

dt2
log g2(t).

Имеем

−
d2

dt2
log g2(t) = −

2i

(i+ t)3
−

4

(i+ t)2
+

4

(3i+ 2t)2
.

Применяя обратное преобразование Фурье, получаем

dK

dx
= xe−3x/2

(

(4 + x)ex/2 − 1
)

при x > 0

и dK(x) = 0 для x < 0. �
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Приведенные примеры показывают, что для того, чтобы g2k была
безгранично делимой, f(t) должна иметь особенности. Как следует из
приведенных примеров, типы их могут быть принципиально разны-
ми. Проблема полного описания соответствующих функций остается
открытой.
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