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О ТОЧНОСТИ БЕЗГРАНИЧНО ДЕЛИМОЙ
АППРОКСИМАЦИИ n-КРАТНЫХ СВЕРТОК
ВЕРОЯТНОСТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

В середине 50-х годов прошлого века А. Н. Колмогоров [22] по-
ставил задачу о точности безгранично делимой аппроксимации рас-
пределений сумм независимых одинаково распределенных случайных
величин. Он доказал, что в смысле равномерного расстояния между
функциями распределения ρ, называемого теперь расстоянием Кол-
могорова, точность аппроксимации можно записать в виде c n−1/5, где
c – некоторая абсолютная постоянная, а n – количество слагаемых.
Оптимальная оценка вида c n−2/3 была получена Т. Араком [2]. Тем
самым,

ϕ(n) = sup
F∈F

ρ(Fn,D) 6 c n−2/3, (1)

где F – совокупность всех одномерных вероятностных распределений,
D ⊂ F – совокупность безгранично делимых распределений, а про-
изведения и степени мер понимаются в смысле свертки: GH = G ∗H ,
Fn = Fn∗, F 0 = E = E0, где Ex – распределение, сосредоточенное в
точке x. Символами c и cj( · ) мы обозначаем (вообще говоря, различ-
ные) положительные абсолютные константы и величины, зависящие
только от аргументов в скобках. Для конкретных распределений F
скорость убывания величины ρ(Fn,D) может быть значительно выше,
чем O(n−2/3). В середине 90-х годов А. Ю. Зайцев [41] сформулировал
гипотезу о том, что для любого одномерного распределения F суще-
ствует зависящая от F величина c(F ), такая что ρ(Fn,D) 6 c(F )n−1

для любого натурального n. Ранее Э. Л. Пресман [33] показал, что
это верно для биномиального распределения, когда распределение F
сосредоточено в двух точках. Для некоторых распределений гипоте-
за была подтверждена в работах Арака [1], Чяканавичюса [5], [6] и
Чяканавичюса и Вана [7].

Ключевые слова: суммы независимых случайных величин, безгранично дели-
мая аппроксимация сверток вероятностных распределений, оценивание точности
аппроксимации, функции концентрации, неравенства.
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Некоторые оптимальные оценки получены в работах А. Ю. Зайце-
ва [39,40] для равномерного расстояния в общем случае. В частности,
удалось получить простые формулировки результатов, из которых од-
новременно вытекают как правильные по порядку оценки точности
безгранично делимой аппроксимации сверток сопровождающими за-
конами, так и весьма общие оценки в центральной предельной теоре-
ме. Применяя эти результаты к конкретным симметричным распреде-
лениям с медленно убывающими степенными хвостами, мы получим
в настоящей работе степенные оценки точности безгранично делимой
аппроксимации распределений сумм n независимых одинаково распре-
деленных случайных величин вида O(n−1+ε) с ε > 0, сколь угодно
близким к нулю.

Функция концентрации вероятностного распределения F определя-
ется формулой

Q(F, λ) = sup
x∈R

{F{[x, x+ λ]}}, λ > 0.

Рассмотрим классический вопрос о скорости убывания Q(Fn, λ) для
фиксированного λ > 0 при n → ∞. Свойства функций концентрации
n-кратных сверток рассмотрены в монографиях [3], [19], [31] и [32]. Из-
вестно, что при фиксированном λ > 0 функция концентрации Q(Fn, λ)
n-кратной свертки невырожденного распределения F убывает не мед-
леннее, чем O(n−1/2). Согласно неравенству Колмогорова–Рогозина
(см. [34]),

Q(Fn, λ) 6
c√

n
(
1−Q(F, λ)

) , (2)

где c – некоторая абсолютная положительная постоянная. Эссеен [10]
уточнил это неравенство, показав, что

Q(Fn, λ) 6
c√

nD(F̃ , λ)
,

где

D(H,λ) =

∞∫

−∞

min
{
x2λ−2, 1

}
H{dx}, H ∈ F, λ > 0.

Обозначение F̃ используется для распределения разности X − Y двух
независимых случайных величин X и Y , каждая из которых имеет
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распределение F = L(X). Дальнейшие уточнения этого неравенства
можно найти, например, в работах [4, 21, 25] и [30].

Мы можем переписать D(H,λ) в виде

D(H,λ) = K(H,λ) +G(H,λ),

где

K(H,λ) = λ−2

∫

|x|6λ

x2 H{dx}, G(H,λ) = H
{
{x : |x| > λ}

}
.

Эссеен [10] показал, что lim
n→∞

√
nQ(Fn, λ) = 0 тогда и только тогда,

когда EX2 = ∞. Различные конкретные оценки Q(Fn, λ), имеющие
порядок o(n−1/2), содержатся в работах [2, 8–11,13–18,26–29] и [37].

В частности, правильный порядок убывания величины Q(Fn, λ) при
дополнительном условии регулярности

lim sup
y→∞

G(F, y)

K(F, y)
< ∞ (3)

был независимо установлен Холлом [18] и Гриффином, Джейном и
Пруиттом [15], которые показали, что

c1(F, λ) 6 an Q(Fn, λ) 6 c2(F, λ) при n > c3(F, λ), (4)

где an – решение уравнения D(F, an) = 1/n. Напомним, что cj(F, λ) –
положительные величины, зависящие только от F и λ.

В совместных работах Ф. Гётце и А. Ю. Зайцева [13] и [14] было,
в частности, получено количественное уточнение результата Эссеена.
Было доказано, что

Q(Fn, λ) 6
c4(F, λ, δ)

n

√
D(F̃ , δ

√
n)

, δ > 0.

Это неравенство уточняет также более ранний результат Л. Н. Моро-
зовой [26], показавшей, что

Q(Fn, λ) 6
c5(F, λ, δ)

n

√
K(F̃ , δ

√
n)

, δ > 0.

Условия, при которых из степенного убывания хвостов функции рас-
пределения случайной величины, принимающей только целые значе-
ния, введем степенные оценки сверху функций концентрации
Q(Fn, λ), исследуются в работах [8,9] и [11]. В последние годы появился
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интерес к условиям быстрого убывания функций концентрации свер-
ток в связи с изучением распределений собственных чисел случайных
матриц (см., например, [12, 35] и [38]).

Эссеен [10] показал также, что если E |X |r < ∞ при некотором r из
интервала 0 < r 6 2, то

Q(Fn, λ) >
c(r)λ

λ+ (nE |X |r)1/r ,

где c(r) – положительная величина, зависящая только от r.
При H ∈ F введем обобщенное распределение Пуассона e(H) ∈ D

равенством

e(H) = e−1
∞∑

m=0

Hm

m!
.

Мы будем использовать следующий результат, полученный
А. Ю. Зайцевым [39].

Теорема 1. Пусть распределения Fi ∈ F представлены в виде

Fi = (1− pi)Ui + pi Vi, (5)

где Ui, Vi ∈ F, i = 1, . . . , n,

0 6 pi 6 1,

∫
xUi{dx} = 0, Ui {{x ∈ R : |x| 6 τ}} = 1, τ > 0, (6)

а Vi – произвольные распределения. Обозначим

p = max
16i6n

pi, F =
n∏

i=1

Fi, D =
n∏

i=1

e(Fi). (7)

Тогда

ρ
(
F, D

)
6 c

(
p+min

{
Q(F, τ), Q(D, τ)

})
. (8)

Теорема 1 уточняет результаты работ [20, 24]. А. Ю. Зайцев [39, 40]
обобшил теорему 1, так что из усовершенствованных формулировок
одновременно вытекают не только теорема 1, но и оптимальные общие
оценки в центральной предельной теореме. С помощью неравенства
Колмогорова–Рогозина (2) для случая одинаковых распределений Fi,
i = 1, . . . , n, из теоремы 1 несложно вывести оценки Колмогорова–Ле
Кама [23,24] с правой частью вида c n−1/3.

Рассмотрим симметричное распределение H , такое что

H{{x : |x| > y}} = 1/yγ
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при всех y > 1 с некоторым γ, 0 < γ < 2. Пусть в условиях теоремы 1
Fi = H , i = 1, . . . , n. Тогда выполнены соотношения (5), (6) при τ > 1
и

pi = p = 1/τγ , i = 1, . . . , n.

Легко проверить, что распределение F = H удовлетворяет условию
регулярности (3). Применяя неравенство (4), получаем, что

Q(Hn, 1) 6 c(H)n−1/γ . (9)

Теперь теорема 1 вместе с неравенством (9) дает оценку

ρ
(
Hn, D

)
6 c

(
p+Q(Hn, τ)

)

6 c(H)
(
τ−γ + τQ(Hn, 1)

)
6 c(H)

(
τ−γ + τ n−1/γ

)
. (10)

Выбирая τ = nα с α = 1
γ(1+γ) , получаем

ρ
(
Hn, D

)
6 c(H)n−1/(γ+1). (11)

Таким образом, для n-кратной свертки Hn конкретного распределе-
ния H теорема 1 дает оценку точности аппроксимации сопровождаю-
щими безгранично делимыми распределениями D порядка n−1+ε, где
ε > 0 может быть сделано сколь угодно малым при достаточно ма-
лом γ. При малом ε порядок оценки может быть лучше, чем в упо-
мянутом выше результате Арака. Заметим также, что полученный ре-
зультат можно рассматривать как уточнение результатов работы [41].

Распределение H принадлежит области притяжения симметрично-
го устойчивого распределения, причем точность аппроксимации рас-
пределения Hn устойчивым безгранично делимым распределением мо-
жет оказаться выше, чем в неравенстве (11) (см., например, [17, 36]).
Ясно также, что из теоремы 1 можно вывести аналоги неравенства (11)
для других распределений из областей притяжения устойчивых рас-
пределений.
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functions. — Astérisque 258 (1999), 425–436.
10. C.-G. Esseen, On the concentration function of a sum of independent random

variables. — Z. Wahrscheinlichkeitstheorie Verw. Geb. 9 (1968), 290–308.
11. A. S. Fainleib, On small values of semi-additive function. — J. Theoret. Probab.

11 (1998), 609–619.
12. O. Friedland, S. Sodin, Bounds on the concentration function in terms of the

Diophantine approximation. — C. R. Math. Acad. Sci. Paris 345, No. 9 (2007),
513–518.

13. F. Götze, A. Yu. Zaitsev, Estimates for the rapid decay of concentration functions

of n-fold convolutions. — J. Theoret. Probab. 11, No. 3 (1998), 715–731.
14. F. Götze, A. Yu. Zaitsev, A multiplicative inequality for concentration functions of

n-fold convolutions. — In: High dimensional probability, II (Seattle, WA, 1999), In:
Progr. Probab., Vol. 47, Boston: Birkhäuser Boston, 2000, pp. 39–47.
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