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§1. Введение

Вероятностный подход к построению решений задачи Коши для си-
стем нелинейных параболических уравнений, которые можно интер-
претировать как системы нелинейных прямых уравнений Колмогоро-
ва, был развит в [1, 2]. В [1] была построена вероятностная модель
решения u(t, y) = (u1(t, y), . . . , ud1

(t, y)) задачи Коши для системы
нелинейных параболических уравнений

∂um

∂t
=

1

2
Tr∇2(Bm[y, u]um)− div (am[y, u]um) + cm[y, u]um,

um(0, y) = u0m(y), (1.1)

с коэффициентами, представляющими собой функционалы от реше-
ния при cm ≡ 0, а в [2] при cm 6= 0. Здесь и ниже используются обо-
значения

Tr∇2(Bm[y, u]um) =

d
∑

i,j,k=1

∂2

∂yi∂yj

(

Aik
m[y, u]Akj

m [y, u]um
)

,

Bm = AmA
∗
m, Aik

m[y, u] =

∫

Rd

(

d1
∑

q=1

Aik
mq(y − x)uq(x)

)

dx.

Мы будем говорить, что построена вероятностная модель решения кра-
евой задачи для нелинейного параболического уравнения или системы,
если получено вероятностное представление этого решения в терминах
некоторых случайных процессов, конструируемых как решения соот-
ветствующих стохастических дифференциальных уравнений (СДУ).

Ключевые слова: стохастические модели, диффузионные процессы с отражени-
ем, задача Скорохода, обобщенные решения задачи Коши–Робина.
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Задачу построения диффузионного процесса с отражением называ-
ют задачей Скорохода, поскольку процессы с отражением были впер-
вые построены в работе Скорохода [3], (см. также [4]).

В работах Шнитмана [5, 6] был построен нелинейный диффузион-
ный процесс с отражением в полупространстве Rd

+ с границей
{y : yd = 0}, генератор которого совпадал с генератором диффузи-
онного процесса, удовлетворяющего СДУ Маккина–Власова. [7, 8].

Напомним, что диффузионный процесс Маккина–Власова – это ре-
шение СДУ

dξ(s) = a[ξ(s), µ(s)]ds +Am(ξm(s), µ(s)]dw(s), ξ(0) = ξ0,

распределение µ(t, dy) = P{ξ(t) ∈ dy) которого удовлетворяет задаче
Коши

∂µ

∂t
=

1

2
Tr∇2(B[y, µ]µ)− div(a[y, µ]µ), (1.2)

µ(0, dy) = µ0(dy)

для консервативного нелинейного параболического уравнения.
Важную роль в конструкции, предлагаемой в этой работе, игра-

ет альтернативный подход к построению диффузионного процесса с
отражением в замкнутой ограниченной области G ⊂ Rd с гладкой гра-
ницей ∂G, предложенный в работе Андерсона и Ори [9]. Этот подход
был использован также в работах Фрейдлина [10, 11] для построения
вероятностной модели решения задачи Коши–Робина (третьей крае-
вой задачи) для линейного параболического уравнения на d-мерном
гладком многообразии с краем.

Еще одна важная составляющая подхода, развиваемого ниже, свя-
зана с идеями и результатами работы [12]. В этой работе для построе-
ния слабого решения задачи Коши для нелинейного неконсервативно-
го скалярного уравнения

∂u

∂t
=

1

2
Tr∇2(B[y, u]u)− div(a[y, u]u) + c[y, u]u,

u(0, y) = u0(y)

были предложены две эквивалентные стохастические модели.
В работе [2] мы построили аналогичные вероятностные модели ре-

шения задачи Коши для системы нелинейных неконсервативных па-
раболических уравнений вида

∂gm

∂t
=

1

2
Tr∇2(Bm[y, ρ ∗ g]gm)− div(am[y, ρ ∗ g]gm) (1.3)
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+cm[y, ρ ∗ g]gm, gm(0, y) = u0m(y),

одна из которых удобна для доказательства существования и един-
ственности искомых случайных процессов, а вторая позволяет устано-
вить связь между построенными случайными процессами и слабыми
решениями задачи Коши–Неймана для рассматриваемой системы па-
раболических уравнений.

Пусть Bm[y, u] = Am[y, u]A∗
m[y, u], Ωm = C([0, T ];Rd) – простран-

ство непрерывных функций на [0, T ] со значениями в Rd, (Ωm,F , P )
– вероятностное пространство и wm(t) ∈ Rd – винеровский процесс,
заданный на этом пространстве.

Первая модель имеет вид

dξm(s)=am(ξm(s), v(s, ξm(s)))ds+Am(ξm(s), v(s, ξm(s)))dwm(s),

ξm(0) = ξ0m,
(1.4)

vm(t, y)=E
γm



ρ(y − ξm(t)) exp







t
∫

0

cm(ξm(s), v(s, ξm(s)))ds









 . (1.5)

Здесь ξ0m – независимые случайные величины с заданным распреде-
лением P (ξ0m ∈ dy) = um0(y)dy, процессы wm(t) независимы, ξ0m и
wm(t) независимы, а γm = L(ξm) – распределение канонического про-
цесса ξm(t) в пространстве Ωm = C([0, T ];Rd).

Вторая модель имеет вид

dξm(t) = am[ξm(t), ρ ∗ µγm ]dt+Am[ξm(t), ρ ∗ µγm ]dwm(t),

ξm(0) = ξ0m,
(1.6)

где меры µγm(t, dy) определены соотношениями
∫

Rd

φ(y)µγm(t, dy)

= E
γm

[

φ(ξm(t)) exp

{∫ t

0

cm[ξm(s), ρ ∗ µ]ds
}]

, (1.7)

справедливыми для всех φ ∈ Cb(R
d) и t ∈ [0, T ]. Здесь γm = L(ξm) –

распределение канонического процесса ξm(t), удовлетворяющего (1.6)
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в пространстве Cd
T . Наконец, функции vm вида (1.5) и gm, удовлетво-

ряющие (1.3), связаны между собой соотношениями

vm(t, y) = [ρ ∗ gm](t, y) =

∫

Rd

ρ(y − x)gm(t, x)dx.

В работе [13] была построена вероятностная модель решения зада-
чи Коши–Неймана для для одномерного скалярного параболического
уравнения.

Цель этой работы – построить вероятностную модель решения за-
дачи Коши–Робина для системы нелинейных неконсервативных пара-
болических уравнений

∂um

∂t
=

1

2
Tr∇2(Bm[y, u]um) + div(am[y, u]u) + cm[y, u]um (1.8)

в ограниченной области G ⊂ Rd с гладкой границей ∂G и заданными
начальными и граничными условиями

um(0, y) = u0m(y), если y ∈ G, и

bm[y, u]∇um(t, y) · α(y) + βm[y, u]um(y) = 0, если y ∈ ∂G. (1.9)

Мы предполагаем, что единичный вектор конормали α(y) y ∈ ∂G име-
ет непрерывные производные до порядка 3 и

bm =
1

2
‖Bn‖, βm[y, u] = (am[y, u]− 1

2
divBm[y, u]) · n(y),

где n – единичный вектор внешней нормали.
Далее статья организована следующим образом. В §2 построены

диффузионные процессы с отражением в областиG = Rd
+. В §3 показа-

но что построенные диффузионные процессы ассоциированы с задачей
Коши–Неймана для (1.8). Кроме того, с использованием процедуры
локализации, построена вероятностная модель задачи Коши–Робина
(1.8), (1.9) в ограниченной области G с гладкой границей ∂G.

§2. Диффузия с отражением в полупространстве

В этом параграфе мы построим вероятностную модель задачи Ко-
ши–Неймана для системы неконсервативных уравнений вида (1.2) в
области G = Rd

+ с границей ∂G = {y : yd = 0}.
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Обозначим CT (X) множество непрерывных функций f на [0, T ] со
значениями в X ⊂ Rd с нормой супремума ‖f‖∞ = sup

t∈[0,T ]

‖f(t)‖ и

CT (Rd) = Cd
T .

Пусть P2(Cd
T ) – пространство вероятностных мер на Cd

T с конечными
моментами второго порядка. Соотношение

W2(γ, γ
′) = inf

π∈Π(γ,γ′)







∫

Cd
T

∫

Cd
T

sup
s6T

‖ξ(s, ω)− ξ(s, ω′)‖2π(dω, dω′)







1
2

(2.1)

определяет метрику Вассерштейна на пространстве P2(Cd
T ). Здесь γ,

γ′ ∈ P2(Cd
T ), Π(γ, γ′) – множество вероятностных мер π(dx, dx′) на

Cd
T ×Cd

T таких, что π(dx, Cd
T ) = γ(dx), π(Cd

T , dy) = γ′(dy), γ, γ′ ∈ P2(Cd
T ).

Для данного t ∈ [0, T ] определим проектор θt : Cd
T → Rd так, что

θt(x) = x(t) и обозначим γt ∈ P2(Cd
T ) маргинальное значение меры

γ ∈ P2(Cd
T ) в момент t ∈ [0, T ].

Обозначим BVT множество функций κ : [0, T ] → Rd, имеющих ко-
нечную полную вариацию

|κ|(t) = sup
∑

j

‖κ(tj)− κ(tj−1)‖,

где супремум берется по всем разбиениям 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T , и
пусть C∞

0 (Rd) – множество вещественных бесконечно дифференциру-
емых функций с компактными носителями из Rd, Ck(Rd) – множество
k-раз дифференцируемых функций, заданных на Rd.

В работе [5] была исследована стохастическая задача Скорохода
в полупространстве Rd

+. В этой работе было доказано существова-
ние пары непрерывных Ft-адаптированных случайных процессов (ξ(t),
k(t)) ∈ Rd

+ ×Rd, удовлетворяющих СДУ с отражением

dξ(s) =

∫

Rd
+

a(ξ(s), y)µs(dy)ds+

∫

Rd
+

A(ξ(s), y)µs(dy)dw(s) − dk(s), (2.2)

ξ(0) = ξ0,

|k|(t) =
t
∫

0

I(ξ(s) ∈ ∂G)d|k|(s), k(t) =

t
∫

0

n(ξ(s))d|k|(s), (2.3)
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где µs(dy) – распределение процесса ξ(s) и случайная величина ξ0 ∈
Rd

+ не зависит от винеровского процесса w(t) ∈ Rd.
Для построения решения задачи Скорохода, связанной с системой

(1.1) при cm 6= 0, нам понадобится дополнительно альтернативная кон-
струкция диффузионных процессов с отражением, предложенная в ра-
боте [9].

Выберем вероятностное пространство (Ω,F , P ), положив
Ω = CT (Ḡ) × CT (R

d
+). Значения ω(t) = (ω1(t), ω2(t)) элемента ω ∈

CT (Ḡ) × CT (R
d
+) в точке t ∈ [0, T ] обозначим (ξ(t), k(t)). В качестве

F = (F1,F2) и Ft = (F1
t ,F2

t ) выберем минимальные σ-алгебры, по-
рожденные множествами {(ξ(s), κ(s)) : 0 6 s 6 T } и {(ξ(s), κ(s)) : 0 6

s 6 t}. Обозначим через P – закон распределения (ξ(·), k(·)) на Ω и
пусть w(t) ∈ Rd – Ft-измеримый винеровский процесс. Построим далее
взаимно однозначное непрерывное отображение Γ : C(Rd) → C(Rd

+),
позволяющее, с помощью соотношения ξ(t) = Γ(ζ(t)), свести изучение
процессов (ξ(t), k(t)) к изучению некоторого диффузионного процесса
ζ(t) во всем пространстве Rd.

Другими словами, это означает, что при правильном выборе продол-
жения коэффициентов с области Ḡ ⊂ Rd на все пространствоRd изуче-
ние задачи Коши–Неймана для линейного параболического уравнения
можно свести к изучению задачи Коши во всем пространстве [11].

Такой подход для нелинейного скалярного параболического урав-
нения в одномерном случае был реализован в нашей предыдущей ра-
боте [13], однако, для построения диффузионных процессов, ассоци-
ированных с системой нелинейных уравнений в многомерном случае,
потребовался дополнительный анализ.

Будем говорить, что выполнено условие C2, если:
1)Aij

m[x, v], ajm[x, v] – равномерно ограниченные вещественные функ-
ции, удовлетворяющие условию Липшица, т.е. существуют такие кон-
станты K,L > 0, что для всех x, x1 ∈ G, v, v1 ∈ Rd1 и i, j ∈ {1, . . . , d}
справедливы оценки

|ajm[x, v]|2 + |Aij
m[x, v]|2 6 K,

|ajm[x, v]− ajm[x1, v1]|2 + |Aij
m[x, v]−Aij

m[x1, v1]|2

6 L(‖x− x1‖2 + ‖v − v1‖2) x1 ∈ G, v1 ∈ R;

2) начальные условия ξ0m ∈ Ḡ = G∪ ∂G – это независимые случай-
ные величины с распределениями u0m(dy), не зависящие от wm(t);
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3) существуют такие положительные константы Lc,Kc, что |cm[x, v)] 6
Kc, |cm[x, v]−cm[y, v1]| 6 Lc[‖x−y‖+‖v−v1‖]; 4) функция ρ : Rd → R+

обладает свойствами

ρ ∈ C∞
0 (Ḡ),

∫

Ḡ

ρ(y)dy = 1.

Мы сохраним термин стохастическая задача Скорохода, для зада-
чи построения случайных процессов ξm(t) ∈ G = Rd

+, κm(t) ∈ Rd
+ и

скалярных функций vm(t, y), t ∈ [0, T ], y ∈ Ḡ, удовлетворяющих сто-
хастической системе

dξm(t) = am[ξm(t), v(t)]dt

+Am[ξm(t), v(t)]dwm(t)− dkm(t), ξm(0) = ξ0m, (2.4)

|km|(t) =
t
∫

0

I(ξm(s) ∈ ∂G)d|km|(s), (2.5)

km(t) =

t
∫

0

α(ξm(s))d|km|(s),

vm(t, y) = E



ρ(y − ξm(t)) exp







t
∫

0

cm[ξm(s), v(s)]ds









 . (2.6)

Перепишем систему (2.6) в виде

vm(t, y) =

∫

Ωm

[

ρ(y − ξm(t, ω))

× exp







t
∫

0

cm[ξm(s, ω), v(s)]ds







Pm(dω)

]

,

(2.7)

где Ωm = Cd × Cd
+ и Pm – совместное распределение процессов ξm(t),

km(t).
Зададим отображение Γ : Cd

T → CT (R
d
+) с помощью следующих

соотношений:

Γ(ζm) = ξm, где ξjm(t) = ζjm(t), j = 1, . . . , d− 1,
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и
ξdm(t) = ζdm(t)− inf

06s6t
(ζdm(s) ∧ 0).

Отображение lm : Cd
T → CT (R) зададим соотношением

Γ(ζm)− ζm = (0, . . . , 0, lm(ζm))

и обозначим Γ(t, ζm) = ξm(t) ∈ Rd
+, lm(t, ζm) = Γ(t, ζm) − ζm(t). При

этом отображение Γ(t, ζm) удовлетворяет оценкам

sup
s6t

‖Γ(s, ζm)− Γ(s, ζ̂m)‖ 6 2 sup
s6t

‖ζm(s)− ζ̂m(s)‖

и
‖Γ(t, ζm)− Γ(s, ζm)‖ 6 ‖ζm(t)− ζm(s)‖.

Рассмотрим далее стохастическую систему относительно процессов
ζm(t) ∈ Rd и функций ṽm(t, z) ∈ R, t ∈ [0, T ], z ∈ Rd,

ζm(t) = ζ0m +

t
∫

0

am[Γ(s, ζm), v(s)]ds,

+

t
∫

0

Am[Γ(s, ζm), v(s)]dwm(s), (2.8)

ṽm(t, z)=E



ρ(Γ(z)−Γ(t, ζm)) exp







t
∫

0

c̃m[Γ(s, ζm(s)), v(s)]ds









 , (2.9)

где ζ0m ∈ Rd – независимые случайные величины с распределениями
µ0m(dy), не зависящие от wm(t), ṽm(t, z) = v(t,Γ(z)). Заметим, что,
несмотря на то, что отображение Av

m(y) = Am[y, v(y)] задано на Rd
+,

отображение Ãv
m = Av

m ◦ Γ задано на Rd.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия C2, матрицы Am невырож-

дены и (ζm(t), ṽm(t, z)) – решение системы (2.8), (2.9). Положим

ξm(t) = Γ(t, ζm),

|km|(t) = lm(t) = Γd(t, ζm)− ζdm(t),

vm(t, ξm(t)) = ṽm(t, ζm).

Тогда процессы ξm(t), km(t) и функции vm(t, y), m = 1, . . . , d1 удовле-

творяют системе (2.4)–(2.6) и это решение единственно.
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Доказательство. По построению ζm(t) – непрерывные процессы с ве-
роятностью 1. Если (ζm(t), ṽm(t, z)), m = 1, . . . d1 удовлетворяют (2.8),
(2.9), то по построению (ξm(t), km(t), vm(t, y)) удовлетворяют (2.4)–
(2.6). Из определения процессов km(t) следует, что процессы km(t) не
убывают и возрастают только на множествах

Km = {t > 0 : ξm(t) ∈ ∂G} = {x ∈ Rd : xd = 0}.
Покажем, что эти множества имеют нулевую меру Лебега. Для этого
достаточно показать, что множества KT

m = Km ∩ [0, T ] имеют нулевую
меру Лебега. Из определения процессов ζm(t) вытекает, что

KT
m = {t ∈ [0, T ] : ζdm(t) = inf

s6t
(ζdm(s) ∧ 0).

Поскольку матрицы Bij
m невырождены, то из теоремы Гирсанова сле-

дует, что мера, индуцированная процессом ζdm(t) в пространстве Cd
T

абсолютно непрерывна относительно меры, индуцированной в Cd
T про-

цессом с нулевым сносом. Таким образом, достаточно рассмотреть слу-
чай adm[y, v] = 0. В этом случае компоненту

ζdm(t) =

t
∫

0

d
∑

j=1

Adj
m[Γ(s, ζm), v(s)]dwj

m(t)

можно преобразовать в винеровский процесс w̄m(t) с помощью невы-
рожденного преобразования времени,

ζdm(t) = w̄m

(

t
∫

0

Bdd
m [Γ(s, ζm), v(s)]ds

)

,

а для винеровского процесса этот факт известен.
Для доказательства единственности предположим обратное, т.е.

предположим, что существует две тройки

(ξm(t), km(t), vm(t, y)) и (ξ̂m(t), k̂m(t), v̂m(t, y)),

удовлетворяющие (2.4)–(2.6), и зададим

ζm = (ζ1m, . . . , ζ
d
m), ζ̂m = (ζ̂1m, . . . , ζ̂

d
m)

соотношениями ζjm = ξjm, j = 1, . . . d − 1, ζdm = ξdm − km(t) и ζ̂jm = ξ̂jm,
j = 1, . . . d − 1, ζ̂dm = ξ̂dm − k̂m. Тогда (ζm, ṽm) и (ζ̂m, ũm) удовле-
творяют (2.8), (2.9) и, в силу единственности решения этой системы,
ζm = ζ̂m, ṽm = ũm. При этом ξj = ξ

j
1, j = 1, . . . , d1 и ξdm(t) + km(t) =
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ξ̂dm(t) + k̂m(t), откуда следует, что ξdm(t)− ξ̂dm(t)=km(t)− k̂m(t)=0, по-
скольку правая часть может убывать только, если ξdm(t) = 0, ξdm(t) 6

ξ̂dm(t). Но ξdm(0) = ξ̂dm(0) и эти процессы непрерывны, следователь-
но, ξdm(t) 6 ξ̂dm(t) всегда. Аналогичные рассуждения показывают, что
ξ̂dm(t) 6 ξdm(t), откуда вытекает, что ξdm(t) = ξ̂dm(t). Наконец, vm(t, y) =

v̂m(t, y), если ξm(t) = ξ̂m(t) и km(t) = k̂m(t).
Существование решения системы (2.8), (2.9) при d1 = 1 было до-

казано в работе [12]. Распространим подход, предложенный в [12] на
случай d1 > 1. Для простоты положим d1 = d > 1.

Пусть Ω =
d1
∏

m=1
Ωm, где Ωm = Cd, ζm(t, ωm) = ωm(t), канонический

процесс на Ωm, Fm=σ{ζm(s) : 06s6T } и Fm
t = σ{ζm(s) : 0 6 s 6 t}.

Обозначим

Q̃m(t, ζm(ωm), β(ωm)) = exp







t
∫

0

c̃m[ζm(s, ωm), ṽ(s)]ds







и рассмотрим систему уравнений (2.8) и

ṽγm(t, z)=

∫

Cd

ρ̃(z − ζm(t))Q̃m(t, ζm(ωm), β(ωm)))γm(dωm), (2.10)

где z ∈ Rd и γm(dωm) – распределение процесса ζm. Пусть γ =
d1
∏

m=1
γm

– мера на Ω. �

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия C2. Для заданной вероят-

ностной меры γ ∈ P2(Ω) существует единственное решение (ζm(t),
ṽγm(t, z)) системы уравнений (2.8), (2.10).

Доказательство. Обозначим Zd1 линейное пространство непрерыв-
ных случайных процессов β(t, ω) ∈ Rd1 , определенных на [0, T ]× Cd и
удовлетворяющих оценке

‖β‖∞,1 = E
γ [ sup

t∈[0,T ]

‖β(t)‖] =
∫

Cd

sup
t∈[0,T ]

‖β(t, ω)‖γ(dω) <∞

и пусть Z1 = C([0, T ]× Cd;R).
Пространство Zd1 – это банахово пространство с нормой ‖β‖∞,1.

Введем на этом пространстве эквивалентную норму ‖β‖N∞,1, N > 0, с
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помощью соотношения

‖β‖N∞,1 = E
γ

[

sup
t∈[0,T ]

e−Nt‖β‖∞,1

]

.

Пусть Φγ = (Φγ
1 , . . . ,Φ

γ
m, . . . ,Φ

γ
d1
) – оператор, действующий из Zd1 в

C([0, T ]×Rd;Rd1), заданный соотношением

Φγ(β)(t, z) =

∫

Ω

ρ̃(z − ζ(t, ω))Q̃(t, ζ(ω), β(ω))γ(dω), (2.11)

если β ∈ Zd1 , компоненты Φγ
m : Zd1 → C([0, T ] × Rd;R) которого

удовлетворяют соотношениям

Φγ
m(β)(t, z) =

∫

Cd

ρ̃(z − ζm(t, ω))Q̃m(t, ζm(ω), β(ω))γm(dω). (2.12)

Пусть

M : C([0, T ]×Rd;Rd1) → Zd1 ,

M(ṽ)(t, ω) = ṽ(t, ω(t)) = (v1(t, ω1(t)), . . . , vd1
(t, ωd1

(t))).

Заметим, что композицияM ◦Φγ действует в пространстве Zd1 и (2.10)
эквивалентно уравнению

ṽ = (Φγ ◦M)(ṽ) (2.13)

или системе

ṽm = Φγ
m ◦Mm(ṽ), m = 1, . . . , d1.

Предположим вначале, что отображение M ◦ Φγ имеет единственную
неподвижную точку β ∈ Cd1

1 , так что β = M ◦ Φγ(β). При этом βm =
(Mm ◦ Φγ

m)(β).
Для доказательства единственности решения уравнения (2.13) пред-

положим обратное, т.е. предположим, что существует два решения ṽ и
ũ уравнения (2.13) так, что ṽm = (Φγ

m ◦Mm)(ṽ) и ũm = (Φγ
m ◦Mm)(ũ).

Обозначим β = M(ṽ) и β1 = M(ũ). Поскольку ṽ = Φγ(β), то β =
M(ṽ) = M(Φγ(β)), и, аналогично, β1 = M(ũ) = M(Φγ(β1)). Напом-
ним, что β и β1 – неподвижные точки отображения M ◦ Φγ , следова-
тельно, β = β1 почти всюду. Остается лишь проверить, что M ◦ Φγ

имеет единственную неподвижную точку.



50 Я. И. БЕЛОПОЛЬСКАЯ

Оценим разность Φγ(β) − Φγ(β1),

‖Φγ(β) − Φγ(β1)‖(t, z) =
(

d1
∑

m=1

|Φγ
m(β)− Φγ

m(β1)|2(t, z)
)

1
2

=
(

d1
∑

m=1

∫

Ωm

ρ̃(z − ζm(t, ω))[Q̃m(t, ζm(ω), β(ω)
)

.

− Q̃m(t, ζm(ω), β1(ω))]γ(dω)|
)

1
2

.

Поскольку ηm(t) = Q̃m(t, ζm(ωm), β(ωm)) удовлетворяет линейному
уравнению

dηm(t) = c̃m(ζm(t), β(t))ηm(t)dt, ηm(0) = 1,

нетрудно проверить справедливость оценки

∫

Ωm

ρ̃(z − ζm(t, ω))[Q̃m(t, ζm(ω), β(ω)) − Q̃m(t, ζm(ω), β1(ω))]γm(dω)

6 Kρe
tKcLc

∫

Cd
T

t
∫

0

|β(s, ω)− β1(s, ω)|dsγm(dω)

6 Kρe
TKcLcE





t
∫

0

eNse−Ns|β(s, ω)− β1(s, ω)|ds





6 Kρe
TKcLcE





t
∫

0

eNs sup
τ6t

e−Nτ |β(τ, ω) − β1(τ, ω)|ds





6 Kρe
TKcLc

eNt − 1

N
E

[

sup
τ6t

e−Nτ |β(τ, ω)− β1(τ, ω)|
]

6 Kρe
TKcLc

eNt − 1

N
‖β − β1‖N∞,1.
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По определению (M ◦ Φγ)m(t, β) = Φγ
m(β)(t, ζm(t)), откуда в

силу свойств функций ρ и cm вытекает оценка

sup
t∈[0,T ]

e−Nt|(M ◦ Φγ)m(t, β)− (M ◦ Φγ)m(t, β1)

= sup
t∈[0,T ]

e−Nt|Φγ(β)m(t, ζm(t)) − Φγ(β1)m(t, ζm(t))|

6 Kρe
TKcLρ

1

N
‖β − β1‖N∞,1.

Вычисляя математическое ожидание, получим оценку

‖(M ◦ Φγ)m(β)(t) − (M ◦ Φγ)m(β1)(t)‖N∞,1 6 Kρe
TKcLρ

1

N
‖β − β1‖N∞,1.

Таким образом,

‖Φγ(β) − Φγ(β1)‖(t, z) 6
(

|
d1
∑

m=1

|Φγ
m(β)− Φγ

m(β1)|2(t, z)
)

1
2

6 d1Kρe
TKcLρ

1

N
‖β − β1‖N∞,1,

откуда вытекает, что отображение M ◦Φγ является сжимающим отоб-
ражением в пространстве (Zd1

1 , ‖·‖N∞,1) для достаточно большого числа
N > d1Kρe

TKcLρ. Cуществование и единственность решения уравне-
ния (2.13) при заданной мере γ ∈ P2(Ω) вытекают из теоремы о сжи-
мающих отображениях в банаховом пространстве.

Оценим далее зависимость от γ процесса ζγ и функции ṽγ(t, z), ком-
поненты ζγm и ṽγm(t, z), которых удовлетворяют (2.8), (2.10).

Заметим, что, если ṽγm удовлетворяет (2.10), и (γm, z) ∈ P2(Cd)×Rd,
то отображение t 7→ ṽγm(t, z) непрерывно. При этом, в силу ограничен-
ности cm и липшицевости ρ, справедлива оценка

sup
(t,z)∈[0,T ]×Rd

|ṽγm(t, z)| 6 Kρ exp(KcT ). (2.14)

�

Лемма 2.3. Пусть выполнено условие C2 и vγ = (vγ1 , . . . , v
γ
d1
) –

функция, компоненты vγm которой удовлетворяют (2.10). Тогда для

любой пары распределений (γ, γ1) ∈ P2(Ω) × P2(Ω) и всех (t, z, z1) ∈
[0, T ]×Rd × Rd справедливы оценки

|ṽγm(t, z)− ṽγ
1

m (t, z1)|2 6 Cρ,c(T )[‖z − z1‖2 +W2
t (γm, γ

1
m)], (2.15)
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где Cρ,c,d1
(T ) – положительная константа.

Доказательство. Пусть (γm, γ
1
m) ∈ P2(Cd)×P2(Cd). Оценим разность

|ṽγm(t, z)− ṽγ1

m (t, z1)|2

6 2|ṽγm(t, z)− ṽγm(t, z1)|2 + |ṽγm(t, z1)− ṽγ1

m (t, z1)|2

= α1 + α2. (2.16)

Для оценки α1 воспользуемся липшицевостью функции ρ̃ и ограни-

ченностью экспонент Q̃m(t, ζm, β) = e

t∫

0

c̃m[ζm(s),β(s)]ds
с ограниченными

показателями c̃m[z, ṽ],

|ṽγm(t, z)− ṽγm(t, z1)|2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Cd

[ρ̃(z − ζm(t, ω))− ρ̃(z1 − ζm(t, ω))] (2.17)

×Q̃m(t, ζm(ω), β(ω)))γm(dω)

∣

∣

∣

∣

∣

2

6 Lρe
tKc‖z − z1‖2.

Для оценки α2 заметим, что в силу неравенства Йенсена

α2 = |ṽγm(t, z1)− ṽγ1

m (t, z1)|2

=
∣

∣

∣

∫

Cd

ρ̃(z1 − ζm(t, ω))Q̃m(t, ζm(ω), β(ω))γm(dω)

−
∫

Cd

ρ̃(z1 − ζm(t, ω1))Q̃m(t, ζm(ω1), β(ω1))γm1(dω1)
∣

∣

∣

2

6

∫

Cd×Cd

∣

∣

∣ρ̃(z1 − ζm(t, ω))Q̃m(t, ζm(ω), β(ω))

− ρ̃(z1 − ζm(t, ω1))Q̃m(t, ζm(ω1), β(ω1))
∣

∣

∣

2

πm(dω, dω1), (2.18)

где πm принадлежит множеству Π(γm, γm1), заданному в (2.1).
Пусть ζ, ζ1 ∈ Cd и β, β1 ∈ Zd1

1 . Тогда

|ρ̃(z − ζm(t))Q̃m(t, ζm, β)− ρ̃(z1 − ζm1(t))Q̃m(t, ζm1, β1)|2

6 2|ρ̃(z − ζm(t))− ρ̃(z1 − ζm1(t))|2|Q̃m(t, ζm, β)|2

+ 2|ρ̃(z1 − ζm1(t))|2|Q̃m(t, ζm, β)− Q̃m(t, ζm1, β1)|2. (2.19)
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Обозначим f =
t
∫

0

c̃m(ζm(s), β(s))ds, g =
t
∫

0

c̃m(ζm1(s), β1(s))ds и вос-

пользуемся оценкой

ef − eg = (f − g)

1
∫

0

eθf+(1−θ)gdθ 6 esup(f,g)|f − g|, ∀f, g ∈ R,

чтобы вывести неравенство

|Q̃m(t, ζm, β)− Q̃m(t, ζm1, β1)|

6 eKct

t
∫

0

|Q̃m(s, ζm(s), β(s)) − Q̃m(s, ζm1(s), β1(s))|ds

6 eKctLc

t
∫

0

[‖ζm(s)− ζm1(s)‖ + |β(s)− β1(s)|]ds. (2.20)

Поскольку функция ρ̃ удовлетворяет условию Липшица, то, используя
оценки (2.14) и (2.20), получим

|ρ̃(z1 − ζm(t))Q̃m(t, ζm, β)− ρ̃(z1 − ζm1(t))Q̃m(t, ζm1, β1)|2

6 2L2
ρe

2tKc‖ζm(t)− ζm1(t)‖2

+ 4tK2
ρL

2
ce

2tKc

t
∫

0

[‖ζm(s)− ζm1(s)‖2 + |β(s)− β1(s)|2]ds

6 C



(1 + t) sup
s6t

‖ζm(s)− ζm1(s)‖2 +
t
∫

0

|β(s)− β1(s)|2ds



 . (2.21)

Подставляя (2.21) в (2.18), получим оценку для α2, откуда, с учетом
оценки (2.17) для α1 и (2.16), получим

|ṽγm(t, z)− ṽγ1

m (t, z1)|2

6 2C(t)

[

‖z − z1‖2 + (1 + t)

∫

Cd×Cd

sup
s6t

‖ζm(s, ω)− ζm(s, ω1)‖2πm(dω, dω1)
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+

∫

Cd×Cd

t
∫

0

d1
∑

q=1

|ṽγq (s, ζm(s, ω))− ṽγ1

q (s, ζm(s, ω1))|2dsπm(dω, dω1)

]

. (2.22)

Из (2.22) вытекает оценка

|ṽγm(t, ζ(t, ω))− ṽγ1

m (t, ζ(t, ω1))|2

6 2C(t)

[

‖ζm(t, ω)− ζm(t, ω1)‖2

+(1 + t)

∫

Cd×Cd

sup
s6t

‖ζm(s, ω)− ζm(s, ω1)‖2πm(dω, dω1)

+

∫

Cd×Cd

t
∫

0

d1
∑

q=1

|ṽγq (s, ζm(s, ω))− ṽγ1

q (s, ζm(s, ω1))|2dsπm(dω, dω1)

]

.

(2.23)

Пусть

α(s) =

∫

Cd×Cd

sup
m

||ṽγm(s, ζm(s, ω))− ṽγ1

m (s, ζm(s, ω1))‖2πm(dω, dω1).

Интегрируя соотношение (2.23) по мере πm, получим

α(t) 6 2d1C(t)

t
∫

0

α(s)ds

+ 2(t+ 2)C(t)

t
∫

0

∫

Cd×Cd

sup
s∈[0,t]

‖ζm(s, ω)− ζm(s, ω1)‖2πm(dω, dω1),

откуда, в силу леммы Гронуолла, следует оценка

α(t) =

∫

Cd×Cd

sup
m

|ṽγm(t, ζm(t, ω))− ṽγ1

m (t, ζm(t, ω1))|2πm(dω, dω1)

62C(t)(t+ 2)e2td1C(t)

∫

Cd×Cd

sup
06s6t

‖ζm(s, ω)− ζm(s, ω1)‖2πm(dω, dω1).
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С учетом последнего неравенства из (2.21) вытекает оценка

|ṽγm(t, z)− ṽγ1

m (t, z1)|2 6 2C(t)

[

‖z − z1‖2

+K(t)

∫

Cd×Cd

sup
06s6t

‖ζm(s, ω)− ζm(s, ω1)‖2πm(dω, dω1)

]

,

где K(t) = 1+ t+(t+2)e2td1C(t). Заметим, что эта оценка справедлива
для любой меры πm ∈ Π(γm, γm1), откуда вытекает, что, вычисляя
инфимум по πm ∈ Π(γm, γm1), мы получим требуемую оценку (2.15).

�

Теорема 2.4. Пусть выполнено условие C2. Тогда существует един-

ственное решение ζγ(t), ṽγ(t, z) системы (2.8), (2.9).

Доказательство. Из леммы 2.3 следует, что

ṽγ(t, z) = (vγ1 (t, z), . . . , v
γ
d1
(t, z))

– липшицева функция, откуда вытекает, что существует единственное
сильное решение ζγ(t) = (ζγ1 (t), . . . , ζ

γ
d1
(t)) системы (2.8). Используя

неравенства Буркхольдера и Йенсена, нетрудно проверить, что суще-
ствует такая константа C, зависящая от d1 и констант в оценках усло-
вия C2, что

E[sup
t6T

‖ζγ(t)‖2] 6 C[1 + E‖ζ0‖2].

Отсюда следует, что распределение L(ζ) процесса ζγ(t) принадлежит
P2(Ω). Рассмотрим отображение K : P2(Ω) → P2(Ω), заданное соот-
ношением K(γ) = L(ζγ), и покажем, что оно является сжимающим
отображением в P2(Ω).

Пусть γ, γ1 ∈ P2(Ω), а ṽγ , ṽγ1 – решения системы (2.8), соответству-
ющие γ и γ1. Из определения метрики Вассерштейна следует, что

W2
T (K(γ),K(γ1)) 6 E[sup

t6T

‖ζ(t)− ζ1(t)‖2]. (2.24)
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Используя оценки (2.15) и (2.24), покажем, что для любого τ ∈ [0, T ]
справедлива оценка

E[sup
t6τ

‖ζ(t)− ζ1(t)‖2]

6





τ
∫

0

E[sup
s6t

‖ζ(s)− ζ1(s)‖2]dt+
τ
∫

0

W2
t (γ, γ1)dt



 (2.25)

с константой C, зависящей от d1 и констант в условии C 2. Применяя
лемму Гронуолла, получим

E
[

sup
t6τ

‖ζ(t)− ζ1(t)‖2
]

6 CeCT

τ
∫

0

W2
s (γ, γ1)ds. (2.26)

Из (2.24) и (2.25), (2.26) следует, что

W2
τ (γ, γ1) 6 CeCT

τ
∫

0

W2
s (γ, γ1)ds. (2.27)

Итерируя оценку (2.27), стандартным образом можно проверить, что
отображение K является сжимающим, что завершает доказательство
теоремы. �

§3. Диффузионные процессы с отражением и

вероятностное представление решения задачи

Коши–Неймана

Для того, чтобы построить диффузионный процесс ξ(t) с отражени-
ем по направлению векторного поля α(x) в замкнутой области Ḡ, вос-
пользуемся процедурой локализации. Мы предполагаем, что G ⊂ Rd

– связное открытое подмножество Rd и Ḡ – его замыкание, имеющее
гладкую границу ∂G.

В окрестности каждой точки x ∈ ∂G существует окрестность U(x),
для которой в соответствующей системе координат векторы α(y) име-
ют вид (0, . . . , 0,−1) для y ∈ ∂G ∩ U(x), граница в этих координатах
задается уравнением xd = 0 и G∩U(x) ⊂ {xd > 0}. Границу ∂G можно
накрыть набором таких окрестностей. При некоторых дополнитель-
ных условиях это позволит построить локализацию рассматриваемой
задачи, т. е. свести решению ряда задач в полупространстве и, как
следствие, получить решение рассматриваемой задачи.
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Обозначим (e1, . . . , ed) ортонорированную систему в Rd, задающую
евклидову координатную систему с координатами x=(x1, . . . , xd). Пусть
U = (U0, U1, . . . , Un) – семейство открытых подмножеств в Ḡ таких,
что Ḡ = ∪N

q=0Uq и для каждого из множеств Uq ∈ U задано отобра-
жение φq : Uq → Rd, сопоставляющее точке y ∈ Uq ее координаты
φq(y) = (φ1q(y), . . . , φ

d
q(y)).

Мы будем говорить, что выполнено условие C 3, если:
а) координатная система, соответствующая U0 ⊂ G, совпадает с за-

данной координатной системой в Rd и для окрестности Uq ∈ U , q > 1
координатное отображение φq : Uq → Rd взаимно однозначно и два-
жды дифференцируемо. Пересечение Uq и ∂G не пусто и

Uq ∩ ∂G={y ∈ Uq : φdq(y) = 0}, Uq ∩G = {y ∈ Uq : φ
d
q(y) > 0}.

б) Существует положительная константа r0 и для каждой точки y ∈
Uq существует такое неотрицательное целое число r(y) ∈ {1, . . . , N},
что все такие точки z ∈ G, что ‖z − y‖ 6 r0, принадлежат Ur(y).

При этом в окрестности каждой точки x ∈ ∂G существует такая
окрестность Uq(x) ∈ U и соответствующая ей координатная система, в
которой векторы α(y), y ∈ ∂G∩U(x) имеют вид (0, . . . , 0,−1), граница
∂G задается уравнением xd = 0 и G ∩ Uq(x) ⊂ {xd > 0}.

Пусть искомый процесс ξξ0(t) стартует из точки ξ0 ∈ G, и удовле-
творяет системе вида

ξ0m(t) =ξ0m+

t
∫

0

am[ξ0m(s), v0(s)]ds+

t
∫

0

Am[ξ0m(s), v0(s)]dwm(s), (3.1)

v0m(t, y) = E



ρ(y − ξ0m(t)) exp







t
∫

0

cm[ξ0m(s), v0(s)]ds









 , (3.2)

записанной в заданной системе координат пространства Rd. Существо-
вание и единственность решения системы (3.1), (3.2) в рассматривае-
мых условиях вытекают из результатов работы [2]. Процесс ξξ0(t) опре-
делим как решение (3.1), (3.2) до момента τ1 попадания в множество
G ∩ Ur(ξ0), т.е. ξξ0(t) = ξ0ξ0(t) для 0 6 t 6 τ1.
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Пусть ξ1m(τ1) = ξ0m(τ1) ∈ G ∩ Uj , j = 1, . . . , n. Построим новые слу-
чайные процессы ξ1m(t) = φj(ξ

1
m(t)) ∈ φj(Uj), удовлетворяющие до мо-

мента τ2 попадания в множество G ∩ Ur(x1
m) системе вида

ξ1m(t)+k1m(t)=ξ1m+

t
∫

0

am[ξ1m(s), v1(s)]ds+

t
∫

0

Am[ξ1m(s), v1(s)]dwm(s),

(3.3)

|k1m|(t) =
t
∫

0

I(ξ1m(s) ∈ ∂G)d|k1m|(s),

k1m(t) =

t
∫

0

α(ξ1m(s))d|k1m|(s), (3.4)

v1m(t, y) =E



ρ(y−ξ1m(t)) exp







t
∫

0

cm[ξ1m(s), v1(s)]ds









 , (3.5)

где ξ1m = ξ0m(τ0). Таким образом, случайный процесс ξ1m(t) стартует из
точки x1m = ξ0m(τ1) ∈ Uj , j = r(ξ1m(τ1)) и определен до момента τ2 вы-
хода из окрестности радиуса r0 точки x1m. Далее мы построим процесс
ξ2m(t), стартующий из точки x2m = ξ1m(τ2) ∈ Uj и удовлетворяющий си-
стеме (3.3)–(3.5) до момента τ3 выхода процесса ξ2m(t) = (φj)

−1(ξφ
j

m (t))
из окрестности радиуса r0 точки x2m, τ2 6 t < τ3. Продолжая эту
процедуру мы построим интересующий нас процесс, задав его соотно-
шениями ξnm(t) = (φj)

−1(ξn−1
m (t)), если τn 6 t 6 τn+1.

Реализуя эту процедуру, мы получим, что, если r(x) = 0, то гра-
ница не играет роли, и процессы ξm(t) можно построить так, как это
описано в работе [13]. Если r(x) = q ∈ {1, . . . , n}, то координатное
отображение φq ассоциированное с Uq, отображает рассматриваемую
задачу в соответствующую задачу в полупространстве с нормальным
отражением, рассмотренную в предыдущем параграфе. В результате
в локальных координатах φq мы получим диффузионный процесс с
отражением вдоль нормали в полупространстве Rd

+ . Применяя отоб-
ражение обратное к φq, мы определим процесс ξm(t) на интервале
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0 6 t < τ1, где τ1 – момент первого выхода процесс ξm(t) из окрестно-
сти радиуса r0 точки x0(τ0). Этот процесс будет удовлетворять си-
стеме (3.1) –(3.3), где |km|(t) – локальное время, проведенное про-
цессом ξm(t) на границе. Повторяя эту процедуру, мы зададим про-
цессы ξm(t) на всем интервале [0, T ] соотношениями ξm(t) = ξθm(t),
km(t) = kθm(t), vm(t, y) = vθm(t, y), если τθ 6 t 6 τθ+1 6 T, θ = 1, 2, . . . .

Заметим, что такой выбор U позволяет, по крайней мере локаль-
но, свести решение рассматриваемой задачи к построению процесса в
полупространстве с отражением в направлении n(y) = −ed.

При переходе от координатной системы (Uq, φq) к координатной си-
стеме (Ur, φr), q, r = 1, . . . , n коэффициенты Am, am в уравнении (3.1)
при x ∈ Uq ∩ Ur преобразуются по следующему правилу

(Bij
m)φr (xφr ) =

∑

k,l

(Bkl
m)φq (xφq )

∂x
φr

i

∂x
φq

k

∂x
φr

j

∂x
φq

l

,

(aim)φr (xφr ) =
∑

k,l

(Bkl
m)

φq

kl (x
φq

i )
∂2x

φr

i

∂x
φq

l ∂x
φq

k

+
∑

k

akm(xφq )
∂x

φr

i

∂x
φq

k

,

и, в силу свойств координатных отображений, остаются гладкими и
ограниченными.

Как следует из результатов работы [2] это гарантирует существо-
вание и единственность решения системы вида (3.3)–(3.5) в любой
окрестности Uq. При этом ξm(t) - строго марковские процессы с ге-
нераторами вида

Am(u) =
1

2
TrBm[y, u]∇2 + am[y, u] · ∇.

Используя описанную выше конструкцию, мы установим следующий
результат.

Теорема 3.1. Пусть выполнено условиe C3. Тогда существует един-

ственное решение (ξm(t), km(t), um(t, y)) системы (3.3)–(3.5) в ограни-

ченной области G с границей ∂G.

Доказательство. Существование и единственность требуемого про-
цесса вытекает из существования единственного локального решения
системы (3.3)–(3.5) и описанной выше процедуры продолжения.
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Установим связь между решением системы (3.3)–(3.5) и решением
задачи Коши–Неймана в области G

∂um(t, y)

∂t
=

1

2
Tr∇2[(Bm[y, ρ ∗ u(t)]um(t, y)]

+∇ · (am[y, ρ ∗ u(t)]um) + cm[y, ρ ∗ u(t)]um(t, y),

um(0, y) = u0m(y), y ∈ G, (3.6)

bm[y, u(t)]∇um(t, y) · α(y) + βm[y, u]um(t, y) = 0, y ∈ ∂G, (3.7)

где α – поле конормалей и βm[y, u] = (am[y, u]− 1
2 divBm[y, u]) · n(y).

Векторное поле α = (α1, . . . , αd) называют конормальным, если

αk = − 1
M

d
∑

j=1

Bkjnj , где n(y) внешняя нормаль к границе и M - норми-

рующая константа. Известно, что конормаль обладает замечательным
свойством: для k 6= d компоненты Bdk обращаются в 0 в координатной
системе, в которой ось ed направлена вдоль конормали, а e1, . . . , ed−1

лежат в гиперплоскости, касательной к ∂G в точке y ∈ ∂G.
Покажем, вначале, что функции f ∈ C2(Rd), для которых спра-

ведливо соотношение ∇f · n|x∈∂G 6= 0, не принадлежат области опре-
деления генераторов Am(u). Применяя формулу Ито и стандартные
оценки, не трудно оценить разность

∣

∣E[f(ξm(t)) − f(x)]
∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

E

[1

2

d
∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
∆iξm(t)∆jξm(t) +

d
∑

i=1

∂f(x)

∂xi
∆iξm(t)

]

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∂f(x)

∂xd
E∆dξm(t)

∣

∣

∣+O(t).

Здесь ∆iξm(t) = ξim(t)− ξim(0). По построению процесса ξm(t)

|∆dξm(t)| =
∣

∣

∣

t
∫

0

d
∑

j=1

Adj
m[ξm(τ), u(τ)]dwj

m(τ) +

t
∫

0

adm[ξm(τ), u(τ)]dτ
∣

∣

∣
,

и, следовательно,
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E|∆dξm(t)| = E

∣

∣

∣

t
∫

0

d
∑

j=1

Adj [x, u(τ)]dwj
m(τ)

+

t
∫

0

d
∑

j=1

(

Adj
m[ξm(τ), u(τ)] −Adj

m[x, u(τ)]
)

dwj
m(τ)

∣

∣

∣ +O(t)

> E

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

d
∑

j=1

Adj
m[x, u(τ)]dwj

m(τ)

∣

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

d
∑

j=1

(

Adj
m[ξm(τ), u(τ)]

−Adj
m[x, u(τ)]

)

dwj
m(τ)

∣

∣

∣

∣

∣

+O(t) > Am

√
t+O(t),

поскольку

E

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

d
∑

j=1

Adj
m[ξm(τ), u(τ)] −Adj

m[x, u(τ)]dwj
m(τ)

∣

∣

∣

∣

∣

6 L

√

√

√

√

√

t
∫

0

E‖ξm(τ) − x‖2dτ 6 LK

√

√

√

√

√

t
∫

0

τdτ +O(t).

Из полученных оценок следует, что не существует ограниченного пре-
дела

lim
t→0

Ef(ξm(t)) − f(x)

t

и, следовательно, функция f ∈ C2(Rd), для которой

∇f · n|x∈∂G 6= 0

не принадлежит области определения производящего оператора Am

процесса ξm(t).
Далее нам понадобится ряд дополнительных обозначений. Пусть

Hk(G), H−k(G) - пространство, двойственное к Hk(G). Пространства
векторнозначных функций будем обозначать соответственно
Hk(G,Rd1), Hk

0 (G;R
d1), H−k(G,Rd1) и использовать обозначения

〈φ, u〉 =
∫

G

φ(y) · u(y)dy, ∀φ ∈ Hk(G;Rd1), u ∈ H−k(G;Rd1).
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Обозначим S(Rd) – пространство Шварца быстро убывающих беско-
нечно дифференцируемых функций и S ′(Rd) – двойственное простран-
ство обобщенных функций.

Функцию u(y) = (u1(y), . . . , ud1
(y)) называют слабым решением за-

дачи Коши–Неймана (3.6), (3.7), если для любой функции φ∈C2
0 (G;R

d1)
справедливо интегральное тождество

∂

∂s
〈φ, u(s)〉 + 1

2
〈A[y, ρ ∗ u(s)]∇φ,A[y, ρ ∗ u(s)]∇u(s)〉

+ 〈∇φ, a[y, ρ ∗ u(s)]u(s)〉+ 〈c∗(y, ρ ∗ u)φ, u(s)〉 = 0.

Меру µ(dy) = (µ1(dy), . . . , µd1
(dy)), где µm(dy) = um(y)dy, µm ∈ P2(G),

m = 1, . . . d1, ) называют слабым решением задачи Коши–Робина (3.6)
с условиями

µm(0, dy) = µ0m(dy), y ∈ G, ∇µm · n = 0, y ∈ ∂G, (3.8)

если для любой функции φ ∈ C2
0 (G;R

d1) справедливо интегральное
тождество

∂

∂s
〈φ, µ(s)〉 + 1

2
〈A[y, ρ ∗ µ(s)]∇φ,A[y, ρ ∗ µ(s)]∇µ(s)〉

+ 〈∇φ, a[y, ρ ∗ µ(s)]µ(s)〉 − 〈c∗(y, ρ ∗ µ)φ, µ(s)〉 = 0.

Как и в предыдущем параграфе, мы сначала положим G = Rd
+, ∂G =

{y ∈ Rd : yd = 0}, n(y) = (0, . . . , 0,−1) и будем считать, что коэффици-
енты Am[y, v], am[y, v], cm[y, v] в (3.1) ограничены и дифференцируемы
вплоть до границы.

Рассмотрим стохастическую задачу с отражением в полупростран-
стве

ξm(t)+km(t)=ξ0m+

t
∫

0

am(ξm(s), ρ ∗ u)ds+
t
∫

0

Am(ξm(s), ρ ∗ u)dwm(s),

(3.9)

|km|(t) =
t
∫

0

I(ξm(s) ∈ ∂G)d|km|(s), (3.10)

km(t) =

t
∫

0

n(ξm(s))d|km|(s). (3.11)
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um(t, y) = E



ρ(y − ξm(t)) exp







t
∫

0

cm(ξm(s), ρ ∗ u)ds









 . (3.12)

Здесь P (ζ0m ∈ dy) = µ0m(dy) и ζ0m – независимые случайные величи-
ны, не зависящие от wm(t).

Воспользовавшись отображением Γ : Cd
T → CT (R

d
+), введенным в

предыдущем параграфе, перейдем от рассмотрения системы, описы-
вающей процессы ξm(t), km(t) и функции um(t, y) в полупространстве
Rd

+ к системе

ζm(t) = ζ0m +

t
∫

0

am(ξm(s), ρ ∗ u)ds+
t
∫

0

Ãm(Γ(t, ζ), ρ̃ ∗ u)dwm(t),

(3.13)

ũm(t, z) = E



ρ(z − ζm(t)) exp







t
∫

0

c̃m[ζm(s), ρ̃ ∗ u]ds









 , (3.14)

описывающей диффузионный процесс ζm(t) ∈ Rd и функцию ũm(t, z),
z ∈ Rd. Из условий C3 и свойств функции ũm(t, z), установленных в
§2, вытекает, что ãm(z, ρ ∗ u), Ãm(z, ρ ∗ u) и c̃m(z, ρ ∗ u) – ограниченные
липшицевы функции и существует такая константа C, что справедли-
вы оценки

sup
06s6t

‖fm(Γs(ζ), ρ̃ ∗u)−fm(Γs(ζ
′), ρ̃∗u)‖6C sup

06s6t

‖ζm(s)−ζ′m(s)‖ (3.15)

для fm = ãm, Ãm, c̃m.
При этих условиях из теоремы 2.1 следует, что решение (ζm(t) ∈ Rd,

ũm(t, z) ∈ R) системы (3.13), (3.14) существует, единственно с вероят-
ностью 1, процессы ζm(t) обладают марковским свойством, а функции
ũm(t, z) ограничены и липшицевы. При этом процессы

ξm(t) = Γ(t, ζm), km(t) = η(t, ζm),

и функции um(t, y) = um(t,Γ(z)) = ũm(t, z) удовлетворяют системе
(3.9)–(3.12).

Пусть G = Rd
+. Для того, чтобы установить связь между стоха-

стической системой (3.9)–(3.12) и задачей Коши–Неймана (3.6), (3.7),
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перепишем систему (3.13)–(3.14) в виде

ζm(t) = ζ0m+

t
∫

0

ãm[ζm(s), ρ ∗ u]ds+
t
∫

0

Ã[ζm(s), ρ ∗ u]dwm(s), (3.16)

ũγm(t, z) =

∫

Cd

ρ̃(z − ζm(t))e

t∫

0

c̃m[ζm(s),ρ∗ũγm ]ds
γm(dω), (3.17)

где γm = L(ζm(t)) распределение процесса ζm и P (ζ0m ∈ dz) = µ0m(dz).
Наряду с этим рассмотрим вспомогательную стохастическую систе-

му

dζm(s) = ãm[ζm(s), ρ̃ ∗ µ]ds+ Ãm[ζm(s), ρ̃ ∗ µ]dwm(s), (3.18)

ζm(0) = ζ0m, P{ζ0m ∈ dz) = µ0m(dz),

∫

Rd

h(z)µγm(t, dz) = E



h(ζm(t)) exp







t
∫

0

c̃m[ζm(s), ρ̃ ∗ µ]ds











=

∫

Cd

h(ζm(t, ω))Q̃m(t, ζm(ω), ρ ∗ µ)γm(dω) (3.19)

∀h ∈ S(Rd).
Сопоставляя характеристические функции процессов, удовлетворя-

ющих СДУ (3.16) и (3.18), покажем, что справедливо следующее утвер-
ждение. �

Теорема 3.2. Пусть задано решение (ζm, µ
γm) системы (3.18), (3.19),

тогда пара (ζm, ũ
γm), где ũγm = ρ ∗ γm удовлетворяет (3.16), (3.17).

Верно и обратное утверждение. Если пара (ζm, ũ
γm) удовлетворяет

(3.16), (3.17), то существует мера µγm такая, что пара (ζm, µ
γm)

удовлетворяет (3.18), (3.19).
Если, кроме того, мера Лебега измеримого множества {z ∈ Rd :

F (ρ)(z) = 0} равна нулю, то системы (3.16), (3.17) и (3.18), (3.19)
эквивалентны.
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Доказательство. Зафиксируем t ∈ [0, T ] и пусть (ζ, vγ) удовлетворя-
ют (3.16), (3.17). Обозначим F : f ∈ S(Rd) 7→ F (f) ∈ S(Rd) преобразо-
вание Фурье на пространстве Шварца,

F (f)(λ) =
1

√

(2π)d

∫

Rd

f(y)e−iλ·ydy.

Поскольку ρ ∈ L1(Rd), то преобразование Фурье функции ũγ , задан-
ной соотношением (3.19) имеет вид

F (ũγm)(λ) = F (ρ)

∫

Cd

e−iλ·ζ(t,ω)Q̃m(t, ζ(ω), ũγm(ζm(ω)))γm(dω). (3.20)

В силу теоремы Лебега о мажорируемой сходимости функция gγm(λ) =
∫

Cd

e−iλ·ζ(t,ω)Q̃m(t, ζm(ω), ũγm(ζm(ω)))γm(dω) непрерывна и ограничена,

поскольку Q̃m ограничена. Кроме того gγm(λ) неотрицательно опре-
делена, поскольку для последовательности комплексных чисел bk, k =
1, . . . , d и последовательности yk ∈ Rd, k = 1, . . . , d и всех z ∈ Rd спра-
ведливо равенство

d
∑

k,j=1

bk b̄je
−iλ·(yk−yj) =

(

d
∑

k=1

bke
−iλ·yk

)





d
∑

j=1

bje−iλ·yj





=
∣

∣

∣

d
∑

k=1

bke
−iλ·yk

∣

∣

∣

2

.

Отсюда, в силу теоремы Бохнера, следует, что существует такая ко-
нечная неотрицательная борелевская мера µγm(t, dy) на Rd, что

gγm(λ) =
1

√

(2π)d

∫

Rd

e−iλ·yµγm(t, dy). (3.21)

Покажем, что µγm(t, dy) удовлетворяет (3.13). Неотрицательную бо-
релевскую меру µγm(t, dy) можно интерпретировать как элемент про-
странства распределений Шварца, и, следовательно, F−1(gγm) = µγm ,

и

∀h ∈ S(Rd),
∣

∣

∣

∫

Rd

h(y)µγm(t, dy)
∣

∣

∣ 6 ‖h‖∞µγm(t, Rd) <∞.
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При этом из (3.20) и (3.21) вытекает, что

F (uγm) = F (ρ)F (µγm)

и, следовательно,

ũγm(t, z) = ρ ∗ µγm(t, z). (3.22)

Наконец, обозначив 〈h, µm(t)〉 =
∫

Rd

h(y)µm(t, dy), ∀h ∈ S(Rd), полу-

чим

〈h, µm(t)〉 = 〈h, F−1(gγm)〉 = 〈F−1(h), gγm〉

=

∫

Rd

F
−1(h)(λ)

(∫

Cd

e
−iλ·ζm(t,ω)

Qm(t, ζm(ω), ũγm (ζm(ω)))γm(dω)

)

dλ

=

∫

Cd

( ∫

Rd

F
−1(h)(λ)e−iλ·ζm(t,ω)

dλ

)

exp







t
∫

0

c̃m(ζm(s, ω), ρ̃ ∗ ũγm )ds







γm(dω)

=

∫

Cd

( ∫

Rd

F
−1(h)(z)e−iλ·ζm(t,ω)

dz

)

exp

{

t
∫

0

c̃m(ζm(s, ω), ρ ∗ µγm )ds

}

γm(dω)

=

∫

Cd

h(ζm(t, ω)) exp

{

t
∫

0

c̃m(ζ(s, ω), ρ ∗ µγ)ds

}

γm(dω),

что совпадает с (3.19). Для того, чтобы проверить обратное утвержде-
ние предположим, что (ζm(t), µγm(t, dz)) удовлетворяют (3.18), (3.19)
и ũγm(t, z) = [ρ ∗µγm ](t, z). При этом уравнение (3.18) совпадет с урав-
нением (3.16). Поскольку µγm(t) финитна, то уравнение (3.17) можно
получить, выбрав h(y) = ρ(z − y) в (3.19).

Для проверки эквивалентности систем (3.16), (3.17) и (3.18), (3.19)
достаточно заметить, что в силу (3.22), если Leb({z ∈ Rd : F (ρ)(λ) =

0}) = 0, (где Leb – мера Лебега), то F (µγ) = F (ũγ)
F (ρ) п.в. Таким образом,

µγm однозначно определяет ũγm и наоборот.
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Покажем, что система (3.18), (3.19) позволяет построить слабое ре-
шение задачи Коши следующего вида

∂µγm(t)

∂t
=

1

2

d
∑

i,j=1

∂2

∂yi∂yj

[

Bij
m(y, [ρ ∗ µγm ](t, y))µγm(t)

]

+

d
∑

i,j=1

∂

∂yj

[

ajm(y, [ρ ∗ µγm ](t, y))µγm(t)
]

+ c(y, [ρ ∗ µγm ](t))µγm(t),

µγm(0, dy) = µ0m(dy). (3.23)

�

Теорема 3.3. Меры µγm(t) заданные соотношением (3.19) удовлетво-

ряют в слабом смысле задаче Коши (3.23).

Доказательство. Пусть h ∈ C∞
0 (Rd

+) и ζm(t)- случайный процесс,
удовлетворяющий (3.19). Рассмотрим случайный процесс
ψm(s) = h(ζm(s))Qm(s, ζm, ρ ∗ µγm). Воспользовавшись формулой Ито,
получим

dψ(s) = dh(ζm(s))Q̃m(s, ζm, ρ ∗ µγm) + h(ζm(s))dQ̃m(s, ζm, ρ ∗ µγm)

=

[

1

2
Tr B̃m(ζm(s), ρ ∗ µγm)∇2h(ζm(s)) (3.24)

+ãm(ζm(s), ρ ∗ µγm) · ∇h(ζm(s))] Q̃m(s, ζm, ρ ∗ µγm)ds

+ c̃m(ζm(s), ρ ∗ µγm)Q̃m(s, ζm, ρ ∗ µγm)ds

+ Q̃m(s, ζm, ρ ∗ µγm)Ãm(ζm(s), ρ ∗ µγm)dwm(s).

Интегрируя по s в пределах от 0 до t, вычисляя математическое ожи-
дание и принимая во внимание определение µγm , получим

∫

Rd

h(z)µγm(t, dz)=

∫

Rd

h(z)µ0m(dz)+

t
∫

0

∫

Rd

h(z)c̃m(z, ρ∗µγm)µγm(s, dz)ds

+

t
∫

0

∫

Rd

Am[y, u]h(z)µγm(s, dz)ds,

где

Am[y, u]h =
1

2
Tr B̃m(z, [ρ ∗ uγm)]∇2h+ ãm(z, [ρ ∗ uγm)] · ∇h. (3.25)
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Обсудим, наконец, задачу Коши–Робина, которой удовлетворяют меры
µm(t, dy) и их плотности um(t, y) относительно меры Лебега, если они
существуют. Используя формулу интегрирования по частям нетрудно
проверить, что, если α(y) – конормаль, то оператор A∗

m, сопряженный
к генератору Am процесса ξm(t) , удовлетворяющего (3.9) задается
соотношением

∫

G

[um(y)Af(y)− f(y)A∗um]dy =

∫

∂G

[f(y)b∗m(y)α∗(y) · ∇um(y)

+βm(y)f(y)um(y)− bm(y)um(y)αm(y) · ∇f(y)]dy,
называемым формулой Грина. Здесь

b∗m(y) = bm(y) =
1

2







d
∑

i=1





d
∑

j=1

Bijnj





2






1
2

,

βm(y) = −
d
∑

i=1



aim(y)− 1

2

d
∑

j=1

∂Bij
m(y)

∂yj



ni(y).

Отсюда вытекает, в силу формулы интегрирования по частям, что
µγm(t, dz) является слабым решением задачи Коши (3.23). �

Теорема 3.4. Пусть выполнены условия C2. Тогда функция uγm(t, y),
заданная соотношением (3.22) является слабым решением задачи

Коши–Робина (3.6), (3.7) в полупространстве Rd
+.

Доказательство. Пусть ξm(t), km(t), um(t, y), y ∈ Rd
+ удовлетворяют

системе (3.4)–(3.6) и ξm(t) – марковские процессы в Rd
+ с отражением

на границе. Используя свойства отображения Γ можно проверить, что
липшицевость коэффициентов Am(y, v) и cm(y, v) позволяет доказать
оценку

E‖ζm,x(t)− ζm,y(t)‖2 6 C‖x− y‖2,
где ζm,x(t) – решение уравнения (3.4) с неслучайным начальным усло-
вием ξ0m = x. Из свойств преобразования Γ вытекает справедливость
оценки E‖ξm,x(t)− ξm,y(t)‖2 6 C‖x− y‖2.

Обозначим Vm(t) эволюционное семейство операторов, порожден-
ных процессом ξm,x(t) с фазовым пространством Rd

+. Из оценки
E‖ζm,x(t)−ζm,y(t)‖2 6 C‖x−y‖2 следует, что операторы Vm(t) отобра-
жают пространство непрерывных ограниченных функций, заданных
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на Rd
+, в себя, т.е. процессы ξm,x(t) являются феллеровскими процес-

сами. Рассмотрим генераторы Bu
m этих эволюционных семейств,

Am(u)f(x) = lim
t→0

Ef(ξm,x(t)) − f(x)

t
,

заданные на пространстве C2(Rd) дважды дифференцируемых функ-
ций f , удовлетворяющих соотношению

∂f(x)

∂xd
|xd=0 = 0.

На пространстве дважды дифференцируемых функций операторы Bm

совпадают с генераторами Am марковских процессов ξm(t), удовлетво-
ряющих (3.3) и, как было показано выше, функции f ∈ C2 такие, что
∂f(x)
∂xd

|y∈∂G 6= 0 не принадлежат области определения оператора Bm.
Таким образом, используя формулу интегрирования по частям,

можно проверить, что функции ũγm(t, z), заданные соотношением
(3.22), определяют слабое решение задачи (3.6), (3.7) в полупростран-
стве Rd

+.
Вернемся к рассматриваемой краевой задаче в ограниченной обла-

сти G с гладкой границей ∂G.
У каждой точки x ∈ ∂G существует окрестность U(x) ∈ U , в кото-

рой единичный вектор внешней конормали будет иметь вид (0, . . . ,−1),
граница ∂G в новых координатах будет задана уравнением xd = 0 и
G0 ∩ U(x) ⊂ {xd > 0}. Выберем конечное покрытие границы с по-
мощью окрестностей Uq такого вида, U = {Uq, i = 1, . . . , n} . При
этом для любой точки x ∈ ∂G существует окрестность Ur(x) для ко-
торой расстояние d(x,Rd \ Ur(x)) > r0 и система, состоящая из набора
(Uq, φq), q = 1, . . . , n, задает атлас многообразия ∂G.

Это гарантирует существование и единственность решения системы
вида (3.6), (3.7) в любой окрестности Uq, q = 1, . . . , n. При этом про-
цессы ξm(t) – строго марковские процессы с генераторами вида (3.25),
и, повторяя в каждой окрестности Uq из U рассуждения, приведен-
ные выше для случая полупространства, с учетом свойств конормали
и процедуры локализации, можно проверить, что справедливо следу-
ющее утверждение. �

Теорема 3.5. Пусть выполнены условия C1–C3. Тогда существует

единственное слабое решение um(t, y) задачи (3.6), (3.7). При этом
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справедливо вероятностное представление (2.6), где процессы ξm(t) и

km(t) удовлетворяют (2.4), (2.5) соответственно.
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Belopolskaya Ya. I. Stochastic model of the Cauchy–Robin problem for
systems of nonlinear parabolic equations.

We derive stochastic equations to describe reflected diffusion processes
associated with the Cauchy–Neumann problem for systems of nonlinear
parabolic equations in non-divergent form. The construction of a solution
to the arized stochastic problem is based on a localization procedure that
allows to reduce the problem in a closed domain to the corresponding
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problem in the half space. As a result we obtain a probabilistic represen-
tation of a weak solution to the Cauchy–Neumann problem in a bounded
domain with a smooth boundary.
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