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§1. Введение

Пусть Mn,m обозначает множество всех действительных n×m мат-
риц; пишем Mn, если m = n. Множество (0, 1)-векторов из R

n обозна-
чается через {0, 1}n. Множество (0, 1)-матриц из Mn,m обозначается
через Mn,m(0, 1). Пусть I обозначает единичную матрицу, J – квад-
ратную матрицу, все элементы которой равны 1. Транспонирование
матрицы A ∈ Mn,m обозначается через At ∈ Mm,n. Через A(j) (со-
ответственно A(i)) обозначим j-й столбец (соответственно i-ю строку)
матрицы A, R(A) = {A(1), . . . , A(n)} – множество строк матрицы A.
Множество всех матриц-перестановок порядка n обозначается через
P (n). Матрица линейного оператора φ на R

n в стандартном базисе
обозначается через [φ]. Максимальный (соответственно минимальный)
элемент вектора v ∈ R

n обозначается через max(v) (соответственно
min(v)), а максимальный (соответственно минимальный) элемент мат-
рицы X ∈ Mn,m – через max(X) (соответственно min(X)).

Векторы из R
n считаются столбцами и отождествляются с соот-

ветствующими n-кортежами; j-й координатный вектор обозначается
через ej , e = (1, . . . , 1)t. Нулевой вектор из R

n обозначается через 0n.
Выпуклая оболочка множества S ⊆ R

n обозначается через conv(S).
Для матриц A,B ∈ Mn,m условие A 6 B означает, что aij 6 bij для
любых i, j.

Для вектора x ∈ R
n x↓ обозначает вектор, полученный перестанов-

кой координат x в порядке невозрастания. Для векторов x, v ∈ R
n

говорим, что x мажорируется v, x � v, если
k
∑

j=1

x
↓
j 6

k
∑

j=1

v
↓
j при

k = 1, 2, . . . , n− 1 и
n
∑

j=1

x =
n
∑

j=1

v.
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Матрица называется строчно-стохастической, если все её элемен-
ты неотрицательны и сумма элементов в каждой строке равна 1. Мно-
жество всех n× n строчно-стохастических матриц обозначается через
Ωrow

n . Если матрица является строчно-стохастической и сумма элемен-
тов в каждом столбце матрицы равна 1, то она называется двояко-сто-

хастической. Согласно теореме Биркгофа–Неймана, множество Ωn

всех двояко-стохастических матриц размера n× n выпукло, а его вер-
шинами являются матрицы-перестановки, см. [17, теорема I.2.A.2].

В настоящей статье мы проводим исследование задач характериза-
ции линейных операторов, сохраняющих слабую мажоризацию, и ха-
рактеризации линейных операторов, конвертирующих векторную ма-
жоризацию в слабую, в ограничении на множество (0, 1)-векторов.

В недавней статье [13] было показано, что множество линейных опе-
раторов, сохраняющих векторную мажоризацию, совпадает с множе-
ством линейных операторов, сохраняющих векторную мажоризацию
(0, 1)-векторов во всех случаях, кроме n = 3. Только при n = 3 су-
ществуют линейные операторы, не сохраняющие векторную мажори-
зацию, но сохраняющие векторную мажоризацию (0, 1)-векторов. В
настоящей статье мы даем характеризацию линейных операторов, со-
храняющих слабую мажоризацию (0, 1)-векторов. Оказывается, что в
этом случае ситуация иная: для любого n > 3 существуют линейные
операторы, сохраняющие слабую мажоризацию (0, 1)-векторов, но не
сохраняющие ее в общем случае.

Также исследуются линейные конвертеры мажоризаций. В статье
[12] было доказано, что любой линейный конвертер из векторной ма-
жоризации в слабую мажоризацию векторов сохраняет векторную ма-
жоризацию. В настоящей статье мы даем характеризацию линейных
операторов, конвертирующих векторную мажоризацию (0, 1)-векторов
в слабую мажоризацию. Оказывается, что в этом случае существует
множество линейных операторов, конвертирующих векторную мажо-
ризацию (0, 1)-векторов, но не сохраняющих ее.

Статья построена следующим образом. §1 содержит основные обо-
значения. В §2 и §3 приводятся известные результаты теории мажо-
ризации и теории линейных операторов, сохраняющих мажоризации,
соответственно. В §4 дается характеризация линейных операторов, со-
храняющих слабую мажоризацию (0, 1)-векторов. В §5 дается харак-
теризация линейных операторов, конвертирующих векторную мажо-
ризацию (0, 1)-векторов в слабую мажоризацию векторов.
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§2. Слабая и векторная мажоризации (0, 1)-векторов

Существует множество типов мажоризации матриц, см. [7,8,17,18].
Рассмотрим некоторые из них. Пусть A,B ∈ Mn,m.

• Слабая мажоризация: A �w B, если существует такая матрица
R ∈ Ωrow

n , что A = RB.
• Сильная мажоризация: A �s B, если существует такая мат-

рица D ∈ Ωn, что A = DB.

Как видно из определения, из сильной мажоризации следует слабая.
Обратное, вообще говоря, неверно, см. [18, пример 1].

Классическая векторная мажоризация является частным случаем
сильной мажоризации для матриц с одним столбцом. Следующая тео-
рема – результат Харди, Литлвуда и Полиа.

Теорема 2.1 ( [17, теорема I.2.B.2]). Пусть a, b ∈ R
n. Тогда a � b,

если и только если a �s b как n× 1 матрицы.

Напомним, что R(X) обозначает множество строк матрицы X .

Лемма 2.2 ( [18, предложение 3.3]). Пусть A,B ∈ Mn,m. Тогда

A �w B, если и только если R(A) ⊆ conv(R(B)).

Следствие 2.3. Пусть a, b ∈ R
n. Тогда A �w B, если и только если

min(a) > min(b) и max(a) 6 max(b).

Теорема 2.4 ([9, предложение 3.3]). Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Тогда

A �w B, если и только если R(A) ⊆ R(B).

Следствие 2.5. Пусть a, b ∈ {0, 1}n. Тогда a 6�w b, если и только

если a 6= b и b ∈ {0n, 1n}.

Доказательство. По теореме 2.4, a 6�w b тогда и только тогда, когда
множество элементов a не содержится во множестве элементов b. По-
следнее возможно только если b ∈ {0n, 1n}. При этом, если a 6= b, то
множество элементов a не содержится во множестве элементов b. �

Теорема 2.6 ([9, следствие 3.6]). Пусть A,B ∈ Mn,m(0, 1). Тогда

A �s B, если и только если A = PB для некоторой P ∈ P (n). В част-

ности, сильная мажоризация является отношением эквивалентно-

сти на множестве (0, 1)-матриц.
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Следствие 2.7. Пусть a, b ∈ {0, 1}n. Тогда a � b, если и только

если a = Pb для некоторой P ∈ P (n). В частности, векторная ма-

жоризация является отношением эквивалентности на множестве

(0, 1)-векторов.

Определение 2.8. Мажоризации векторов порождают отношения

эквивалентности на R
n. Пусть a, b ∈ R

n. Тогда a ∼ b обозначает,

что

{

a � b,

b � a.
Аналогично, a ∼w b обозначает, что

{

a �w b,

b �w a.

§3. Линейные операторы, сохраняющие и
конвертирующие мажоризации

Теория линейных отображений, сохраняющих различные матрич-
ные отношения, функции и свойства восходит к работам Фробениу-
са [11], Шура [20] и Дьедонне [10]. За последнее столетие эта теория
интенсивно развивалась, см., например, обзоры [15,19].

Определение 3.1. Пусть V – векторное пространство и ≺ – би-

нарное отношение на V . Говорим, что линейный оператор φ на V

сохраняет отношение ≺, если для любых a, b ∈ V из a ≺ b следует

φ(a) ≺ φ(b).

Определение 3.2. Пусть V – векторное пространство и ≺1,≺2 –

бинарные отношения на V . Говорим, что линейный оператор φ на V

конвертирует отношение ≺1 в отношение ≺2, если для любых a, b ∈ V

из a ≺1 b следует φ(a) ≺2 φ(b).

Первый результат теории линейных операторов, сохраняющих ма-
жоризации, принадлежит Андо.

Теорема 3.3 ([4, следствие 2.7]). Пусть φ – линейный оператор на R
n.

Следующие утверждения эквивалентны:

(1) оператор φ сохраняет векторную мажоризацию;

(2) выполнено одно из следующих условий:

(a) φ(x) = (etx)s для некоторого вектора s ∈ R
n,

(b) φ(x) = αPx + βJx для некоторых чисел α, β ∈ R и неко-

торой матрицы P ∈ P (n).

Этот результат положил начало активным исследованиям линей-
ных операторов, сохраняющих и конвертирующих различные типы
мажоризаций матриц, см. [1, 2, 5, 6, 12, 14, 16].
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Характеризация линейных операторов, сохраняющих слабую мажо-
ризацию векторов, была получена в статье [14].

Теорема 3.4 ([14, теорема 2.3]). Линейный оператор φ на R
n сохра-

няет �w, если и только если φ(x) = (αI + βP )x для любого вектора

x ∈ R
n, где P ∈ P (n), P 6= I, α и β – такие действительные числа,

что αβ 6 0, и, если n 6= 2, то αβ = 0.

Определение 3.5. Линейный оператор φ на R
n сохраняет слабую

мажоризацию (0, 1)-векторов, если для любых a, b ∈ {0, 1}n из a �w b

следует φ(a) �w φ(b).

Характеризация таких операторов приводится в §4. Заметим, что
в определении 3.5, вообще говоря, не требуется, чтобы образ (0, 1)-
вектора был (0, 1)-вектором. Характеризация линейных операторов,
сохраняющих множество (0, 1)-векторов, была получена в статье [3].

Оказывается, что любой линейный конвертер из векторной мажо-
ризации в слабую сохраняет векторную мажоризацию.

Теорема 3.6 ([12, теорема 6.14]). Пусть φ – линейный оператор на

R
n. Тогда φ сохраняет векторную мажоризацию, если и только если

φ конвертирует векторную мажоризацию в слабую мажоризацию.

Определение 3.7. Линейный оператор φ на R
n конвертирует век-

торную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажоризацию, если для

любых a, b ∈ {0, 1}n из a � b следует φ(a) �w φ(b).

Характеризация таких операторов приводится в §5. Заметим, что
в определении 3.7 также, вообще говоря, не требуется, чтобы образ
(0, 1)-вектора был (0, 1)-вектором.

§4. Линейные операторы, сохраняющие слабую
мажоризацию (0,1)-векторов

Здесь и далее мы предполагаем, что n > 1.

Лемма 4.1. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T сохра-

няет слабую мажоризацию (0, 1)-векторов. Тогда элементы max(T )
и min(T ) содержатся в каждом столбце матрицы T .

Доказательство. Рассмотрим произвольные i, j ∈ {1, . . . , n}. Из
ei ∼

w ej следует, что T (i) ∼w T (j), откуда, по следствию 2.3, полу-

чается, что max(T (i)) = max(T (j)) и min(T (i)) = min(T (j)). В силу
произвольности i, j, отсюда следует утверждение леммы. �
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Лемма 4.2. Если линейный оператор φ на R
n с матрицей T сохра-

няет слабую мажоризацию (0, 1)-векторов, то min(T ) 6 0 6 max(T ).

Доказательство. Так как n > 1, имеем 0n �w e1. Таким образом, по
следствию 2.3, получаем, что min(T (1)) 6 min(T 0n) = 0 = max(T 0n) 6
max(T (1)).

Наконец, по лемме 4.1, min(T ) = min(T (1)) 6 0 6 max(T (1)) =
max(T ). �

Следствие 4.3. Линейный оператор φ на R
2 сохраняет слабую ма-

жоризацию (0, 1)-векторов, если и только если φ(x) =
(

α β
β α

)

x для

некоторых α, β ∈ R с условием αβ 6 0.

Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет слабую мажори-
зацию (0, 1)-векторов, и пусть T – матрица оператора φ. По лемме 4.1,

T ∈{
(

α β
β α

)

, ( α α
β β )}. Кроме того, αβ 6 0 по лемме 4.2.

Пусть T = ( α α
β β ). Тогда φ(e1) = ( αβ ) , φ(e) =

(

2α
2β

)

. Но из e �w e1

следует, что
(

2α
2β

)

�w ( αβ ), что возможно только при α = β = 0.

Таким образом, φ(x) =
(

α β
β α

)

x для некоторых α, β ∈ R с условием

αβ 6 0.

II. Предположим, что φ(x) =
(

α β
β α

)

x для некоторых α, β ∈ R с

условием αβ 6 0. Тогда φ(02) = 02, φ(e1) = ( α
β ), φ(e2) = ( β

α ), φ(e) =
(

α+β
α+β

)

.

Заметим, что, поскольку αβ 6 0, получается, что φ(0) �w φ(e1),
φ(e) �w φ(e1) и φ(e1) ∼w φ(e2). Таким образом, φ сохраняет слабую
мажоризацию (0, 1)-векторов. �

Замечание 4.4. Пусть T ∈ Mn, α, β ∈ R, α 6= β. Предположим, что
существуют такие P,Q∈P (n), что для любых i, j 6 n

tij =

{

α, если и только если pij = 1;

β, если и только если qij = 1.
(1)

Условие (1) корректно, если и только если не существует таких
i, j6n, что pij=qij=1. Это свойство можно записать в виде P+Q6J .

Лемма 4.5. Пусть линейный оператор φ на R
n сохраняет слабую

мажоризацию (0, 1)-векторов и n > 3. Тогда φ(x) = (αP + βQ)x, где

α, β ∈ R, αβ 6 0, P,Q ∈ P (n) и P +Q 6 J .
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Доказательство. Пусть T – матрица оператора φ. Рассмотрим про-
извольный столбец T (j). По лемме 4.1, tij = max(T ) для некоторого i.
Пусть tik > 0 для некоторого k 6= j. Так как n 6 3, ej ∼w ej + ek.

Тогда φ(ej + ek) = T (j) + T (k) �w φ(ej) = T (j). При этом max(T (j)) <

max(T (j)) + tik = (T (j) + T (k))i 6 max(T (j) + T (k)), противоречие.
Таким образом, в каждой строке матрицы T содержится не более

одного положительного элемента. С другой стороны, максимальный
элемент матрицы T неотрицателен по лемме 4.2 и содержится в каж-
дом столбце матрицы T .

Это значит, что если max(T ) > 0, то существует такая матрица
P ∈ P (n), что для любых i, j 6 n равенство tij = max(T ) справедливо,
если и только если pij = 1.

Аналогичное верно и для min(T ).
Таким образом, получаем, что T = max(T )P +min(T )Q, где P,Q ∈

P (n), причем, если max(T ) > min(T ), то P +Q 6 J . Если же max(T ) =
min(T ), то φ = 0, и утверждение леммы тривиально выполнено. �

Теорема 4.6. Пусть φ – линейный оператор на R
n, где n > 3. Тогда

следующие утверждения эквивалентны:

(1) φ сохраняет слабую мажоризацию (0, 1)-векторов;

(2) φ(x) = (αP +βQ)x, где α, β ∈R, αβ 6 0, P,Q∈P (n), P+Q6J.

Кроме того, если αβ 6= 0, то не существует таких P1, P2,

что матрица P1[φ]P2 блочно-диагональна.

Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет слабую мажори-
зацию (0, 1)-векторов. Тогда, по лемме 4.5, φ(x) = (αP + βQ)x для
некоторых α, β ∈ R, αβ 6 0, P,Q ∈ P (n), P +Q 6 J .

Осталось рассмотреть случай αβ 6= 0. Предположим, что существу-
ют такие P1, P2 ∈ P (n), что матрица P1[φ]P2 блочно-диагональна и

k < n – порядок первого блока. Пусть v =
k
∑

i=1

ei. Поскольку k < n,

то e1 ∼w P2v. Отсюда следует, что φ(e1) ∼w φ(P2v) ∼w P1φ(P2v) =
k
∑

i=1

(α+ β)ei.

Пусть, без ограничения общности, α< 0, β > 0. Заметим, что α< 0,
α+ β < β. Отсюда следует, что φ(e1) 6�

w P1φ(P2v), противоречие.
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II. Пусть выполнено условие (2). Рассмотрим произвольный вектор
v ∈ {0, 1}n \ {0n, en}. В общем случае, R(φ(v)) ⊆ {0, α, β, α+ β}. Пред-
положим, что R(φ(v)) ⊆ {0, α + β}. Пусть k = etv и пусть P2 ∈ P (n)

– такая матрица, что v = P2

k
∑

i=1

ei. Поскольку R(φ(v)) ⊆ {0, α + β},

получаем, что существует такая матрица P1 ∈ P (n), что P1φ(v) =

P1[φ]P2

k
∑

i=1

ei =
k
∑

i=1

(α + β)ei. Но отсюда следует, что матрица P1[φ]P2

блочно-диагональна, противоречие.
Заметим, что каждый столбец матрицы [φ] содержит ровно один

элемент α и один элемент β. Это значит, что количества слагаемых
α и слагаемых β среди координат вектора φ(v) совпадают. Отсюда
следует, что если R(φ(v)) 6⊆ {0, α+ β}, то α, β ∈ R(φ(v)).

Наконец, пусть a, b ∈ {0, 1}n и a �w b. Если b ∈ {0n, e}, то a = b.
В противном случае, α, β ∈ R(φ(b)). С другой стороны, R(φ(a)) ⊆
{0, α, β, α + β}. Таким образом, φ(a) �w φ(b), и φ сохраняет слабую
мажоризацию (0, 1)-векторов. �

§5. Конвертеры векторной мажоризации (0, 1)-векторов
в слабую мажоризацию

Лемма 5.1. Линейный оператор φ на R
n конвертирует векторную

мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажоризацию, если и только

если φ(v) ∼w φ(Pv) для любых v ∈ {0, 1}n и P ∈ P (n).

Доказательство. По следствию 2.7, для u, v ∈ {0, 1}n имеем u�v,
если и только если u = Pv для некоторой P ∈ P (n). Кроме того, век-
торная мажоризация является отношением эквивалентности на мно-
жестве (0, 1)-векторов. �

Лемма 5.2. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T кон-

вертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажо-

ризацию. Тогда элементы max(T ) и min(T ) содержатся в каждом

столбце матрицы T .

Доказательство. Доказательство в точности повторяет доказатель-
ство леммы 4.1. �
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Лемма 5.3. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T конвер-

тирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажори-

зацию. Пусть k – наибольшее количество элементов max(T ) в стро-

ках матрицы T . Тогда k ∈ {1, n− 1, n}.

Доказательство. Предположим, что k < n. Пусть в строке T(i) со-
держится k элементов max(T ). Пусть v – такой вектор, что

vj =

{

1, если tij = max(T ),

0 в противном случае.

Тогда max(Tv) = k · max(T ). Рассмотрим произвольную матрицу
P ∈ P (n). По лемме 5.1 имеем max(TPv) = k · max(T ). Поскольку k

– наибольшее количество элементов max(T ) в строках T , то найдется
такая строка T(q), что

tqj = max(T ), если (Pv)j = 1,

tqj < max(T ) в противном случае.

Это значит, что матрица T содержит как минимум
(

n
k

)

строк. Но общее

количество строк равно n. Таким образом,
(

n
k

)

6 n. Следовательно,
k ∈ {1, n− 1}. �

Лемма 5.4. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T кон-

вертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажо-

ризацию. Тогда выполнено одно из следующих утверждений:

(1) (max(T ))et ∈ R(T );
(2) существует такая матрица P ∈ P (n), что для любых i, j6n

равенство tij = max(T ) выполнено, если и только если pij = 1;
(3) существует такая матрица P ∈P (n), что для любых i, j6n

равенство tij = max(T ) выполнено, если и только если pij = 0.

Доказательство. Пусть k обозначает наибольшее количество эле-
ментов max(T ) в строках T . По лемме 5.3, k ∈ {1, n−1, n}. Если k = n,
то выполнено условие 1.

По лемме 5.2, в матрице T содержится по меньшей мере n элементов
max(T ). Это значит, что, если k = 1, то выполнено условие (2).

Наконец, предположим, что k = n−1. Пусть в строке T(i) содержит-
ся n− 1 элемент max(T ). Пусть tij < max(T ). Тогда max(T (e− ej)) =
(n − 1)max(T ). По лемме 5.1, max(T (e − eq)) = (n − 1)max(T ) для
любого q ∈ {1, . . . , n}.
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Таким образом, в каждой строке T содержится ровно n − 1 эле-
мент max(T ), и существует такая матрица P ∈ P (n), что для любых
i, j6n имеем tij 6= max(T ), если и только если pij = 1. Следовательно,
выполнено условие (3). �

Аналогичным образом доказывается аналог леммы 5.4 для элемен-
тов min(T ).

Лемма 5.5. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T кон-

вертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажо-

ризацию. Тогда выполнено одно из следующих утверждений:

(1) (min(T ))et ∈ R(T );
(2) существует такая матрица P ∈P (n), что для любых i, j6n

равенство tij = min(T ) выполнено, если и только если pij = 1;
(3) существует такая матрица P ∈P (n), что для любых i, j6n

равенство tij = min(T ) выполнено, если и только если pij = 0.

Лемма 5.6. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T кон-

вертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажо-

ризацию. Предположим, что (max(T ))et ∈ R(T ). Тогда (min(T ))et ∈
R(T ).

Доказательство. Если min(T ) = max(T ), то утверждение леммы
тривиально. В противном случае, по лемме 5.5, получаем, что
(min(T ))et ∈ R(T ), поскольку утверждения (2) и (3) леммы 5.5 не мо-
гут быть выполнены, так как в матрице T есть строка, не содержащая
элемент min(T ). �

Лемма 5.7. Пусть φ – линейный оператор на R
n, а T – его матрица.

Предположим, что (min(T ))et, (max(T ))et ∈ R(T ). Тогда φ конверти-

рует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажориза-

цию.

Доказательство. Для любого вектора v ∈ {0, 1}n и любой матрицы
P ∈ P (n) имеем max(Tv) = max(T )(etv) = max(T )(etPv) = max(TPv)
и min(Tv) = min(T )(etv) = min(T )(etPv) = min(TPv). Таким образом,
φ конвертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую ма-
жоризацию по лемме 5.1. �

Лемма 5.8. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T кон-

вертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажо-

ризацию. Предположим, что существует такая матрица P ∈ P (n),
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что для любых i, j 6 n равенство tij = max(T ) справедливо, если и

только если pij = 0. Тогда T = (max(T ))J + (min(T )−max(T ))P .

Доказательство. Поскольку в матрице T есть элементы, отличные
от max(T ), получаем, что min(T ) 6= max(T ). По лемме 4.1, каждый
столбец матрицы T содержит элемент min(T ). Таким образом, для
любых i, j 6 n имеем:

tij =

{

max(T ), если pij = 0,

min(T ), если pij = 1.
�

Следующая лемма доказывается аналогично.

Лемма 5.9. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T кон-

вертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажо-

ризацию. Предположим, что существует такая матрица P ∈ P (n),
что для любых i, j 6 n равенство tij = min(T ) справедливо, если и

только если pij = 0. Тогда T = (min(T ))J + (max(T )−min(T ))P .

Лемма 5.10. Пусть линейный оператор φ на R
n с матрицей T кон-

вертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажо-

ризацию. Предположим, что (max(T ))et 6∈ R(T ) и в матрице T более

двух различных элементов.

Тогда существуют такое число β ∈ R и такие матрицы P,Q ∈
P (n), что P +Q 6 J и для любых i, j 6 n

tij =











max(T ), если pij = 1,

min(T ), если qij = 1,

β в противном случае.

Доказательство. Предположим, что существует такая матрица P ′ ∈
P (n), что для любых i, j 6 n имеем tij = max(T ), если и только если
p′ij = 0. Тогда, по лемме 5.8, в матрице T всего два различных элемен-
та, противоречие. Таким образом, из леммы 5.4 следует, что существу-
ет такая матрица P ∈ P (n), что для любых i, j 6 n имеем tij = max(T ),
если и только если pij = 1. В таком случае, (min(T ))et 6∈ R(T ). Кроме
того, по лемме 5.9, не существует такой матрицы Q′ ∈ P (n), что для
любых i, j 6 n имеем tij = min(T ), если и только если q′ij = 0. Нако-
нец, по лемме 5.5, существует такая матрица Q ∈ P (n), что для любых
i, j 6 n имеем tij = min(T ), если и только если qij = 1. Заметим также,
что P +Q 6 J .
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Пусть β ∈ R – второй по величине элемент матрицы T . Заметим,
что min(T ) < β < max(T ). Далее рассуждаем, как в доказательстве
леммы 5.3. Пусть k−1 – наибольшее количество элементов β в строках
матрицы T . При этом 0 < k−1 < n−1. Пусть в строке T(i) содержится
k − 1 элемент β. Пусть v – такой вектор, что

vj =

{

1, если tij ∈ {max(T ), β},

0 в противном случае.

Тогда max(Tv) = max(T )+(k−1)β. Рассмотрим произвольную мат-
рицу P ∈ P (n). По лемме 5.1 имеем max(TPv) = max(T ) + (k − 1)β.
Поскольку k− 1 – наибольшее количество элементов β в строках T , то
найдется такая строка T(q), что

tqj ∈ {max(T ), β}, если (Pv)j = 1,

tqjβ в противном случае.

Это значит, что матрица T содержит как минимум
(

n
k

)

различных
строк, причем в каждой из этих строк содержится ровно k − 1 эле-
мент β. Но общее количество строк равно n. Таким образом,

(

n
k

)

6 n.
Это значит, что k ∈ {1, n− 1}. Однако k > 1 по условию. Получается,
что k − 1 = n− 2, и любой элемент матрицы T , отличный от min(T ) и
max(T ), равен β. �

Замечание 5.11. Матрицу T из леммы 5.10 можно записать в виде

T = βJ + (max(T )− β)P + (min(T )− β)Q, (2)

где P,Q ∈ P (n), P +Q 6 J и min(T ) < β < max(T ).

Лемма 5.12. Пусть φ – линейный оператор на R
n, заданный мат-

рицей T вида (2). Тогда φ конвертирует векторную мажоризацию

(0, 1)-векторов в слабую мажоризацию, если и только если для любо-

го v ∈ {0, 1}n \ {0n, e} выполнены равенства

max(φ(v)) = max(T ) + (etv − 1)β,

min(φ(v)) = min(T ) + (etv − 1)β.
(3)

Доказательство. I. Пусть для любого v ∈ {0, 1}n \ {0n, e} выполнено
(3) Тогда для любой матрицы P ∈P (n) имеем max(φ(Pv))=max(φ(v))
и min(φ(Pv)) = min(φ(v)). Значит, по следствию 2.3, φ(v) ∼w φ(Pv).
Тогда φ конвертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в сла-
бую мажоризацию по лемме 5.1.
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II. Пусть φ конвертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в
слабую мажоризацию. Рассмотрим произвольный вектор v ∈ {0, 1}n \
{0n, e}. Пусть k = etv, 0 < k < n. Строка T(1) содержит один элемент
min(T ), один элемент max(T ) и n− 2 элементов β.

Пусть j1, . . . , jn – такие неповторяющиеся индексы, что t1j1 = . . . =
t1jn−2

= β, t1jn−1
= min(T ) и t1jn = max(T ). Положим u = ej1 + . . . +

ejk−1
+ejn−1

, w = ej1+. . .+ejk−1
+ejn . Тогда v ∼ u ∼ w. Значит φ(v) ∼w

φ(u) ∼w φ(w). Наконец, min(φ(v)) = min(φ(u)) = min(T ) + (etv − 1)β и
max(φ(v)) = max(φ(w)) = max(T ) + (etv − 1)β. �

Существует комбинаторный способ проверить условие леммы 5.12.

Определение 5.13. Пусть T ∈ Mn – матрица вида (2). Сопоставим

матрице T ориентированный граф GT . Вершинами графа являются

столбцы матрицы T . Проводим ребро из вершины i в вершину j, если

для некоторого индекса q ∈ {1, . . . , n} справедливо tqi = max(T ) и tqj =
min(T ).

Лемма 5.14. Пусть φ – линейный оператор на R
n, заданный мат-

рицей T вида (2). Тогда φ конвертирует векторную мажоризацию

(0, 1)-векторов в слабую мажоризацию, если и только если граф GT

не содержит ориентированного цикла длины меньше n.

Доказательство. I. Пусть граф GT содержит ориентированный цикл
длины k, где k < n. Пусть j1, j2, . . . , jk – его вершины. Рассмотрим
вектор v = ej1 + . . .+ ejk . Заметим, что v 6= e, поскольку k < n.

Докажем, что max(φ(v)) < max(T ) + (k− 1)β. Пусть i ∈ {1, . . . , n} –
произвольный индекс. tij = max(T ) для некоторого j. Если
j 6∈ {j1, . . . , jn}, то (Tv)i < max(T ) + (k − 1)β. В противном случае,
j = jq для некоторого q. В цикле есть ребро из вершины jq в верши-
ну jq+1 (если q = k, то jq+1 := j1). Это значит, что tijq+1

= min(T ) и
tijq+1

является слагаемым в выражении (Tv)i. Таким образом, (Tv)i =
max(T )+min(T )+(k−2)β < max(T )+(k−1)β. В силу произвольности
i, получаем, что max(φ(v)) < max(T ) + (k − 1)β. Тогда φ не конверти-
рует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажоризацию
по лемме 5.12.

II. Предположим, что граф GT не содержит ориентированного цик-
ла длины меньше n. Рассмотрим произвольный вектор v ∈ {0, 1}n \
{0n, e} и докажем, что выполнены равенства (3).

Докажем, что max(φ(v)) = max(T ) + (etv − 1)β. Пусть j1 – такой
индекс, что vj1 = 1. Из вида матрицы T следует, что ti1j1 = max(T ) для
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некоторого индекса i1 ∈ {1, . . . , n}. Если (Tv)i1 = max(T ) + (etv − 1)β,
то все доказано. В противном случае, (Tv)i1 = max(T ) + (etv − 2)β +
min(T ). Это значит, что для некоторого индекса j2 с условием vj2 = 1
выполнено ti1j2 = min(T ). В частности, в графе GT содержится ребро
из j1 в j2.

Далее действуем аналогично. Из вида матрицы T следует, что ti2j2 =
max(T ) для некоторого индекса i2 ∈ {1, . . . , n}. Если (Tv)i2 = max(T )+
(etv − 1)β, то все доказано. В противном случае, (Tv)i2 = max(T ) +
(etv− 2)β+min(T ). Это значит, что для некоторого индекса j3 с усло-
вием vj3 = 1 выполнено ti2j3 = min(T ). В частности, в графе GT со-
держится ребро из j2 в j3.

Таким образом можно построить цепочку вершин графа, соединен-
ных ребрами. Причем в этой цепочке может быть не более etv < n вер-
шин, поскольку для любой вершины jq выполнено vq = 1. Кроме того,
все вершины в цепочке различны, потому что в графе GT нет циклов
длины меньше n. Получается, что эта цепочка не может содержать
более etv вершин, и в какой-то момент найдется такое iq ∈ {1, . . . , n},
что (Tv)iq = max(T ) + (etv − 1)β.

Докажем, что min(φ(v)) = min(T )+(etv−1)β. В этом случае можно
также построить цепочку вершин графа, соединенных ребрами, но в
обратную сторону.

Пусть j1 – такой индекс, что vj1 = 1. Из вида матрицы T следует, что
ti1j1 = min(T ) для некоторого индекса i1 ∈ {1, . . . , n}. Если (Tv)i1 =
min(T ) + (etv − 1)β, то все доказано. В противном случае, (Tv)i1 =
max(T ) + (etv− 2)β+min(T ). Это значит, что для некоторого индекса
j2 с условием vj2 = 1 выполнено ti1j2 = max(T ). В частности, в графе
GT содержится ребро из j2 в j1.

Из вида матрицы T следует, что ti2j2 = min(T ) для некоторого ин-
декса i2 ∈ {1, . . . , n}. Если (Tv)i2 = min(T ) + (etv − 1)β, то все дока-
зано. В противном случае, (Tv)i2 = max(T ) + (etv− 2)β +min(T ). Это
значит, что для некоторого индекса j3 с условием vj3 = 1 выполнено
ti2j3 = max(T ). В частности, в графе GT содержится ребро из j3 в j2.

Получаем аналогичную цепочку неповторяющихся вершин графа,
откуда, таким же образом, следует, что

min(φ(v)) = min(T ) + (etv − 1)β.

Значит, φ конвертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в сла-
бую мажоризацию по лемме 5.12. �
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Замечание 5.15. В лемме 5.14 утверждение min(φ(v)) = min(T ) +
(etv−1)β можно доказать другим способом. Заметим, что из вида мат-
рицы T следует, что количество слагаемых max(T ) среди координат
вектора Tv совпадает с количеством слагаемых min(T ). По доказанно-
му выше, некоторая координата вектора Tv равна max(T )+(etv−1)β.
Тогда некоторая координата вектора Tv равна min(T ) + (etv − 1)β.

Теорема 5.16. Пусть φ – линейный оператор на R
n, заданный мат-

рицей T ∈ Mn. Тогда φ конвертирует векторную мажоризацию (0, 1)-
векторов в слабую мажоризацию, если и только если выполнено одно

из следующих утверждений:

(1) (min(T ))et, (max(T ))et ∈ R(T );
(2) φ(x) = αPx + βJx для некоторых α, β ∈ R, P ∈ P (n);
(3) T удовлетворяет условию (2) и граф GT не содержит ориен-

тированных циклов длины меньше n.

Доказательство. I. Предположим, что φ конвертирует векторную
мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажоризацию. По лемме 5.4,
выполнено одно из следующих утверждений:

(1) (max(T ))et ∈ R(T );
(2) существует такая матрица P ∈ P (n), что для любых i, j 6 n

имеем tij = max(T ), если и только если pij = 1;
(3) существует такая матрица P ∈ P (n), что для любых i, j 6 n

имеем tij = max(T ), если и только если pij = 0.

Если (max(T ))et ∈ R(T ), то, по лемме 5.6, (min(T ))et ∈ R(T ).
Если существует такая матрица P ∈ P (n), что для любых i, j 6 n

имеем tij = max(T ), если и только если pij = 0, то T = (max(T ))J +
(min(T )−max(T ))P по лемме 5.8.

Пусть существует такая матрица P ∈ P (n), что для любых i, j 6 n

имеем tij = max(T ), если и только если pij = 1. Если в матрице T всего
два различных элемента, то T = (min(T ))J + (max(T )−min(T ))P .

В противном случае, по лемме 5.10, матрица T имеет вид (2). Тогда,
по лемме 5.14, граф GT не содержит ориентированных циклов длины
меньше n.

II. Если (min(T ))et, (max(T ))et ∈ R(T ), то φ конвертирует вектор-
ную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажоризацию по лемме 5.7.

Если φ(x) = αPx + βJx для некоторых α, β ∈ R, P ∈ P (n), то
φ сохраняет векторную мажоризацию по теореме 3.3. В частности, φ
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конвертирует векторную мажоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажо-
ризацию.

Если T удовлетворяет условию (2) и граф GT не содержит ориенти-
рованных циклов длины меньше n, то φ конвертирует векторную ма-
жоризацию (0, 1)-векторов в слабую мажоризацию по лемме 5.14. �

Автор благодарен своему научному руководителю профессору Алек-
сандру Эмилевичу Гутерману за постановку задачи и интересные и
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