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§1. Введение и необходимые определения

В 2008 году Андерсон и Бадави [6] ввели понятия регулярного и
тотального графов коммутативного кольца с единицей, а несколько
позже аналогичные графы были рассмотрены и над некоммутативны-
ми кольцами.

Пусть F – некоторое поле, Mn(F) – кольцо матриц размера n × n
над полем F, GLn(F) – множество невырожденных матриц.

Определение 1.1. Тотальным графом кольца Mn(F) называется
граф Tn(F) с множеством вершин Mn(F) такой, что различные мат-
рицы A,B ∈ Mn(F) соединены ребром тогда и только тогда, когда
det(A+B) = 0.

Определение 1.2. Регулярным графом кольца Mn(F) называется
подграф Γn(F) графа Tn(F), порожденный вершинами, являющимися
невырожденными матрицами.

В 2009 году Акбари, Джамаали и Факхари доказали, что если ха-
рактеристика поля F не равна 2, то кликовое число регулярного графа
конечно. В связи с этим, тот же коллектив авторов поставил вопрос
(см. [9, задача 525, стр. 1082–1083]) о том, является ли конечным хро-
матическое число графа Γn(F). В 2015 году Томон дал отрицательный
ответ на поставленный вопрос (см. [12, теорема 2.4]), доказав, что при
натуральном n > 2 и простом p > 3 выполнено

χ(Γn(Fp)) = ∞,

где Fp – алгебраическое замыкание поля Fp из p элементов. Однако
вопрос остается открытым для полей характеристики 0, в частности,
для Q,R и C.

Ключевые слова: регулярный граф кольца матриц, тотальный граф кольца
матриц, классификация графов с точностью до изоморфизма.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда No. 22-11-
00052 (параграф 2), а также в рамках Программы фундаментальных исследований
НИУ ВШЭ (параграф 3).
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Для исследования этого вопроса в статье [2] были введены понятия
регулярного и тотального графов для произвольного подмножества
векторного пространства Fn.

Определение 1.3. Пусть n – натуральное число, A ⊆ Fn.

• Тотальным графом множества A называется граф TA(F
n) с

множеством вершин Fn такой, что две произвольные различ-
ные точки x, y ∈ Fn соединены ребром тогда и только тогда,
когда x+y

2 ∈ A.
• Регулярным графом множества A называется граф ΓA(F

n) с
множеством вершин Fn\A такой, что две произвольные раз-
личные точки x, y ∈ Fn \ A соединены ребром тогда и только
тогда, когда x+y

2 ∈ A.

Эти графы обладают интересными свойствами, а также порожда-
ют ряд любопытных вопросов. Например, неизвестно, является ли ко-
нечным хроматическое число регулярного графа ΓC(R

2) единичной
окружности C на евклидовой плоскости.

Заметим, что регулярный граф Γn(F) кольца квадратных матриц
порядка n над полем F является частным случаем графа множества.
Действительно, пусть

• X – квадратная матрица, состоящая из n2 формальных пере-
менных;

• det(X) – многочлен, соответствующий определителю матрицы
X ;

• V (det(X)) – множество нулей этого многочлена.

Тогда Γn(F) = ΓV (det(X))(F
n2

).
Этот факт позволяет установить связь между свойствами графов

кольца матриц и множества. Например, доказано, что из бесконечно-
сти хроматического числа графа ΓC(R

2) следовала бы бесконечность
хроматического числа регулярного графа кольца вещественных мат-
риц порядка выше двух. Этот результат и некоторые свойства регу-
лярного и тотального графов множества описаны в статье [2].

Отдельный интерес представляет вопрос описания автоморфизмов
регулярного и тотального графов кольца матриц. В 2017 году Джоу,
Вонг и Ма доказали, что автоморфизмы тотального графа кольца 2×2
матриц над конечным полем имеют вид, описанный в теореме ниже.

Теорема 1.4 ([13, теорема 1.2]). Пусть Fq – поле из q элементов.
Если char (Fq) 6= 2, то отображение σ : M2 (Fq) → M2 (Fq) является
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автоморфизмом графа T (Γ (M2 (Fq))) тогда и только тогда, когда

для любой матрицы

(
a b
c d

)
∈M2 (Fq) или

σ

((
a b
c d

))
= P

(
f(a) f(b)
f(c) f(d)

)
Q,

или

σ

((
a b
c d

))
= P

(
f(a) f(c)
f(b) f(d)

)
Q,

где P,Q – невырожденные матрицы над полем Fq, а f – некоторый
автоморфизм пол Fq.

В статье [10] сформулирована гипотеза о том, что и в общем случае
автоморфизмы имеют схожий вид.

Гипотеза 1.5 ([10, гипотеза 1.4]). Пусть F – поле характеристики
отличной от двух. Тогда для любого автоморфизма T графа Tn(F)
или

T (A) = PAfQ для всех A ∈Mn(F),

или

T (A) = P (At)fQ для всех A ∈Mn(F)

для некоторых невырожденных матриц P,Q ∈ Mn(F) и некоторого
автоморфизма f поля F (через Af обозначается поэлементное при-
менение автоморфизма f к элементам матрицы A).

Мы подойдем к этому вопросу с другой стороны, а именно класси-
фицируем графы некоторых множеств с точностью до изоморфизма и
изучим их структуру.

На вопрос о том, какими могут быть изоморфные тотальные и регу-
лярные графы множеств, частично отвечает следующее утверждение,
установленное в [2]. В нем доказано, что широким классом изоморфиз-
мов являются аффинные преобразования.

Утверждение 1.6 ([2, утверждение 2.3]). а) Пусть Ã является об-
разом множества A при некотором невырожденном аффинном пре-

образовании пространства Fn, т.е. Ã = {Ca+ b | a ∈ A} для некото-
рой невырожденной матрицы C порядка n и вектора b ∈ Fn. Тогда
TA(F

n) ∼= T
Ã
(Fn) и ΓA(F

n) ∼= Γ
Ã
(Fn).

б) Аналогичное утверждение выполняется и для графов многочле-
на. Пусть некоторые многочлены p(x1, x2, . . . , xn), p̃(x1, x2, . . . , xn) ∈
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F[x1, x2, . . . , xn] таковы, что p(x) = p̃(Cx+b) для некоторой невырож-
денной матрицы C порядка n и вектора b ∈ Fn. Тогда Tp(F

n) ∼= Tp̃(F
n)

и Γp(F
n) ∼= Γp̃(F

n).
Иными словами, графы инвариантны (с точностью до изоморфиз-

ма) относительно невырожденного аффинного преобразования про-
странства.

Доказательство. Искомым изоморфизмом является отображение
x 7→ Cx+ b. �

Однако далеко не все изоморфизмы имеют такой вид. То, что изо-
морфные тотальные и регулярные графы множества устроены гораздо
сложнее, показывает следующий пример.

Пример 1.7 ([2, пример 2.4]). Для множеств A = {0, 1,
√
2} и B =

{0, 1,
√
3} и многочленов p(x) = x(x−1)(x−

√
2)и q(x) = x(x−1)(x−

√
3)

с множествами нулей V (p) = A и V (q) = B) имеем ΓA(R) ∼= ΓB(R) и
Γp(R) ∼= Γq(R), но A 6= {Cb+ d | b ∈ B} для любых C, d ∈ R.

Тот факт, что уже для множества из трех элементов утверждение,
обратное к утверждению 1.6, неверно, наводит на вопрос о том, какова
в целом структура тотальных и регулярных графов в этом минималь-
ном нетривиальном случае. Поэтому далее мы займемся классифика-
цией регулярных и тотальных графов множества, состоящего из трёх
точек. Введем следующее определение.

Определение 1.8. Пусть F – поле. Через T n(a1, a2, . . . , an) и
Γn(a1, a2, ..., an) будем обозначать графы TA(F

n) и ΓA(F
n) соответ-

ственно, где A = {a1, a2, . . . , an}.

Цель этой работы – получить полную классификацию тотальных и
регулярных графов трёхточечных множеств над полем нулевой харак-
теристики. Эта классификация будет получена в теореме 3.10.

Для доказательства основных результатов нам будет полезно следу-
ющее предложение, позволяющее параллельно классифицировать как
тотальные, так и регулярные графы.

Предложение 1.9. Пусть для некоторых чисел n,m ∈ N и мно-
жеств {a1, b1, c1}⊂Fn, {a2, b2, c2}⊂Fm тотальные графы T n(a1, b1, c1)
и Tm(a2, b2, c2) изоморфны. Тогда также изоморфны и регулярны гра-
фы Γn(a1, b1, c1) и Γm(a2, b2, c2).
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Доказательство. Заметим, что всеми вершинами степени два в гра-
фе T n(a1, b1, c1) являются в точности a1, b1, c1. Все остальные вершины
имеют степень три. То же верно и для графа Tm(a2, b2, c2). Поэтому
при изоморфизме графов вершины a1, b1, c1 перейдут в a2, b2, c2. Оста-
лось заметить, что регулярный граф Γn(a1, b1, c1) является подграфом
тотального и, соответственно, переходит в Γm(a2, b2, c2) при изомор-
физме. �

§2. Регулярные и тотальные графы трёхточечных

множеств на прямой

В этом параграфе мы классифицируем графы Γ1(a, b, c) с точностью
до изоморфизма. Везде далее F обозначает поле нулевой характеристи-
ки. В поле нулевой характеристики всегда можно выделить подкольцо
целых чисел, которое мы отождествим с Z, и подполе рациональных
чисел, которое мы отождествим с Q.

Лемма 2.1. Пусть a, b, c ∈ F различны. Тогда T 1(a, b, c) ≃ T 1(0, 1, f)
а Γ1(a, b, c) ≃ Γ1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F.

Доказательство. Рассмотрим аффинное отображение x→ (x−a)(b−
a)−1. Тогда a→ 0, b→ 1, а c→ (c−a)(b−a)−1 = f . Согласно утвержде-
нию 1.6, получаем T 1(a, b, c) ≃ T 1(0, 1, f) и Γ1(a, b, c) ≃ Γ1(0, 1, f). �

Нам понадобится следующая широко известная лемма.

Лемма 2.2. Пусть V – некоторое векторное пространство, S – ли-
нейно независимая система векторов. Тогда систему S всегда можно
дополнить до базиса Гамеля пространства V .

Лемма 2.3. При f1, f2 ∈ F\Q графы T 1(0, 1, f1) и T 1(0, 1, f2) изоморф-
ны.

Доказательство. По лемме 2.2, мы можем выбрать два базиса Гаме-
ля F как векторного пространства над Q:

G1 = {u0=1, u1=f1} ∪ {uα |α∈I},
G2 = {v0 = 1, v1 = f2} ∪ {vα |α ∈ I},

здесь I может быть несчетным.
Для каждого x = k0+k1f1+kα1

uα1
+. . .+kαn

uαn
(ki ∈ Q) определим

ψ(x) = k0 + k1f2 + kα1
vα1

+ . . .+ kαn
vαn

.
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Заметим, что ψ(0) = 0, ψ(1) = 1, ψ(f1) = f2. Получаем, что ψ(x)
биективно отображает F на F (то есть переводит множество вершин
T 1(0, 1, f1) в множество вершин T 1(0, 1, f2)) и аддитивно (то есть со-
хранят множество ребер), а, следовательно, отображение

f : T 1(0, 1, f1) → T 1(0, 1, f2)

является изоморфизмом графов T 1(0, 1, f1) и T 1(0, 1, f2). Таким обра-
зом, T 1(0, 1, f1) ≃ T 1(0, 1, f2). �

Замечание 2.4. Заметим, что множества {0, 1,
√
2} и {0, 1,

√
3} не

являются аффинно эквивалентными. Это, учитывая лемму 2.3, обос-
новывает пример 1.7.

Учитывая наличие порядка на множестве рациональных чисел, мы
можем считать, что при q ∈ Q граф T 1(0, 1, q) изоморфен T 1(0, 1, q′),
а граф Γ1(0, 1, q) изоморфен Γ1(0, 1, q′) для некоторого q′ ∈ Q, q > 1.

Утверждение 2.5. Графы Γ1(0, 1, q) не являются изоморфными при
различных q ∈ Q, q > 1.

Прежде чем доказать это утверждение, рассмотрим подробнее граф
Γ1(0, 1, q).

Пусть q = p1

q1
, где p1, q1 ∈ N. Тогда, применив аффинное преоб-

разование x → q1 · x − q1 и, быть может, x → −x, получим, что
Γ1(0, 1, q) ∼= Γ1(−m, 0, n) для некоторых натуральных и взаимно про-
стых m 6 n. Учитывая этот факт, достаточно показать, что графы
Γ1(−m, 0, n) неизоморфны при различных m,n.

Рассмотрим структуру графа Γ1(−m, 0, n), где m 6 n и m взаимно
просто с n. Если две произвольные вершины x, y в графе Γ1(−m, 0, n)
соединены ребром, то возможен только один из трех случаев:



x+ y = 0,

x+ y = 2n,

x+ y = −2m.

Таким образом, справедливо следующее предложение.

Предложение 2.6. Множество соседей произвольной вершины x в
графе Γ1(−m, 0, n) имеет вид N1(x) = {−x, 2n−x,−2m−x}\{−m, 0, n}.

Несложно заметить, что, за исключением того случая, когда n =
m = 1, единственную клику размера три в этом графе образуют вер-
шины Km,n = {n−m,n+m,−n−m}. А в случае n = m = 1 в графе
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Γ1(−1, 0, 1) нет ни одной клики размера 3. Поэтому граф Γ1(−1, 0, 1)
можно считать уникальным и не изоморфным ни одному из графов
Γ1(−m, 0, n) при n > 1.

Пусть теперь n > 1. Отдельно рассмотрим случай Γ1(−1, 0, 2). В
этом графе присутствует единственная вершина степени один: {1}. По-
скольку при остальных значениях m,n в графе Γ1(−m, 0, n) нет вер-
шин степени один, случай m = 1, n = 2 тоже уникален.

Отметим, что, за исключением случая n = 2, m = 1, в графе
Γ1(−m, 0, n) ровно шесть вершин имеют степень два:

Tm,n = {−n,m,−2m, 2n,−n− 2m, 2n+m}.
Все остальные вершины имеют степень три.

Можно заметить, что при достаточно больших x граф Γ1(−m, 0, n)
имеет в окрестности вершины x структуру, указанную на рис. 1.

Рис. 1. Структура графа Γ1(−m, 0, n) вдали от клики
и вершин степени два.

Пусть k > 0 –натуральное число. Рассмотрим множество

Dk =
{
(x, y) ∈ Z2| − [k/2] 6 x 6 ⌈k/2⌉,−[k/2] 6 y 6 ⌈k/2⌉,

− [k/2] 6 x+ y 6 ⌈k/2⌉
}
.

Заметим, что Dk содержит все целочисленные точки своей выпуклой
оболочки, поскольку является пересечением выпуклых множеств и це-
лочисленной решетки.

Множество Dk тесно связано со структурой графа Γ1(−m, 0, n). Эта
связь будет указана сразу после изучения некоторых свойств Dk.

Лемма 2.7. Множество Dk обладает следующими свойствами:
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Рис. 2. Компонента графа Γ1(−2, 0, 3), содержащая клику.

Рис. 3. Множества Dk для k = 0, 1, 2, 3.

(1) (a, b) ∈ Dk =⇒ |a|+ |b| 6 k;
(2) Dk+1 = (−Dk) ∪ (−Dk + (1, 0)) ∪ (−Dk + (0, 1));
(3) для множеств Dk при k ∈ N0 выполнено рекуррентное соот-

ношение

|Dk+2| = |Dk|+ 3(k + 2); (1)

(4) |Dk| =
3

4

(
k2 + 2k +

7

6
+ (−1)k

1

6

)
;
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(5) если k = p + q, 0 < p < q, то число пар точек A,B ∈ DK,

таких что
−−→
AB = (p, q), равняется p+ 1.

Доказательство.
(1) Поскольку (a, b) ∈ Dk, для a, b выполнена система неравенств






−[k/2] 6 a 6 ⌈k/2⌉,
−[k/2] 6 b 6 ⌈k/2⌉,
−[k/2] 6 a+ b 6 ⌈k/2⌉.

Если a и b одного знака, то в силу третьего неравенства системы
для абсолютных значений a и b справедливо неравенство |a| + |b| 6
⌈k/2⌉ 6 k. Пусть a и b разных знаков. Без ограничения общности
будем считать, что a 6 0 6 b. В таком случае для абсолютных зна-
чений a и b справедливы неравенства |a| 6 [k/2], |b| 6 ⌈k/2⌉. Отсюда
|a|+ |b| 6 [k/2] + ⌈k/2⌉ = k.
(2) Множество (−Dk)∪(−Dk+(1, 0))∪(−Dk+(0, 1)) является объеди-
нением образов Dk при отражении относительно (0, 0) и композиции
этого отражения со сдвигами на единичный вектор по каждой из осей.
Само множество Dk является пересечением трех полос

L1 ={(x, y) ∈ Z2| − [k/2] 6 x 6 ⌈k/2⌉},
L2 ={(x, y) ∈ Z2| − [k/2] 6 y 6 ⌈k/2⌉},
L3 ={(x, y) ∈ Z2| − [k/2] 6 x+ y 6 ⌈k/2⌉}.

Поэтому достаточно рассмотреть образы этих полос при соответству-
ющих отображениях. Легко убедиться, что

−L1 = −L1 + (0, 1) = {(x, y) ∈ Z2 | −⌈k/2⌉ 6 x 6 [k/2]},
−L1 + (1, 0) = {(x, y) ∈ Z2| − ⌈k/2⌉+ 1 6 x 6 [k/2] + 1},

−L2 = −L2 + (1, 0) = {(x, y) ∈ Z2| − ⌈k/2⌉ 6 y 6 [k/2]},
−L2 + (0, 1) = {(x, y) ∈ Z2| − ⌈k/2⌉+ 1 6 y 6 [k/2] + 1},

−L3 = {(x, y) ∈ Z2| − ⌈k/2⌉ 6 x+ y 6 [k/2]},
−L3 + (1, 0) = −L3 + (0, 1)={(x, y)∈Z2|−⌈k/2⌉+16x+y6 [k/2]+1}.
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Заметим, что равенства
[
k
2

]
+ 1 =

⌈
k+1
2

⌉
,
⌈
k
2

⌉
=

[
k+1
2

]
выполнены

для любого k. Учитывая эти равенства, получаем:

−L1 = −L1 + (0, 1) =
{
(x, y) ∈ Z2| −

[
k+1
2

]
6 x 6 [k/2]

}
,

−L1 + (1, 0) =
{
(x, y) ∈ Z2| −

[
k+1
2

]
6 x 6

⌈
k+1
2

⌉}
,

−L2 = −L2 + (1, 0) =
{
(x, y) ∈ Z2| −

[
k+1
2

]
6 y 6 [k/2]

}
,

−L2 + (0, 1) =
{
(x, y) ∈ Z2| −

[
k+1
2

]
+ 1 6 y 6

⌈
k+1
2

⌉}
,

−L3 =
{
(x, y) ∈ Z2| −

[
k+1
2

]
6 x+ y 6 [k/2]

}
,

−L3 + (1, 0)=−L3 + (0, 1)=
{
(x, y)∈Z2|−

[
k+1
2

]
+16x+y6

⌈
k+1
2

⌉}
.

Объединив эти неравенства, мы получим, что точки множества

(−Dk) ∪ (−Dk + (1, 0)) ∪ (−Dk + (0, 1))

= ((−L1) ∪ (−L1 + (1, 0)) ∪ (−L1 + (0, 1)))

∩ ((−L2) ∪ (−L2 + (1, 0)) ∪ (−L2 + (0, 1)))

∩ ((−L3) ∪ (−L3 + (1, 0)) ∪ (−L3 + (0, 1)))

удовлетворяют системе





−
[
k+1
2

]
6 x 6

⌈
k+1
2

⌉
,

−
[
k+1
2

]
6 y 6

⌈
k+1
2

⌉
,

−
[
k+1
2

]
6 x+ y 6

⌈
k+1
2

⌉
.

Осталось заметить, что в точности эта система задает Dk+1.
(3) Точки (x, y) ∈ Dk удовлетворяют системе






−[k/2] 6 x 6 ⌈k/2⌉,
−[k/2] 6 y 6 ⌈k/2⌉,
−[k/2] 6 x+ y 6 ⌈k/2⌉.

Заметим, что [(k + 2)/2] = [k/2] + 1, ⌈(k + 1)/2⌉ = ⌈k/2⌉+ 1. Учиты-
вая эти равенства, получим, что для точек множества Dk+2, в свою
очередь, выполнены неравенства





−[k/2]− 1 6 x 6 ⌈k/2⌉+ 1,

−[k/2]− 1 6 y 6 ⌈k/2⌉+ 1,

−[k/2]− 1 6 x+ y 6 ⌈k/2⌉+ 1.
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Рассмотрим множество Dk+2 \Dk. Поскольку это множество содер-
жит только точки (x, y) с целыми координатами, из вида систем, зада-
ющих Dk и Dk+2, следует, что Dk+2\Dk – это в точности точки на гра-
нице Dk+2. Граница множества Dk+2 состоит из отрезков шести пря-
мых. Нетрудно заметить, что суммарное количество точек множества
Dk+2 на прямых −[k/2]−1 = x, x = ⌈k/2⌉+1 равняется k+4. Столько
же точек лежит суммарно на парах прямых −[k/2]−1 = y, y = ⌈k/2⌉+1
и −[k/2]− 1 = x+ y, x+ y = ⌈k/2⌉+1. Учитывая, что эти шесть отрез-
ков прямых образуют шестиугольник и его вершины учтены дважды,
получаем, что |Dk+2 \ Dk| = |Dk+2| − |Dk| = 3(k + 4) − 6 = 3(k − 2).
Это равенство завершает доказательство.
(4) Рассмотрим отдельно случаи четного и нечетного k. Для четного
k, используя рекуррентное соотношение (1) и равенство |D0| = 1, по-

лучаем |Dk| = 1+ 3 · 2+ 3 · 4+ . . .+3 · k = 1+ 3 (k+2)k
4 . При нечетном k

наименьший индекс имеет |D1| = 3, поэтому рекуррентное соотноше-

ние (1) дает равенство |Dk| = 3 · 1 + 3 · 3 + 3 · 5 + . . . + 3 · k = 3 (k+1)2

4 .
Совмещая эти равенства при четном и нечетном k, получаем доказы-
ваемую формулу.
(5) Пусть, как определено выше,

L3 = {(x, y) ∈ Z2| − [k/2] 6 x+ y 6 ⌈k/2⌉}.
Предположим, что пара точек (x1, y1), (x2, y2) = (x1, y1) + (p, q), где
p+ q = k, лежит внутри полосы L3. Это возможно только тогда, когда
(x1, y1) лежит на прямой x+ y = −[k/2], а (x2, y2) – на прямой x+ y =
⌈k/2⌉.

Таким образом, если пара точек (x1, y1), (x2, y2) = (x1, y1) + (p, q)
лежит внутри Dk, то из Dk ⊂ L3 следует, что x1 + y1 = −[k/2].
Рассмотрим точки (0,−[k/2]), (−1,−[k/2] + 1), . . . , (−p,−[k/2] + p) на
прямой x + y = −[k/2], а (x2, y2) и соответствующие им точки
(p, q − [k/2]), (p − 1, q − [k/2] + 1), . . . , (0, q − [k/2] + p) = (0, ⌈k/2⌉) на
прямой x+y = ⌈k/2⌉. Это все пары точек, которые лежат в Dk и отли-
чаются на вектор (p, q). Действительно, точки на прямой x+y = −[k/2]
с координатой y < −[k/2] уже не будут лежать в области Dk, как и
точки на прямой x+ y = ⌈k/2⌉ с координатой y > ⌈k/2⌉. Для заверше-
ния доказательства осталось заметить, что указанных выше пар точек
ровно p+ 1. �

Следующая лемма устанавливает связь между множествам Dk и
соседями произвольной вершины в графе Γ1(−m, 0, n).
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Лемма 2.8. Пусть z – некоторая вершина графа Γ1(−m, 0, n). Тогда
если среди соседей вершины z нет вершин степени два, то есть
Nl(z) ∩ Tm,n = ∅ для каждого l ∈ {0, 1, . . . , k}, то

Nk(z) = {2an− 2bm+ (−1)kz | (a, b) ∈ Dk}. (2)

Доказательство. Докажем это утверждение индукцией по парамет-
ру k.

База индукции. При k = 0 множество D0 состоит из одной точ-
ки (0, 0), как и множество N0(z) = {z}, что полностью соответствует
доказываемому утверждению.

Шаг индукции. Пусть для некоторого k выполнено Nk(z) = {−2an+
2bm+ (−1)kz | (a, b) ∈ Dk}. Докажем, что и для k + 1 это тоже верно.
Согласно предложению 2.6, и учитывая, что m, 0,−n /∈ Nk(z), соседя-
ми вершины 2an−2bm+(−1)kz будут три точки: −2an+2bm+(−1)k+1z,
2(−a+1)n+2bm+(−1)k+1z, −2an−2(−b+1)+(−1)k+1z. Заметим, что
для вершины −2an+2bm+(−1)kz пара коэффициентов (a, b) при чис-
лах 2n и −2m у соседей принимает одно из трех значений: (−a,−b),
(−a + 1,−b), (−a,−b + 1). Это в точности соответствует отражению
точки (a, b) относительно точки (0, 0) в комбинации со сдвигом на ну-
левой вектор, вектор (1, 0) и (0, 1). Тем самым, требуемое утверждение
следует из пункта 2 леммы 2.7. �

Перейдем к доказательству утверждения 2.5.

Доказательство. Доказательство утверждения 2.5 напрямую следу-
ет из леммы 2.7. Действительно, пусть для некоторых взаимно про-
стых n1,m1 и n2,m2 есть изоморфизм

ψ : Γ1(−m1, 0, n1) → Γ1(−m2, 0, n2).

Поскольку существует лишь конечное множество вершин z, для ко-
торых выполнено неравенство |z| 6 8max(n1m1, n2m2), найдутся две
вершины z1 ∈ Γ1(−m1, 0, n1) и z2 ∈ Γ1(−m2, 0, n2) графа Γ1(−m, 0, n)
такие, что ψ(z1) = z2 и

|z1|, |z2| > 8max(n1m1, n2m2).

Из леммы 2.8 следует, что соседи вершин z1 и z2 имеют вид

Nk(z1) = {2an1 − 2bm1 + (−1)kz1 | (a, b) ∈ Dk},
Nk(z2) = {2an2 − 2bm2 + (−1)kz2 | (a, b) ∈ Dk}.
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Пусть для некоторых (a1, b1), (a2, b2) ∈ Z2 выполнено неравенство

|a1|+ |b1|, |a2|+ |b2| 6 max(n1 +m1, n2 +m2)

и для некоторых s, t ∈ N0 имннт место равенство

2a1n1 − 2b1m1 + (−1)sz1 = 2a2n1 − 2b2m1 + (−1)tz1.

Тогда

|(−1)sz1 − (−1)tz1| = |2(a2 − a1)n1 − 2(b2 − b1)m1|
6 2(|a2|+ |a1|)n1 + 2(|b2|+ |b1|)m1

< 2(|a2|+ |a1|)n1 + 2(|b2|+ |b1|)n1

= 2(|a1|+ |b1|+ |a2|+ |b2|)n1

6 4max(n1 +m1, n2 +m2)n1 < z1.

Поскольку |(−1)sz1 − (−1)tz1| равняется либо 0, либо 2z1, из нера-
венства выше следует, что s и t одной четности и 2(a2 − a1)n1 =
2(b2 − b1)m1. Поскольку n1 и m1 взаимно простые, заключаем, что
(a1, b1) = (a2, b2) + r · (m1, n1), где r ∈ N.

Таким образом, если k < n1 +m1, то |Dk| = |Nk(z1)|. Если же k =
n1+m1, то |Nk(z1)| = |Dk|−m1 по пункту (5) леммы 2.7. Аналогичное
верно и для графа Γ1(−m2, 0, n2): если k < n2+m2, то |Dk| = |Nk(z2)|;
если k = n2 + m2, то |Nk(z2)| = |Dk| − m2. Поскольку вершина z2
является образом z1 при изоморфизме, то |Nk(z1)| = |Nk(z2)| для всех
k. С учетом последних равенств, это означает справедливость системы

{
n1 +m1 = n2 +m2,

m1 = m2.

Это возможно, только если n1 = n2 и m1 = m2, что и требовалось
доказать. �

Теорема 2.9. Пусть F – поле нулевой характеристики, a, b, c ∈ F

различны. Тогда граф T 1(a, b, c) изоморфен одному из следующих не
изоморфных друг другу типов графов:

• T 1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F \Q, причем все графы такого
типа изоморфны;

• T 1(0, 1, q) для некоторого q ∈ Q, q > 1, причем при различных
q все графы такого типа попарно неизоморфны.

Граф Γ1(a, b, c), в свою очередь, изоморфен одному из следующих не
изоморфных друг другу типов графов:



180 В. В. ПРОМЫСЛОВ

• Γ1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F \Q, причем все графы такого
типа изоморфны;

• Γ1(0, 1, q) для некоторого q ∈ Q, q > 1, причем при различных
q все графы такого типа попарно неизоморфны.

Доказательство. Из леммы 2.1 следует, что T 1(a, b, c) изоморфен
T 1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F. Если f ∈ F\Q, то, согласно лемме 2.3,
все такие графы изоморфны. Тогда, как следует из предложения 1.9,
изоморфны и графы Γ1(a, b, c) и Γ1(0, 1, f).

Если же f = q ∈ Q, то можно считать, что q > 1 и, согласно утвер-
ждению 2.5, при разных q графы Γ1(0, 1, q) неизоморфны. Отсюда,
снова по предложению 1.9, следует, что при разных q > 1 не могут
быть изоморфны и графы Γ1(0, 1, q).

Ввиду предложения 1.9, осталось доказать, что графы Γ1(0, 1, f)
при f ∈ F \ Q и Γ1(0, 1, q) при q ∈ Q не изоморфны друг другу.
Действительно, как было показано выше, граф Γ1(0, 1, q) изоморфен
Γ1(−m, 0, n) для некоторых взаимно простых m < n ∈ N. В гра-
фе Γ1(−m, 0, n) единственную клику размера 3 образуют вершины
Km,n = {n −m,n +m,−n −m}. Кроме того, в нем ровно шесть вер-
шин степени два: Tm,n = {−n,m,−2m, 2n,−n − 2m, 2n + m}. Также
несложно заметить, что вершины степени два лежат в двух компонен-
тах связности, причем в одной из них лежит клика.

Если же мы рассматриваем граф Γ1(0, 1, f) при f ∈ F \Q, то в нем
клику размера три образуют вершины Kf = {f + 1,−f + 1, f − 1}, а
вершины степени два выглядят следующим образом:

Tf = {−f,−f + 2,−1, 2f − 1, 2, 2f}.
Можно заметить, что вершины степени два в этом графе содержатся
в трех, но не в двух компонентах связности. Кроме того, клика не
лежит ни в одной из этих трех компонент. Это замечание завершает
доказательство. �

§3. Регулярные и тотальные графы трёхточечных

множеств в Fn

В этом параграфе мы переместим фокус на случай произвольной
размерности. Рассмотрим графы Γn(a, b, c) и T n(a, b, c), где a, b, c ∈ Fn.
Как будет показано, граф T n(a, b, c) изоморфен графу T 1(a′, b′, c′) для
некоторых a′, b′, c′ ∈ F – доказательству этого факта и посвящен §3.
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Поскольку Γn(a, b, c) является подграфом T n(a, b, c), то, согласно пред-
ложению 1.9, Γn(a, b, c) ≃ Γ1(a′, b′, c′) для тех же a′, b′, c′ ∈ F. Тем са-
мым, с учетом теоремы 2.9, для описания графов Γn(a, b, c) и T n(a, b, c)
достаточно исследовать только свойства графа T n(a, b, c), что и будет
сделано ниже.

Замечание 3.1. Согласно определению, соседними в графе T n(a, b, c)
являются вершины, полусумма которых как векторов в Fn принадле-
жит множеству A = {a, b, c}. Иначе этот факт можно сформулировать
так: вершины x и y соединены ребром в графе T n(a, b, c), если точка y
получена отражением точки x относительно одной из точек a, b, c.

Предложение 3.2. Для графа T n(a, b, c) выполнены следующие свой-
ства.

(1) Если выполнено 2(b− a) = 2(c− b) = c− a с точностью до пе-
рестановки a, b, c, то в графе T n(a, b, c) отсутствуют клики
размера три.

(2) За исключением случая п. (1), в графе T n(a, b, c) существу-
ет единственная клика размера три. Её образуют вершины
{−a+ b+ c, a− b+ c, a+ b− c}.

(3) В графе T n(a, b, c) ровно три вершины имеют степень 2 – это
в точности {a, b, c}.

(4) За исключением {a, b, c}, все вершины графа T n(a, b, c) имеют
степень 3.

Рис. 4. Клика в
графе T n(a, b, c).

Рис. 5. Расположе-
ние a, b, c при от-
сутствии клики.

Доказательство. (1), (2). Если в графе есть клика размера три, то
найдется такая вершина x, при отражении которой относительно то-
чек a и b получатся симметричные относительно c точки (см. рис. 4).
Таким образом, будет выполнено следующее равенство:

−x+ 2b = x− 2a+ 2c ⇐⇒ x = +2b = a+ b− c.
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Отсюда находим:





x = a+ b − c,

−x+ 2a = a− b+ c,

−x+ 2b = −a+ b+ c.

Клики размера три нет только в том случае, если некоторые из этих
точек совпадают. Это происходит в точности тогда, когда выполняют-
ся соотношения 2(b − a) = 2(c − b) = c − a или одно из двух других,
которое можно получить перестановкой точек a, b, c (см. рис. 5).

(3), (4). Действительно, как было отмечено в замечании 3.1, каж-
дый сосед получается отражением относительно одной из точек a, b, c.
В случае, если отражаемая вершина не совпадает ни с одной из точек
a, b, c, после отражения получатся три различные точки. Если же вер-
шина совпадает с одной из точек a, b, c, то отразить получится только
относительно двух оставшихся. �

Лемма 3.3. Компонента связности вершины x в графе T n(a, b, c) сов-
падает с множеством

Cx =
{
(−1)k+l+mx+ 2ka+ 2lb+ 2mc | k, l,m ∈ Z, k + l +m = 0

или k + l +m = 1
}
.

Доказательство. Действительно, смежными по ребру с вершиной x
являются {−x+2a,−x+2b,−x+2c}, которые содержатся в Cx. Заме-
тим, что если для некоторой вершины y = (−1)k+l+mx+2ka+2lb+2mc
было выполнено свойство k + l + m = 0 или k + l +m = 1, то и для
смежных с y вершин будет выполнено соответствующее свойство, т.е.
они также будут содержаться в множестве Cx. Верно и обратное вклю-
чение: любую точку y = (−1)k+l+mx + 2ka+ 2lb + 2mc множества Cx

можно получить, применив к точке x в некотором порядке k отра-
жений относительно a, l относительно b и m относительно c. Соглас-
но замечанию 3.1, после отражений получатся вершины, достижимые
из x. �

Пусть G – группа с порождающим множеством S ⊂ G. Обозначим
через Cay(G,S) граф Кэли группы G относительно порождающего
множества S, вершинами которого является множество G, а ребрами
– множество {{g, h} | g, h ∈ G, g−1h ∈ S}.
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Лемма 3.4. Пусть векторы b−a, c−a ∈ Fn линейно независимы над
Q ⊂ F. Тогда компоненты связности графа T n(a, b, c), не содержа-
щие клику и вершины степени два, изоморфны графу Кэли Cay(G,S)
группы G симметрий S = {a, b, c} относительно точек a, b, c:

G = 〈a, b, c | a2 = b
2 = c

2 = (abc)2 = e〉.

Доказательство. Пусть a, b, c – симметрии относительно точек a, b, c
соответственно. Поскольку b−a, c−a ∈ Fn линейно независимы над Q,
группа симметрий, порожденная a, b, c, совпадает с группой симметрий
плоскости относительно трёх точек общего положения. Общеизвестен
факт, что такая группа задается соотношениями

G = 〈a, b, c | a2 = b
2 = c

2 = (abc)2 = e〉.
Согласно лемме 3.3, компонента связности вершины x совпадает с

множеством

Cx =
{
(−1)k+l+mx+ 2ka+ 2lb+ 2mc | k, l,m∈Z, k+l+m=0

или k + l +m = 1
}
.

Определим отображение ψ : G → Cx, сопоставив каждому элементу
группы G, определенной выше, точку множества Cx, полученную из
вершины x в результате соответствующей последовательности отра-
жений относительно точек a, b, c. Заметим, что корректность опреде-
ления ψ следует из того факта, что G является группой отражений
плоскости относительно трех точек a, b, c, а множество Cx, в свою оче-
редь, – множеством всех точек, которые можно получить из x путем
отражений относительно a, b, c (см. также замечание 3.1), т.е. орбитой
элемента x под действием G. Отсюда также следует, что ψ является
сюръекцией.

Докажем, что ψ – инъекция. Достаточно показать, что если для
элемента g группы G выполнено ψ(g) = x, то g = e. Сократим в за-
писи g все вхождения a

2, b2, c2, (abc)2. Тем самым, учитывая равен-
ства a−1 = a, b−1 = b, c−1 = c, элемент g можно считать словом из
букв a, b, c, где каждые соседние буквы различны. Пусть в результате
последовательности отражений g из вершины x получается вершина
(−1)k+l+mx+ 2ka+ 2lb+ 2mc, где k + l+m = 0 или k + l +m = 1.

Если k+l+m = 1, то x = −x+2ka+2lb+2mc, откуда x = ka+lb+mc.
Заметим, что если k, l иm нечётны, то x лежит в компоненте связности
клики. Если же одно из чисел k, l илиm нечетно, а остальные четны, то
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x лежит в одной из компонент связности вершин степени два. Другие
варианты невозможны, поскольку k + l +m = 1.

Если же k + l +m = 0, то x = x + 2ka+ 2lb+ 2mc, откуда следует,
что 0 = ka+ lb+mc. Поскольку k + l+m = 0, получаем

0 = ka+ lb+mc = (−l−m)a+ lb+mc = l(b− a) +m(c− a).

В силу линейной независимости b − a и c − a над Q, получаем l =
m = k = 0. Заметим, что, например, каждое вхождение буквы a на
нечетной позиции в слове g увеличивает l на единицу, и, наоборот,
вхождение a на четной позиции в слове g уменьшает l на единицу.
Тогда равенства l = m = k = 0 возможны только в том случае, когда
вхождений каждого из отражений a, b, c на четных и нечетных позици-
ях в записи g поровну. Осталось заметить, что hqh = q−1 для любого
несобственного (являющегося композицией нечетного числа симмет-
рий) движения h ∈ G и собственного q ∈ G, что следует из соотно-
шений a

2 = b
2 = c

2 = (abc)2 = e. Такое преобразование позволяет
сократить число вхождений каждого из отражений a, b, c в записи g,
сохраняя соотношение k + l + m = 0. Таким образом, применяя это
преобразование необходимое число раз, мы сократим все буквы и по-
лучим, что g тождественно.

Получаем, что ψ – биекция множества вершин, сохраняющая ребра,
а значит и изоморфизм соответствующих графов. �

Лемма 3.4 означает, что в случае линейной независимости a, b, c над
Q все компоненты графа T n(a, b, c), которые не содержат максималь-
ной клики и вершин степени 2, имеют вид Cay(G,S), т.е. гексагональ-
ной сетки (см. рис. 6), и, следовательно, изоморфны.

Лемма 3.5. Пусть b−a, c−a∈Fn линейно зависимы над Q⊂F. Тогда
существуют такие a′, b′, c′ ∈ F, что для каждой компоненты связ-
ности графа T n(a, b, c) найдется изоморфная ей в графе T 1(a′, b′, c′).
Более того, все компоненты связности графа T n(a, b, c), которые не
содержат клику и вершины степени два, изоморфны друг другу и со-
ответствующим компонентам в графе T 1(a′, b′, c′).

Доказательство. Рассмотрим параллельный перенос Fn на вектор
−a. Согласно утверждению 1.6, полученный при таком преобразова-
нии граф T n(0, b − a, c− a) будет изоморфен исходному. Из линейной
зависимости b − a и c− a над Q следует, что λ1(b − a) + λ2(c− a) = 0
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Рис. 6. Граф Кэли Cay(G,S), имеющий структуру гек-
сагональной сетки.

для некоторых λ1, λ2 ∈ Q. Поскольку векторы b− a и c− a коллинеар-
ны, поворотом и растяжением можно добиться того, что b − a и c− a
перейдут в векторы e1 = (1, 0, 0, . . .) и −λ1

λ2

e1. Поскольку эти преоб-
разования являются аффинными, по лемме 1.6 получаем, что графы
T n(0, b− a, c− a) и T n(0, e1,

−λ1

λ2

e1) изоморфны. Более того, поскольку
−λ1

λ2

∈ Q, применив подходящее аффинное преобразование, мы можем

перевести векторы e1,
−λ1

λ2

e1 в −m · e1, n · e1 для некоторых взаим-

нопростых m,n ∈ N таких, что m 6 n. Тогда T n(0, b − a, c − a) ≃
T n(0, e1,

−λ1

λ2

e1) ≃ T n(−m · e1, 0, n · e1). Ниже мы покажем, что компо-

ненты связности графа T n(−m · e1, 0, n · e1) изоморфны соответствую-
щим компонентам T 1(−m, 0, n).
Шаг 1. Сначала докажем, что изоморфны компоненты, содержащие
клику или вершины степени два. Заметим, что, согласно предложе-
нию 3.2, клика размера три, как и вершины степени два, содержится
в линейной оболочке 〈e1〉. Поэтому построим линейное отображение
ϕ : 〈e1〉 → Q так, чтобы ϕ(e1) = 1. Тогда ϕ(−m ·e1) = −m, ϕ(n ·e1) = n,
и полученное отображение является изоморфизмом компонент графов
T n(−m · e1, 0, n · e1) и T 1(−m, 0, n), содержащихся в 〈e1〉 и Q соответ-
ственно, т. е., в частности, компонент с кликой размера три или вер-
шинами степени два.
Шаг 2. Докажем, что изоморфны и те компоненты, которые не со-
держат клику размера три или вершины степени два. По лемме 3.3,
компонента связности вершины x в графе T n(−m · e1, 0, n · e1) имеет
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вид

Cx={(−1)r+s+tx−2rm ·e1+2tn ·e1 | r, s, t∈Z, r+s+t=0 или r+s+t=1}.
Рассмотрим произвольную вершину x′ графа T 1(−m, 0, n), которая не
содержится в компоненте вершин степени два или клики размера три.
Определим отображение ϕ следующим образом:

ϕ((−1)r+s+tx− 2rm · e1 + 2tn · e1) = (−1)r+s+tx′ − 2rm+ 2tn.

Такое определение отображения ϕ корректно. Действительно, пусть
для некоторых r1, s1, t1 и r2, s2, t2 оказалось, что

(−1)r1+s1+t1x−2r1m ·e1+2t1n ·e1 = (−1)r2+s2+t2x−2r2m ·e1+2t2n ·e1,
но

(−1)r1+s1+t1x′ − 2r1m+ 2t1n 6= (−1)r2+s2+t2x′ − 2r2m+ 2t2n.

Тогда, если r1 + s1 + t1 6= r2 + s2 + t2, то из равенства

(−1)r1+s1+t1x− 2r1m · e1+2t1n · e1 = (−1)r2+s2+t2x− 2r2m · e1+2t2n · e1
следует, что x = ±((r1 − r2)m + (t2 − t1)n). Ввиду предложения 3.2 и
леммы 3.3, это означает, что x лежит в компоненте связности клики
размера три или вершин степени два, что невозможно.

Если же r1 + s1 + t1 = r2 + s2 + t2, то равенство

(−1)r1+s1+t1x− 2r1m · e1+2t1n · e1 = (−1)r2+s2+t2x− 2r2m · e1+2t2n · e1
влечет −2r1m · e1 + 2t1n · e1 = −2r2m · e1 + 2t2n · e1. Из этого следует
равенство

(−1)r1+s1+t1x′ − 2r1m+ 2t1n = (−1)r2+s2+t2x′ − 2r2m+ 2t2n,

что приводит к противоречию с неравенством

(−1)r1+s1+t1x′ − 2r1m+ 2t1n 6= (−1)r2+s2+t2x′ − 2r2m+ 2t2n.

Тем самым, определение ϕ корректно. Заметим, что рассуждение
выше также доказывает сюръективность ϕ. Доказательство инъектив-
ности ϕ получается переменой мест

(−1)r+s+tx− 2rm · e1 + 2tn · e1 и (−1)r+s+tx′ − 2rm+ 2tn

из рассуждений выше. Заметим также, что ϕ сохраняет ребра в ком-
понентах связности. Таким образом, ϕ является искомым изоморфиз-
мом. �
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Замечание 3.6. Лемма 3.5 означает, что в случае линейной незави-
симости b− a и c− a структура компонент связности графа T n(a, b, c)
не зависит от размерности n.

Этот факт наводит на мысль о том, что, раз некоторые компонен-
ты связности устроены одинаково в разных размерностях, то и сами
графы могут быть изоморфны некоторым одномерным аналогам. Сле-
дующие утверждения покажут, что это действительно так.

Теорема 3.7. Пусть dimQ F = ∞ и a, b, c ∈ Fn различны. Тогда граф
T n(a, b, c) изоморфен графу T 1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F.

Доказательство. Рассмотрим параллельный перенос Fn на вектор
−a. Согласно утверждению 1.6, полученный при таком преобразова-
нии граф T n(0, b− a, c− a) будет изоморфен исходному. Теперь в два
шага найдем такой изоморфизм f , что T n(0, b − a, c− a) ≃ T 1(0, 1, f),
и построим этот изоморфизм.
Шаг 1: построение отображения ψ : Fn → F и нахождение подходя-
щего f .
Случай 1. Пусть векторы b − a и c − a линейно независимы над Q.
Возьмем f ∈ F такой, что векторы 1 и f линейно независимы над Q в
F. Согласно лемме 2.2, мы можем дополнить системы {b − a, c − a} и
{1, f} до базиса Гамеля Fn и F над Q соответственно:

G1 = {u0 = b− a, u1 = c− a} ∪ {uα |α ∈ I1},
G2 = {v0 = 1, v1 = f} ∪ {vα |α ∈ I2}.

Заметим, что множества I1 и I2 имеют одинаковую мощность. Это
позволяет определить отображение ψ(x) на элементе x = k0(b − a) +
k1(c− a) + kα1

uα1
+ . . .+ kαn

uαn
(ki ∈ Q) следующим образом:

ψ(x) = k0 + k1f + kα1
vα1

+ . . .+ kαn
vαn

.

Случай 2. Пусть векторы b−a и c−a линейно зависимы над Q. Тогда,
как и в первом случае, по лемме 2.2 дополним системы {b − a} и {1}
до базиса Гамеля Fn и F над Q соответственно:

G1 = {u0 = b − a} ∪ {uα |α ∈ I1}, G2 = {v0 = 1} ∪ {vα |α ∈ I2}.
Как и выше, множества I1 и I2 имеют одинаковую мощность. Тогда
для каждого x = k0(b− a) + kα1

uα1
+ . . .+ kαn

uαn
(ki ∈ Q) определим

ψ(x) = k0 + kα1
vα1

+ . . .+ kαn
vαn

.

В этом случае возьмем f = ψ(c− a).
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Шаг 2: завершение доказательства.
Заметим, что как в первом, так и во втором случае, ψ(0) = 0,

ψ(b − a) = 1, ψ(c − a) = f . Получаем, что, как и в доказательстве
леммы 2.3, ψ(x) биективно отображает F на Fn (т. е. сохраняет мно-
жество вершин) и аддитивно (т. е. сохраняет множество ребер). Сле-
довательно, отображение ψ : T n(0, b − a, c − a) → T 1(0, 1, f) является
изоморфизмом графов T n(0, b− a, c− a) и T n(0, 1, f). Таким образом,
T n(a, b, c) ≃ T n(0, b− a, c− a) ≃ T 1(0, 1, f). �

Лемма 3.8. Пусть dimQ F < ∞, а точки a, b, c ∈ Fn различны и
таковы, что векторы b − a и c − a линейно зависимы над Q. Тогда
граф T n(a, b, c) изоморфен графу T 1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F.

Доказательство. Поскольку векторы b − a и c − a линейно зави-
симы, согласно лемме 3.5, найдутся такие a′, b′, c′ ∈ F, что компо-
ненты связности графа T n(a, b, c) изоморфны компонентам связности
T 1(a′, b′, c′). Тогда осталось заметить, что множества компонент связ-
ности каждого типа (содержащие клику размера три, вершины сте-
пени два, или отличные от первых двух) имеют равные мощности в
графах T n(0, b− a, c− a) и T 1(0, 1, f), а именно: компонента, содержа-
щая клику размера три, одна; компонент, содержащих вершины сте-
пени два, от двух до трех в зависимости от взаимного расположения
точек, но, как следует из доказательства леммы 3.5, одинаковое ко-
личество в графах T n(a, b, c) и T 1(a′, b′, c′); компонент, не содержащих
ни клику, ни вершины степени два, счетное число. Отсюда автомати-
чески следует существование покомпонентного изоморфизма между
соответствующими графами.

Завершая доказательство, отметим, что аффинным преобразова-
нием набор точек (a′, b′, c′) можно перевести в (0, 1, f) для некото-
рого f ∈ F. Принимая во внимание предложение 1.6, получаем, что
T n(a, b, c) ≃ T 1(a′, b′, c′) ≃ T 1(0, 1, f). �

Теорема 3.9. Пусть dimQ F < ∞, а точки a, b, c ∈ Fn различны и
таковы, что векторы b− a и c− a линейно независимы над Q. Тогда

• если dimQ F > 1, то граф T n(a, b, c) изоморфен графу T 1(0, 1, f)
для некоторого f ∈ F;

• если F=Q, то T n(a, b, c) изоморфен T 2((0, 0), (1, 0), (0, 1)).
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Доказательство. Параллельным переносом Fn на вектор −a добьем-
ся того, что T n(a, b, c) ≃ T n(0, b− a, c− a). Компоненты связности гра-
фов T n(0, b− a, c− a) и T 1(0, 1, f) (как и графа T 2((0, 0), (1, 0), (0, 1)))
разбиваются на несколько типов: содержащие клику, содержащие вер-
шины степени два и не содержащие ни того, ни другого. Оказывается,
что в каждом случае структура этих компонент не зависит от размер-
ности n – этот факт позволит построить изоморфизм ψ покомпонент-
но. Докажем этот факт последовательно для каждого типа компонен-
ты связности.
Шаг 1. Сначала определим ψ на компонентах, содержащих клику
или вершины степени два. Заметим, что, согласно предложению 3.2,
клика размера три, как и вершины степени два, содержится в линейной
оболочке 〈b − a, c− a〉 векторов b− a и c− a над Q.
Случай 1. Если dimQ F > 1, возьмем f ∈ F \ Q и определим линейное

отображение ϕ : 〈b−a, c−a〉 → 〈1, f〉 так, чтобы выполнялись равенства
ϕ(b−a) = 1, ϕ(c−a) = f . Тогда полученное отображение биективно и,
по определению, линейно, а значит является изоморфизмом компонент
графов T n(0, b − a, c− a) и T 1(0, 1, f), содержащихся в 〈b − a, c− a〉 и
〈1, f〉 соответственно. Теперь определим ψ(x) = ϕ(x) в точности для
тех вершин, которые лежат в компонентах, содержащих клику размера
три или вершины степени два.
Случай 2. Если F = Q, то линейное отображение ϕ : 〈b − a, c − a〉 →
Q2 определим так, чтобы выполнялись равенства ϕ(b − a) = (1, 0),
ϕ(c − a) = (0, 1). Тогда, как и в случае 1, полученное отображение
будет являться изоморфизмом компонент графа T n(0, b− a, c− a), со-
держащихся в 〈b−a, c−a〉 и T 2((0, 0), (1, 0), (0, 1)). В этом случае также
определим ψ(x) = ϕ(x) в точности для тех вершин, которые лежат в
компонентах, содержащих клику размера три или вершины степени
два.
Шаг 2. Теперь перейдем к компонентам, не содержащим ни клику раз-
мера три, ни вершины степени два. Обозначим множество таких ком-
понент через H1. Прежде всего заметим, что, согласно лемме 3.4, все
эти компоненты изоморфны графу Кэли группы, порожденной тремя
отражениями плоскости, т.е. графу, имеющему структуру гексагональ-
ной сетки (см. рис. 6).

Такую же структуру имеют компоненты графа T 1(0, 1, f) в случае 1
(и графа T 2((0, 0), (1, 0), (0, 1)) в случае 2), не содержащие ни клику
размера три, ни вершины степени два – множество таких компонент
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обозначим через H2. Это означает наличие изоморфизма между про-
извольной компонентой H1 ∈ H1 в графе T n(0, b − a, c − a) и про-
извольной компонентой H2 ∈ H2 в графе T 1(0, 1, f) (соответственно,
T 2((0, 0), (1, 0), (0, 1))). Можно заметить, что множество H1 счетно, как
и множество H1 (это. например, следует из счетности F, Fn и вида ком-
понент связности, описанного в лемме 3.3). Это означает, что можно
построить покомпонентный изоморфизм ψ подграфов, образованных
множествами H1 и H2.

Доопределив ψ на компоненты с кликой или вершинами степени два
так, как было описано в шаге 1, получим покомпонентный изоморфизм
графов T n(0, b − a, c − a) и T 1(0, 1, f) (или T 2((0, 0), (1, 0), (0, 1)) соот-
ветственно). �

Теорема 3.10. Пусть a, b, c ∈ F различны. Тогда граф T n(a, b, c) изо-
морфен одному из следующих не изоморфных друг другу типов графов:

• T 1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F \Q, причем все графы такого
типа изоморфны;

• T 1(0, 1, q) для некоторого q ∈ Q, q > 1, причем при различных
q все графы такого типа попарно неизоморфны;

• граф T n(a, b, c) изоморфен графу T 2((0, 0), (1, 0), (0, 1)) только
в том случае, когда F = Q, а векторы b − a и c − a линейно
независимы.

Граф Γn(a, b, c), в свою очередь, изоморфен одному из не изоморф-
ных друг другу типов графов:

• Γ1(0, 1, f) для некоторого f ∈ F \Q, причем все графы такого
типа изоморфны;

• Γ1(0, 1, q) для некоторого q ∈ Q, q > 1, причем при различных
q все графы такого типа попарно неизоморфны;

• граф Γn(a, b, c) изоморфен графу Γ2((0, 0), (1, 0), (0, 1)) только
в том случае, когда F = Q, а векторы b − a и c − a линейно
независимы.

Доказательство. Ввиду предложения 1.9, все утверждения, за ис-
ключением случая F = Q, следуют из теорем 2.9, 3.7, 3.9 и леммы 3.8.

Пусть F = Q. Согласно лемме 3.8 и теореме 3.9, осталось лишь до-
казать, что при q ∈ Q графы Γ2((0, 0), (1, 0), (0, 1)) и Γ1(0, 1, q) неизо-
морфны. Из этого, по предложению 1.9, будет следовать, что также
неизоморфны и графы T 2((0, 0), (1, 0), (0, 1)) и T 1(0, 1, q).
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Докажем, что графы Γ2((0, 0), (1, 0), (0, 1)) и Γ1(0, 1, q) неизоморф-
ны. Действительно, в графе Γ1(0, 1, q) при q ∈ Q, как было показано
в доказательстве теоремы 2.9, все вершины степени два содержатся
в двух компонентах связности, одна из которых содержит клику. На-
против, в графе Γ2((0, 0), (1, 0), (0, 1)) вершины степени два лежат в
трех компонентах связности, причем клика размера три не лежит ни
в одной из них. Это завершает доказательство теоремы. �
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