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§1. Введение

Обозначим через Mn(F) алгебру n×n квадратных матриц над полем
F и через Tn(F) – её подалгебру верхнетреугольных матриц.

Определение 1.1. Множество матриц {Ai|i ∈ I} ⊆ Mn(F) называет-
ся триангулизуемым, если существует обратимая матрица C ∈ Mn(F)
такая, что C−1AiC ∈ Tn(F) для всех i ∈ I. Эквивалентным образом го-
ворят, что матрицы Ai ∈ Mn(F), i ∈ I, одновременно триангулизуемы,
если триангулизуемо множество {Ai|i ∈ I}.

Вопрос об одновременной триангулизуемости пары комплексных
матриц является классическим вопросом линейной алгебры. Его тео-
ретическое решение даёт известная теорема Маккоя (подробнее см.,
например, [9, 17, 20]).

Теорема 1.2 (теорема Маккоя, [17]). Матрицы A,B ∈ Mn(C) од-
новременно триангулизуемы тогда и только тогда, когда матрица
p(A,B)(AB − BA) нильпотентна для любого многочлена p(x, y) от
некоммутирующих переменных.

Аналогичный критерий справедлив и для произвольного семейства
матриц.

Теорема 1.3 ( [20]). Множество A ⊆ Mn(C) триангулизуемо тогда
и только тогда, когда матрица Ai1 · · ·Aim(Aim+1

Aim+2
−Aim+2

Aim+1
)

нильпотентна для любых значений индекса m ∈ Z+ и матриц
Ai1 , . . . , Aim , Aim+1

, Aim+2
∈ A.

Хотя известен критерий одновременной триангулизуемости, ни фор-
мулировка, ни различные доказательства теоремы Маккоя не дают
конечной процедуры проверки данного свойства. Ряд алгоритмов для
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проверки одновременной триангулизуемости двух матриц были позд-
нее предложены в работах Альпина и Корешкова [1] и Буржуа [6, 7].

Теорема 1.4 ( [1, Теорема 6]). Матрицы A,B ∈ Mn(C) одновремен-
но триангулизуемы тогда и только тогда, когда любая матрица из
конечного множества

B(n2−1) = {C1 · · ·Ck(AB−BA)|Ci ∈ {A,B}, i = 1, . . . , k, 0 ≤ k ≤ n2−1}
(1.1)

имеет нулевой след.

Теорема 1.5 ( [6, Предложение 3.3]). Алгоритм, индуцированный
теоремой 1.4, имеет мультипликативную сложность (количество

необходимых умножений комплексных чисел) O(2n
2

n3).

Отметим, что множество, определённое равенством (1.1), постро-
ено из произведений заданных матриц. При изучении произведений
образующих конечномерной алгебры важным инструментом является
такой числовой инвариант как длина (см. определения 2.2 и 3.2 ни-
же). Вычисление этой величины само по себе является интересной и
трудной задачей. Например, длина полной матричной алгебры Mn(F)
до сих пор неизвестна, хотя проблема её вычисления была поставле-
на Пазом в 1984 г. На сегодняшний день известны лишь некоторые
оценки длины алгебры Mn(F), например, доказанные Пазом [19], Пап-
паченой [18], Шитовым [21]. Много результатов было получено для
длин собственных подалгебр, а также полной алгебры матриц при до-
полнительных ограничениях на порождающие множества, см., напри-
мер, [2–4, 10–16, 18] и их библиографию. Мы также более подробно
приведём некоторые из результатов по данной теме в §2.

В данной статье мы связываем вопрос одновременной триангули-
зуемости с проблемой Паза и известными результатами о длине мат-
ричной алгебры. Сначала в §2 мы применяем функцию длины к алго-
ритму, основанному на теореме 1.4, и показываем, как уменьшить его
мультипликативную сложность. В §3 мы вводим определение наслед-
ственной длины алгебры, восполняющее отсутствие свойства монотон-
ности исходной функции длины, и обсуждаем проблему её вычисления
для матричных алгебр. В §4 в качестве основного результата этой ста-
тьи мы приводим асимптотически лучшую процедуру одновременной
проверки триангулизуемости для пары комплексных матриц, основан-
ную на результатах о длине верхнетреугольных матричных алгебр (см.
теорему 4.5).
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§2. Длина множеств и алгебр

Пусть A – ассоциативная конечномерная алгебра с единицей над
произвольным полем F и S = {a1, . . . , ak} – конечная система образу-
ющих этой алгебры. Следуя [18], определим длину системы порожда-
ющих и алгебры.

Определение 2.1. Словом от S будем называть произведение эле-
ментов множества S. Длина слова ai1 . . . ait , где aij ∈ S, равна t. Будем
считать единицу 1 алгебры A словом длины 0 (пустым словом).

Для любого i ≥ 0 через Si обозначим множество всех слов дли-
ны не большей i над афавитом S и будем использовать обозначение
Li(S) = 〈Si〉, где 〈M〉 обозначает линейную оболочку подмножества
M некоторого векторного пространства над F.

Пусть

L(S) =

∞
⋃

i=0

Li(S)

обозначает линейную оболочку всех слова в алфавите S. Заметим, что
L(S) – подалгебра с единицей в A, порождённая множеством S.

Согласно определению пространств Lk получаем, что для 0 ≤ i ≤ j
выполнены включения Li(S) ⊆ Lj(S). Более того, поскольку алгебра
A конечномерна, то существует такое число h, что Lh(S) = Lh+1(S).
В то же время,

Lh+2(S) = 〈L1(S)Lh+1(S)〉 = 〈L1(S)Lh(S)〉 = Lh+1(S).

Тогда по индукции получаем, что L(S) = Li(S) = Lh(S) для всех i ≥ h.

Определение 2.2. Длиной системы порождающих S конечномерной
алгебры A называется число

l(S) = min{k ∈ Z+ : Lk(S) = A},

а длиной алгебры A называется число

l(A) = max{l(S) : L(S) = A}.

Из определения пространств Li(S) следует, что для длины произ-
вольной ассоциативной алгебры A выполнена тривиальная верхняя
оценка dimA− 1 (см. [18, первый абзац на стр. 536]).

Следуя определению 2.2, можно определить длину произвольного
множества S ⊂ A как длину системы образующих в алгебре L(S).
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В следующей лемме мы покажем, как конструкция, используемая в
теореме 1.4, связана с функцией длины.

Лемма 2.3. В теореме 1.4 достаточно проверить условие равенства
следа нулю для матриц из конечного множества B(l({A,B})).

Доказательство. Доказательство теоремы 1.4 основано на построе-
нии базиса левого идеала L({A,B})(AB −BA). Из определения этого
идеала следует, что если слова V1, . . . , Vm ∈ L({A,B}) образуют базис
алгебры L({A,B}), то линейная оболочка произведений

V1(AB −BA), . . . , Vm(AB −BA)

совпадает с указанным выше идеалом. Из определения функции дли-
ны вытекает, что пространство L({A,B}) совпадает с линейной обо-
лочкой множества {A,B}l({A,B}), поэтому множество B(l({A,B})) со-
держит базис левого идеала L({A,B})(AB −BA). �

Таким образом, для оценки мультипликативной сложности проце-
дуры, индуцированной леммой 2.3, нужна оценка длины произвольной
пары матриц. В этих терминах результат теоремы 1.4 основан на три-
виальной оценке l(S) ≤ dimMn(F)− 1.

Исследования функции длины для полной алгебры матриц над по-
лем начались в 1950-х годах в контексте механики сплошных сред [22].
В общем случае задача вычисления длины матричной алгебры Mn(F)
как функции порядка матриц была поставлена в 1984 году Пазом [19]
и до сих пор является открытой. Известные нетривиальные верхние
оценки принадлежат Пазу, Паппачене и Шитову.

Теорема 2.4 ( [19, теорема 1, замечание 2]). Пусть F – произвольное
поле. Тогда

l(Mn(F)) ≤ ⌈(n2 + 2)/3⌉.

Теорема 2.5 ([18, следствие 3.2]). Пусть F – произвольное поле. Тогда

l(Mn(F)) < n
√

2n2/(n− 1) + 1/4 + n/2− 2.

Теорема 2.6 ( [21, теорема 3]). Для всех множеств S ⊂ Mn(F) вы-
полнена оценка l(S) ≤ 2n log2 n+ 4n− 4.

Отметим, что эти оценки нелинейны. В то же время Паз предполо-
жил, что должна существовать линейная верхняя оценка длины мат-
ричной алгебры.
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Гипотеза 2.7 (Гипотеза Паза [19]). Пусть F – произвольное поле и
S ⊂ Mn(F). Тогда l(S) ≤ 2n− 2.

Учитывая существование систем порождающих длины 2n− 2 (см.,
например, [12, стр. 131]), гипотеза Паза известна и в следующей фор-
мулировке.

Гипотеза 2.8 ( [19]). Пусть F – произвольное поле. Тогда l(Mn(F)) =
2n− 2.

Хотя в общем виде гипотеза Паза все ещё остается открытой, неко-
торые линейные оценки были доказаны при дополнительных ограни-
чениях на системы порождающих (таких как условия на ранги или
жорданову форму), см., например, [2–4,10–16,18] и их библиографию.
В частности, Гутерманом, Лаффи, Марковой и Шмигоц [10] было уста-
новлено, что гипотеза Паза верна для следующего широкого класса
порождающих множеств.

Определение 2.9. Матрица C ∈ Mn(F) называется циклической, ес-
ли её минимальный многочлен совпадает с характеристическим.

Теорема 2.10 ( [10, теорема 2.4]). Пусть F – произвольное поле. Ес-
ли система порождающих S матричной алгебры Mn(F) содержит
циклическую матрицу, то l(S) ≤ 2n− 2.

Далее будет установлено, что этот результат верен для произволь-
ного множества, содержащего циклическую матрицу. Для этого мы
покажем, как в общем случае перенести линейную оценку длины с
системы образующих на произвольное множество.

Теорема 2.11. Пусть F – произвольное поле и a, b – положитель-
ные целые числа. Если неравенство l(S) ≤ an − b выполняется для
всех систем порождающих S алгебры Mn(F) при всех n ≥ 1, то
оно выполнено и для всех подмножеств в Mn(F). Более того, если
b ≥ 2 и L(S ′) 6= Mn(F), то выполнено также и строгое неравенство
l(S ′) < an− b.

Доказательство. Поскольку множество векторов над F линейно за-
висимо тогда и только тогда, когда оно линейно зависимо над любым
расширением K поля F, то длина множества S, рассматриваемого как
подмножество в Mn(K), равна длине l(S) над F. В частности, дли-
на над алгебраическим замыканием поля совпадает с длиной над ис-
ходным полем. Поэтому достаточно доказать утверждение теоремы в
предположении, что поле F алгебраически замкнуто.
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В этих ограничениях, если множество S ′ порождает собственную
подалгебру A в Mn(F), то согласно [20, теорема 1.5.1] существует об-
ратимая матрица C ∈ Mn(F) такая, что каждая матрица A ∈ C−1AC
имеет блочную верхнетреугольную форму

A =

















A11 A12 . . . A1k

0 A22 . . . A2k

0 0 A33

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . Akk

















,

где k ≥ 2, Aii ∈ Mni
(F), i = 1, . . . , k, n1 + · · · + nk = n, и мно-

жество {1, . . . , k} является дизъюнктным объединением подмножеств
J1, J2, . . . , Jl таких, что

(1) {Aii : A ∈ C−1AC} = Mni
(F), i = 1, . . . , k;

(2) если i, j ∈ Js, то Aii = Ajj для всех A ∈ C−1AC;

(3) если i ∈ Jr, j ∈ Js и r 6= s, то {(Aii, Ajj) : A ∈ C−1AC} =
Mni

(F)⊕Mnj
(F);

(4) если i ∈ Js, то найдётся матрица A ∈ C−1AC такая, что матрица
Aii единичная и Ajj = 0 при j /∈ Js.

Для длины блочно-треугольных матричных алгебр выполнена верх-
няя оценка (см. [2, следствие 5.4] и доказательство [11, предложение
3.6]):

l(C−1S ′C) ≤

k
∑

j=1

l(S ′
j) + k − 1,

где множества S ′
i в Mni

(F) образованы всеми матрицами Ai,i∈C−1S ′C,
i = 1, . . . , k. Поскольку по построению каждый диагональный блок
представляет собой полную матричную алгебру Mni

(F), то l(S ′
i) ≤

ani − b, i = 1, . . . , k.

Следовательно, l(S) = l(C−1SC) ≤
k
∑

j=1

(anj−b)+k−1 = an−kb+k−1.

Если b = 1, то −kb+ k − 1 = −1 = −b, в противном случае, при b ≥ 2
и k ≥ 2 имеем kb− k + 1 ≥ 2b− 1 > b. �
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Следствие 2.12. Пусть F – произвольное поле. Если множество
S ⊂ Mn(F) содержит циклическую матрицу A, то l(S) ≤ 2n − 2.
Более того, если L(S) 6= Mn(F), то l(S) ≤ 2n− 3.

Доказательство. Данное утверждение доказывается аналогично
теореме 2.11 с применением теоремы 2.10, поскольку для циклической
матрицы A каждая её компонента Ai,i тоже будет циклической. �

Теперь мы готовы показать, как оценки функции длины могут
уменьшить мультипликативную сложность алгоритма, основанного на
теореме 1.4 и лемме 2.3.

Лемма 2.13. Если матрицы A,B ∈ Mn(C) удовлетворяют неравен-
ству l({A,B}) ≤ M , то мультипликативная сложность алгоритма,
основанного на лемме 2.3, есть O(2Mn3).

Доказательство. Пользуясь леммой 2.3, аналогично доказательству
теоремы 1.5, необходимо проверить, что 2M+1 − 2 матрицы имеют ну-
левой след. Для этой проверки требуется 2M+1 матричных умножений
в Mn(C). Отсюда следует результат. �

Следствие 2.14. Существует версия алгоритма, основанного на
лемме 2.3, с мультипликативной сложностью O(24nn2n+3).

Доказательство. Следует из леммы 2.13 и теоремы 2.6. �

Следствие 2.15. Если гипотеза Паза верна, то можно предъявить
алгоритм проверки одновременной триангулизуемости для пары ком-
плексных n×n матриц с мультипликативной сложностью O(22nn3).

Следствие 2.16. Если матрица A ∈ Mn(C) циклическая, то для
проверки одновременной триангулизуемости матриц A,B ∈ Mn(C)
есть алгоритм с мультипликативной сложностью O(22nn3).

Доказательство. Следует из леммы 2.13 и следствия 2.12. �

§3. Наследственная длина

Отметим, что лемма 2.3 приводит к вычислительной задаче получе-
ния оценки для длины любого подмножества S ′ в алгебре A, которое
может порождать собственную подалгебру A′ ⊂ A, а не всю алгебру A.
Эквивалентная задача состоит в том, чтобы найти такое число M ∈ N,
что для любой подалгебры A′ ⊆ A выполняется оценка: l(A′) ≤ M .
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Используя тривиальную оценку длины l(A′) ≤ dimA′ − 1, всегда
можно положить M = dimA − 1. Недостатком является то, что три-
виальная оценка не обязательно точна. С другой стороны, любое под-
множество содержится в порождающей системе всей алгебры, поэто-
му естественно было предположить, что длина подалгебры ограниче-
на длиной алгебры. Однако эта гипотеза неверна, и опровергающие
примеры были построены в матричных алгебрах, начиная с матриц
порядка 4 (см. [2, пример 9.3, предложение 9.4]).

Более того, известно, что разность между длинами подалгебры и
содержащей её алгебры может быть сколь угодно большой:

Теорема 3.1 ( [2, теорема 9.19, следствие 9.20]). Пусть F – произ-
вольное поле и пусть k, n,m ∈ N, n ≥ m. Тогда

(1) существуют алгебры A′ ⊂ A ⊂ M2k+2(F) такие, что l(A′)−l(A) =
k;
(2) существует индекс N ∈ N и такие алгебры B′ ⊂ B ⊂ MN(F), что
l(B′)

l(B)
= 1 +

m

n
.

Ввиду леммы 2.3 и теоремы 3.1, мы предлагаем следующий вариант
определения функции длины алгебры.

Определение 3.2. Наследственной длиной алгебры A назовём число

lh(A) = max{l(S) : S ⊆ A}.

Отметим, что наследственная длина равна максимальной длине среди
всех подалгебр с той же единицей в данной алгебре.

Из тривиальной оценки длины следует, что эта величина также кор-
ректно определена и удовлетворяет той же оценке lh(A) ≤ dimA − 1.
Понятие наследственной длины алгебры в некотором смысле более
естественно, поскольку оно восполняет отсутствие свойства монотон-
ности исходной функции длины. С другой стороны, задача её вычис-
ления более сложна, так как требует рассмотрения всех конечных под-
множеств алгебры, а не только систем порождающих.

Лемма 3.3. Рассмотрим произвольное поле F, F-алгебру A и её по-
далгебру A′ ⊆ A. Тогда lh(A

′) ≤ lh(A).

В терминах наследственной длины леммы 2.3 и 2.13 дают следую-
щее утверждение.
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Лемма 3.4. Мультипликативная сложность алгоритма, основан-
ного на лемме 2.3, есть O(2lh(Mn(F))n3).

Из теоремы 2.11 следует, что выполнение гипотезы 2.8 влечёт вы-
полнение гипотезы 2.7. Таким образом, существует естественная пере-
формулировка гипотезы Паза в терминах наследственной длины.

Гипотеза 3.5. Для произвольного поля F и порядка матриц n выпол-
нено равенство

lh(Mn(F)) = l(Mn(F)) = 2n− 2.

Более того, l(A) < l(Mn(F)) для любой собственной подалгебры с еди-
ницей A ⊂ Mn(F).

§4. Алгоритм проверки одновременной

триангулизуемости, основанный на длине алгебры

верхнетреугольных матриц

В этом разделе мы предлагаем асимптотически лучшую процедуру
одновременной проверки триангулизуемости для пары комплексных
матриц, основанную на результатах автора о длине верхнетреугольных
матричных алгебр.

Сначала напомним линейную оценку длины треугольных матрич-
ных алгебр.

Теорема 4.1 ( [2, теорема 4.1]). Пусть F – произвольное поле. Тогда
l(Tn(F)) = n− 1.

Лемма 4.2 ( [2, лемма 4.2]). Пусть F – произвольное поле и A –
произвольная подалгебра алгебры Tn(F). Тогда l(A) ≤ n− 1.

Следствие 4.3. Пусть F – произвольное поле. Если множество S ⊂
Mn(F) триангулизуемо, то l(A) ≤ n− 1.

Мы также можем сформулировать этот результат для наследствен-
ной длины.

Следствие 4.4. Пусть F – произвольное поле. Тогда lh(Tn(F)) = n−1.

Основываясь на данном результате, можно предложить алгоритм
проверки триангулизуемости пары A,B ∈ Mn(C), в котором требуется
O(2nn4) ≪ O(22nn3) умножений комплексных чисел.
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Теорема 4.5. Существует алгоритм проверки одновременной три-
ангулизуемости пары матриц A,B ∈ Mn(C), имеющий мультипли-
кативную сложность 2n+1(n4 + n3).

Доказательство. Сначала опишем алгоритм.
Шаг 1. Вычисляем все слова из множества B(n). Слова разной дли-

ны упорядочим по возрастанию длин, а слова одной длины, например,
лексикографически.

Шаг 2. Последовательно вычисляем следы матриц из B(n). На пер-
вой матрице с ненулевым следом проверка останавливается. В этом
случае пара A,B не триангулизуема по лемме 2.3.

Шаг 3. Пусть все следы матриц из B(n) нулевые. Вычисляем
dimB(n)− dimB(n− 1).

Если dimB(n)−dimB(n−1) = 0, то равенства dimB(s) = dimB(n−1)
выполнены для всех s ≥ n. Значит, все матрицы из B(l({A,B})) имеют
нулевой след, и пара A,B триангулизуемa по лемме 2.3.

Если dimB(n)− dimB(n− 1) > 0, то

dimLn({A,B}) > dimLn−1({A,B}).

Соответственно, l(L({A,B})) ≥ n, и пара A,B не триангулизуемa со-
гласно следствию 4.3.

Теперь найдём мультипликативную сложность этого алгоритма. На
шаге 1 выполняются 2n+1 умножения матриц, они соответствуют
2n+1n3 умножениям комплексных чисел. Для вычисления dimB(n)−
dimB(n− 1) на шаге 3 мы преобразуем все матрицы из B(n) в строки
длины n2. Тогда задача вычисления dimB(n− 1) превратится в зада-
чу вычисления ранга матрицы Hn размера (2n − 1) × n2 и сравнения
его с рангом матрицы, полученной из Hn дописыванием ещё 2n строк,
что можно сделать методом элементарных преобразований, используя
2n+1n4 умножений чисел. �

Замечание 4.6. Заметим, что мульпликативная сложность нашего
алгоритма основана на сложности задач умножения матриц и вычис-
ления ранга прямоугольной матрицы, и мы оценили её при условии
использования стандартных методов решения этих задач. Используя
алгоритм быстрого умножения матриц [5] и основанный на нём алго-
ритм вычисления ранга [8], можно понизить сложность нашего алго-
ритма до O(2nn2(ω−1)), где ω < 2, 373 – показатель в задаче быстрого
умножения матриц.
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matrix pairs with the Paz problem and known results on the length of the
matrix algebra. The length function is applied to the Al’pin–Koreshkov
algorithm, and it is demonstrated how to reduce its multiplicative com-
plexity. An asymptotically better procedure for verifying the simultaneous
triangularizability of a pair of complex matrices is provided. This procedure
is based on results on the lengths of upper triangular matrix algebras.
Also the definition of hereditary length of an algebra is introduced, and
the problem of computing the hereditary lengths of matrix algebras is
discussed.
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