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§1. Введение

Один из удобных методов визуализации бинарного алгебраического
отношения R – построение соответствующего ему графа. Вершинам
графа соответствуют элементы или их классы эквивалентности в рас-
сматриваемой алгебраической структуре, причём ребро из x в y суще-
ствует, если и только если xRy. Наиболее распространёнными графа-
ми отношений являются графы коммутативности, ортогональности и
делителей нуля.

Изучение графов отношений – активно развивающаяся область со-
временной математики. Среди направлений, для которых примене-
ние графов отношений оказывается особенно актуальным, стоит отме-
тить задачу классификации отображений, сохраняющих отношения,
см. [10], а также решение проблемы изоморфизма, заключающееся в
изучении взаимосвязи между изоморфизмом алгебраических структур
и изоморфизмом соответствующих им графов отношений, см. [11, 14].

Целью данной работы является исследование отношений коммута-
тивности, ортогональности и составления пары делителей нуля, а так-
же порождаемых ими графов для конкретного класса неассоциатив-
ных алгебр, а именно, алгебр Кэли–Диксона. Изучение алгебр Кэли–
Диксона берёт своё начало в теории композиционных алгебр, то есть
таких алгебр, на которых задана строго невырожденная квадратич-
ная форма n( · ), удовлетворяющая тождеству n(ab) = n(a)n(b) для
всех элементов алгебры.

В 1898 году Гурвиц показал, что единственные унитальные ком-
позиционные алгебры с делением над R – это вещественные числа
R, комплексные числа C, кватернионы H и октонионы O. Позднее
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теорема Гурвица была обобщена Джекобсоном на случай произволь-
ных унитальных композиционных алгебр над произвольным полем F,
charF 6= 2. Он доказал, что любая такая алгебра A изоморфна алгебре
Кэли–Диксона An размерности 2n, где 0 6 n 6 3, см. [13, стр. 61, тео-
рема 1]. Этот результат был обобщён Жевлаковым, Слинько, Шеста-
ковым и Ширшовым на случай поля F произвольной характеристики,
см. [4, стр. 46, теорема 1].

В общем случае, алгебры Кэли–Диксона над полем F, charF 6= 2, –
это семейство 2n-мерных алгебр An, n ∈ N0, определяемых индуктив-
но: A0 = F, и на каждом шаге алгебра An+1 получается из алгебры
An с помощью процедуры удвоения Кэли–Диксона с некоторым пара-
метром γn ∈ F\ {0}. Элементами An+1 являются упорядоченные пары
элементов из An, то есть элементы вида (a, b) ∈ An×An. При n > 4 ал-
гебры An неальтернативны, а потому не являются композиционными.
Как следствие, в них появляются делители нуля даже в том случае,
когда норма на An анизотропна. Классификация этих делителей нуля
и описание их аннуляторов оказываются довольно трудной задачей, за
исключением, разве что, некоторых частных случаев.

В настоящее время большинство авторов ограничиваются изучени-
ем вещественных алгебр главной последовательности, которые мы обо-
значаем через Mn. В них F = R, а все параметры Кэли–Диксона рав-
ны −1. Наиболее успешные попытки по изучению делителей нуля в
этих алгебрах были предприняты Морено [16–18] и Биссом, Даггером
и Исаксеном [8,9]. В частности, в работах [8,9] были полностью описа-
ны размерности аннуляторов элементов, а также классифицированы
те делители нуля, аннуляторы которых имеют наибольшую возмож-
ную размерность. Затем Пикстон [20] получил аналогичный результат
для размерностей альтернаторов элементов этих алгебр.

Отметим, что Морено был первым, кто начал изучать в веществен-
ных алгебрах главной последовательности дважды альтернативные
элементы, то есть такие элементы, обе компоненты которых альтерна-
тивны в предыдущей алгебре этой последовательности. Он установил
ряд важных свойств дважды альтернативных делителей нуля, см. [16,
стр. 25–27]. Одна из причин успешного изучения дважды альтернатив-
ных элементов состоит в том, что, как было показано в [17, стр. 15],
композиционное тождество n(ab) = n(ba) = n(a)n(b), хотя и не выпол-
няется во всей алгебре Mn при n > 4, продолжает выполняться в том
случае, когда элементы a, b ∈ Mn альтернируют между собой.
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Среди недавних работ о графах отношений алгебр Кэли–Диксона
можно отметить [2, 3, 5], где были описаны графы отношений веще-
ственных алгебр Кэли–Диксона малых размерностей: контркомплекс-
ных чисел, контркватернионов, контроктонионов, контрседенионов и
седенионов. В работах автора [22,23] были изучены делители нуля ве-
щественных алгебр Кэли–Диксона, компоненты которых удовлетворя-
ют дополнительным условиям на норму и альтернативность, а так-
же решена проблема изоморфизма для графов ортогональности веще-
ственных алгебр Кэли–Диксона на парах базисных элементов.

В настоящей статье мы обобщаем результаты, полученные в ра-
боте [22] для вещественных алгебр Кэли–Диксона, на случай произ-
вольных алгебр Кэли–Диксона над полем F, charF 6= 2, а результаты,
полученные в работах [8, 16, 22] для вещественных алгебр главной по-
следовательности, – на случай произвольных алгебр Кэли–Диксона с
анизотропной нормой. В следствии 3.3 и лемме 5.6 мы исправляем
неточности, допущенные в доказательствах леммы 4.6 и следствия 5.9
работы [22]. Мы также изучаем возможные размерности аннуляторов
элементов в произвольных алгебрах Кэли–Диксона.

Работа построена следующим образом: В §2 мы вводим основные
определения и обозначения, используемые на протяжении всего текста.
В частности, мы подробно описываем процедуру Кэли–Диксона в п. 2.2
и напоминаем некоторые свойства алгебр Кэли–Диксона в п. 2.3.

В §3 получено обобщение некоторых известных результатов о по-
далгебрах в вещественных алгебрах главной последовательности на
случай произвольных алгебр Кэли–Диксона. А именно, в лемме 3.4,
следствии 3.8 и теоремах 3.7 и 3.9 мы устанавливаем достаточное усло-
вие того, что два или три элемента порождают ассоциативную или
альтернативную подалгебру, и приводим явную таблицу умножения
элементов этой подалгебры. Основным методом доказательства этих
утверждений является построение гомоморфизма из A2 или A3 в рас-
сматриваемую подалгебру.

В §4 мы рассматриваем пары таких делителей нуля в произволь-
ных алгебрах Кэли–Диксона, компоненты которых имеют ненулевую
норму и альтернируют между собой. В п. 4.1 показано, что такие эле-
менты образуют шестиугольные структуры в графе делителей нуля.
Ключевую роль при их изучении играет лемма 4.1, позволяющая по-
строить по заданной паре делителей нуля новую пару делителей нуля.
Основным результатом этого раздела является теорема 4.13. В п. 4.2
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мы описываем свойства дважды альтернативных делителей нуля, у ко-
торых хотя бы одна из компонент имеет ненулевую норму. Лемма 4.19
и теорема 4.22 устанавливают явный вид их аннуляторов и ортогона-
лизатора, а также соотношение между централизатором и ортогона-
лизатором.

В §5 мы рассматриваем делители нуля в алгебрах Кэли–Диксона с
анизотропной нормой. Леммы 5.1 и 5.6 обобщают результаты о свой-
ствах делителей нуля в вещественных алгебрах главной последова-
тельности из работы [16]. Следствие 5.4 показывает, что два нецен-
тральных элемента алгебры Кэли–Диксона с анизотропной нормой
C-эквивалентны, то есть имеют одинаковые централизаторы, если и
только если их мнимые части пропорциональны. В теореме 5.11 мы
доказываем, что в случае алгебр Кэли–Диксона с анизотропной нор-
мой ориентированные шестиугольники в графе делителей нуля из тео-
ремы 4.13 могут быть продолжены до неориентированных двойных
шестиугольников в графе ортогональности.

§6 посвящён изучению возможных размерностей аннуляторов эле-
ментов алгебр Кэли–Диксона. Примеры 6.3, 6.4 и 6.5 показывают, что
в общем случае размерность аннулятора может быть чётной, но не
кратной четырём, или даже нечётной. Однако, согласно теореме 6.11,
в случае алгебр Кэли–Диксона с анизотропной нормой размерность ан-
нулятора всегда кратна четырём. Этот результат обобщает теорему 9.8
из работы [8] о размерностях аннуляторов элементов вещественных ал-
гебр главной последовательности.

§2. Основные определения и обозначения

2.1. Алгебраические отношения и их графы. Пусть F – произ-
вольное поле и (A,+, ·) – алгебра над полем F, возможно, некоммута-
тивная или неассоциативная. Будем говорить, что элементы a, b ∈ A
антикоммутируют, если ab + ba = 0, и элементы a, b ортогональ-
ны, если ab = ba = 0. Множество всех делителей нуля в A (левых,
правых и двусторонних) мы будем обозначать через Z(A), множество
двусторонних делителей нуля в A – через ZLR(A), а центр алгебры A
– через CA.

Определение 2.1. Пусть a – произвольный элемент алгебры A.

• Централизатором a называется CA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba

}
–

множество элементов A, коммутирующих с a.
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• Антицентрализатором a называется AncA(a) =
{
b ∈ A | ab +

ba = 0
}

– множество элементов A, антикоммутирующих с a.

• Ортогонализатором a называется OA(a)=
{
b∈A | ab=ba=0

}

– множество элементов A, ортогональных к a.
• Левым аннулятором a называется множество l.AnnA(a) ={

b ∈ A | ba = 0
}
.

• Аналогично правым аннулятором a называется r.AnnA(a) ={
b ∈ A | ab = 0

}
.

Ясно, что CA(a), AncA(a), OA(a), l.AnnA(a) и r.AnnA(a) – линей-
ные пространства над F.

Определение 2.2. Элементы a, b ∈ A называютсяC-эквивалентными,
если CA(a) = CA(b), и O-эквивалентными, если OA(a) = OA(b).

Обозначение 2.3. Для любого подмножестваX линейного простран-
ства W над F множество прямых, проходящих через элементы X , бу-
дем обозначать через

P(X) = {[x] = Fx | x ∈ X \ {0}}.

Введём теперь графы отношений, изучению которых посвящена дан-
ная работа.

Определение 2.4. Пусть A – произвольная алгебра. Определим сле-
дующие графы отношений алгебры A:

• Граф коммутативности ΓC(A): вершины – элементы
P(A/CA) = {[a + CA] = Fa + CA | a ∈ A \ CA}, причём раз-
личные вершины [a+CA] и [b+CA] соединены ребром, если и
только если ab = ba.

• Граф ортогональности ΓO(A): вершины – элементы P(ZLR(A)),
причём различные вершины [a] и [b] соединены ребром, если и
только если ab = ba = 0.

• Ориентированный граф делителей нуля ΓZ(A): вершины – эле-
менты P(Z(A)), причём различные вершины [a] и [b] соединены
направленным ребром от [a] к [b], если и только если ab = 0.

Заметим, что рёбра графов ΓC(A), ΓO(A) и ΓZ(A) корректно опре-
делены. Говоря о вершинах этих графов, мы не будем проводить раз-
личия между ненулевым элементом a и проходящей через него прямой
[a] = Fa. Мы также обозначаем span(a1, . . . , ak) = Fa1 + · · ·+ Fak.
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2.2. Построение алгебр Кэли–Диксона. Вспомогательные опре-
деления и основные свойства алгебр Кэли–Диксона могут быть найде-
ны в работах [15, 21].

Определение 2.5. Пусть A – алгебра над полем F с инволюцией
a 7→ ā. Алгебра A{γ}, полученная из A с помощью процедуры Кэли–
Диксона с параметром γ ∈ F, γ 6= 0, определяется как множество
упорядоченных пар элементов из A с операциями

α(a, b) = (αa, αb);

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d);

(a, b)(c, d) = (ac+ γd̄b, da+ bc̄)

и инволюцией

(a, b) = (ā,−b), a, b, c, d ∈ A, α ∈ F.

Если инволюция на A регулярна, то есть a+ ā ∈ F1A и aā = āa ∈ F1A
для любого a ∈ A, то инволюция на A{γ} также регулярна, см. [21,
стр. 435].

Предложение 2.6 ([15, стр. 161, упражнение 2.5.1] ). Пусть γ′ = α2γ
для некоторого α 6= 0. Тогда алгебры A{γ} и A{γ′} изоморфны.

Далее будем считать, что charF 6= 2, и дадим определение произ-
вольной алгебры Кэли–Диксона, зависящее от набора её параметров.

Определение 2.7. Для каждого целого n > 0 и ненулевых чисел
γ0, . . . , γn−1 ∈ F алгебра Кэли–Диксона An = An{γ0, . . . , γn−1} опреде-
ляется по индукции:

1) A0 = F, e
(0)
0 = 1 – её базисный элемент.

2) Если построена An{γ0, . . . , γn−1}, то

An+1{γ0, . . . , γn} = (An{γ0, . . . , γn−1}){γn},
причём e

(n+1)
0 , . . . , e

(n+1)
2n+1−1 – её базисные элементы, где

e(n+1)
m =

{
(e

(n)
m , 0), 0 6 m 6 2n − 1,

(0, e
(n)
m−2n), 2n 6 m 6 2n+1 − 1.

Для каждого целого n > 0 структура An из определения 2.7 – это

2n-мерная алгебра над F с единицей e
(n)
0 и регулярной инволюцией.

Мы будем использовать обозначения 1 = e0 = e
(n)
0 и k = ke

(n)
0 при

k ∈ F.
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Определение 2.8.

• Пусть a ∈ An. Следом a ∈ An называется t(a) = a+ ā, мнимой
частью – Im(a) = a−ā

2 , нормой – n(a) = aā = āa. Поскольку
инволюция на An регулярна, то t(a), n(a) ∈ F.

• Элемент a ∈ An называется чисто мнимым, если t(a) = 0.
• Элемент (a, b) ∈ An+1 называется дважды чисто мнимым, ес-

ли t(a) = t(b) = 0.

Предложение 2.9 ( [21, стр. 435]). След и норма элемента (a, b) ∈
An+1 могут быть вычислены индуктивно с использованием следую-
щих соотношений:

t((a, b)) = t(a),

n((a, b)) = n(a)− γnn(b).

Из предложения 2.9 следует, что норма n(·) является невырожден-
ной квадратичной формой на An.

2.3. Свойства алгебр Кэли–Диксона. Далее подразумеваем, что
A – произвольная алгебра над полем F, а An = An{γ0, . . . , γn−1} –
произвольная алгебра Кэли–Диксона над полем F, charF 6= 2.

Предложение 2.10 ( [21, стр. 440]). Пусть 〈a, b〉 – F-значная сим-
метрическая билинейная форма, соответствующая квадратичной
форме n(a). Тогда 〈a, a〉 = n(a) и 2〈a, b〉 = ab̄+ bā = āb+ b̄a = t(ab̄) для
любых a, b ∈ An. Кроме того, для всех a, b ∈ An выполнены равенства
〈a, b〉 = 〈ā, b̄〉 и t(a) = 2〈a, e0〉.

Обозначение 2.11. Мы будем писать a ⊥ b, если a и b ортогональны
относительно 〈·, ·〉, то есть 〈a, b〉 = 0.

Лемма 2.12 ( [21, леммы 2 и 6]). Для любых x, y, z ∈ An выполнено

(1) t([x, y, z]) = 0;
(2) 〈x, yz〉 = 〈xz̄, y〉 = 〈ȳx, z〉.

Определение 2.13. Пусть F = R.

• Говорят, что алгебра An{γ0, . . . , γn−1} является вещественной
алгеброй главной последовательности Кэли–Диксона, если
γk = −1 для любого k = 0, . . . , n − 1. Мы будем обозначать
такую алгебру символом Mn, от слова “main”.
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• Алгебра An{γ0, . . . , γn−1} называется вещественной контр-ал-
геброй, если γk = −1 для любого k = 0, . . . , n − 2 и γn−1 = 1.
Мы будем обозначать её Hn, от слова “hyperbolic”, поскольку
Hn обладает гиперболической нормой.

Предложение 2.14 ( [3, предложение 3.31]).

• Пусть a =
2n−1∑
m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑
m=0

bme
(n)
m ∈ Mn. Тогда 〈a, b〉 =

2n−1∑
m=0

ambm – стандартное евклидово скалярное произведение. В

частности, n(a) =
2n−1∑
m=0

a2m, поэтому n(a) = 0 тогда и только

тогда, когда a = 0.

• Пусть a =
2n−1∑
m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑
m=0

bme
(n)
m ∈ Hn. Тогда 〈a, b〉 =

2n−1−1∑
m=0

ambm −
2n−1∑

m=2n−1

ambm.

Замечание 2.15. В случае вещественных алгебр главной последова-
тельности, норма a часто определяется как

√
aā, в отличие от опре-

деления n(a) = aā, используемого в данной работе. Однако большая
часть результатов может быть легко перенесена на случай изменённой
таким образом нормы.

Пример 2.16.

• Алгебры комплексных чисел (C), кватернионов (H), октонио-
нов (O) и седенионов (S) являются вещественными алгебрами
главной последовательности при n = 1, 2, 3 и 4 соответственно,
см. [6].

• Алгебры контркомплексных чисел (the split-complex-numbers;

Ĉ), контркватернионов (the split-quaternions; Ĥ), контрокто-

нионов (the split-octonions; Ô) и контрседенионов (the split-

sedenions; Ŝ) являются вещественными контр-алгебрами при
n = 1, 2, 3 и 4 соответственно, см. [5, 7].

Перейдём к некоторым понятиям, связанным с ассоциативностью.
Ассоциатором элементов a, b, c ∈ A называется [a, b, c] = (ab)c−a(bc), а
их антиассоциатором – {a, b, c} = (ab)c + a(bc). Алгебра A называется
эластичной, если для всех a, b ∈ A выполнено [a, b, a] = 0. Ясно, что
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в эластичной алгебре A для всех a, b, c ∈ A имеет место равенство
[a, b, c] = −[c, b, a]. Алгебра A называется альтернативной, если для
всех a, b ∈ A выполнено [a, a, b] = [b, a, a] = 0.

Хорошо известно, что алгебра An альтернативна, если и только ес-
ли n 6 3, однако все алгебры Кэли–Диксона являются эластичными,
см. [21, стр. 436, теорема 1].

Определение 2.17 ( [17, стр. 12, 15]). Пусть a, b ∈ An.

• Элемент a альтернирует с элементом b, если [a, a, b] = 0.
• Если a альтернирует со всеми b ∈ An, то a называется альтер-

нативным.
• Элемент a строго альтернирует с элементом b, если [a, a, b]=0

и [b, b, a] = 0.
• Если a строго альтернирует со всеми b ∈ An, то a называется

строго альтернативным.

Следующие три леммы описывают антицентрализатор произволь-
ного ненулевого элемента An и соотношение между централизатором
и ортогонализатором произвольного чисто мнимого элемента. В ра-
боте [1] они сформулированы только для вещественных алгебр Кэли–
Диксона, однако их доказательства дословно переносятся на случай
произвольного поля. Тем не менее, мы приводим доказательства
лемм 2.19 и 2.20 для полноты изложения. В формулировках этих лемм
прямая сумма дополнительно подразумевает, что прямые слагаемые
ортогональны друг другу относительно симметрической билинейной
формы 〈·, ·〉. Предложение 8.19 работы [1] доказывает существенность
дополнительного условия n 6 3 в пункте (1) леммы 2.20.

Лемма 2.18 ( [1, лемма 5.8]). Пусть a ∈ An, a 6= 0.

(1) Если t(a) 6= 0, n(a) 6= 0, то AncAn
(a) = {0}.

(2) Если t(a) 6= 0, n(a) = 0, то AncAn
(a) = Fā.

(3) Если t(a) = 0, то

AncAn
(a) = {b ∈ An | t(b) = 〈a, b〉 = 0} = span(e0, a)

⊥.

Лемма 2.19 ( [1, лемма 8.10]). Пусть x ∈ An \ {0}, t(x) = 0. Тогда
CAn

(x) = F⊕OAn
(x)⊕ V , где dim(V ) 6 1.

Доказательство. Ясно, что F ⊆ CAn
(x), поэтому требуется показать,

что Im(CAn
(x)) = OAn

(x) ⊕ V , где dim(V ) 6 1. Согласно лемме 2.18,
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AncAn
(x) ⊂ Im(An), поэтому имеет место равенство

OAn
(x) = CAn

(x) ∩ AncAn
(x) = Im(CAn

(x)) ∩ AncAn
(x).

Так как при y ∈ Im(CAn
(x)) (а значит, t(y) = 0) условие y ∈ AncAn

(x)
задаётся одним линейным уравнением, то

dim(Im(CAn
(x))) − dim(OAn

(x)) 6 1. �

Лемма 2.20 ( [1, лемма 8.11]). Пусть x ∈ An \ {0}, t(x) = 0. Тогда

(1) если n(x) = 0 и n 6 3, то CAn
(x) = F⊕OAn

(x);
(2) если n(x) 6= 0, то CAn

(x) = F⊕ Fx⊕OAn
(x).

Доказательство. Ясно, что выполнено включение CAn
(x) ⊇ F+Fx+

OAn
(x). Отметим, что если y ∈ OAn

(x), то t(y) = 0, поэтому, по пред-
ложению 2.10, 〈x, y〉 = 1

2 t(xȳ) = − 1
2 t(xy) = 0. Так как n(x) = xx̄ = −x2,

то условия n(x) = 0 и x ∈ OAn
(x) равносильны. Рассмотрим два слу-

чая.

(1) Если n(x) = 0, то это включение принимает вид CAn
(x) ⊇ F ⊕

OAn
(x). Покажем, что при n 6 3 имеет место также и обратное

включение. Пусть y ∈ CAn
(x) и t(y) = 0. Так как n 6 3, то можно

воспользоваться альтернативностью An. Заметим, что xy = ȳx̄ =
yx = xy, то есть xy = k ∈ F. Тогда 0 = x2y = x(xy) = kx, поэтому
k = 0, то есть y ∈ OAn

(x).
(2) Если n(x) 6= 0, то это включение имеет вид CAn

(x) ⊇ F ⊕ Fx ⊕
OAn

(x). Обратное включение следует из леммы 2.19 и соображений
размерности. �

Пример 2.21. Если An = Mn – вещественная алгебра главной после-
довательности, то любой элемент x ∈ Mn\{0}, t(x) = 0, удовлетворяет
условию леммы 2.20(2).

§3. Альтернативные подалгебры

В этом разделе мы устанавливаем достаточное условие для того,
чтобы два или три элемента порождали ассоциативную или альтер-
нативную подалгебру в произвольной алгебре Кэли–Диксона, а так-
же приводим явную таблицу умножения элементов такой подалгебры.
Отметим, что утверждения 3.2, 3.4–3.7 и 3.9 уже были частично до-
казаны в работе автора [22] для вещественных алгебр Кэли–Диксона.
Следствие 3.3 также было сформулировано в этой работе (см. [22, след-
ствие 5.9]), но его условие предполагало, что элементы x и y строго
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альтернируют, а доказательство содержало неточность: рассматрива-
лись ортогональные проекции относительно подпространств, норма на
которых может оказаться вырожденной.

При n > 4 алгебра An неальтернативна, а потому не является ком-
позиционной. Однако, как показывает следующая лемма, композици-
онное тождество всё ещё выполняется для альтернирующих между
собой элементов. В работах [3,17] она сформулирована только для ве-
щественных алгебр Кэли–Диксона, но её доказательство остаётся вер-
ным и для произвольного поля F, charF 6= 2.

Лемма 3.1 ( [17, стр. 15], [3, лемма 4.8]). Пусть a, b ∈ An, [a, a, b] = 0.
Тогда n(ab) = n(ba) = n(a)n(b).

Аналогично работам [16–18], мы будем обозначать ẽ0 = (0, e0) ∈ An

и ã = aẽ0 для всех a ∈ An.

Лемма 3.2. Пусть a, b ∈ An и пусть b – дважды чисто мнимый
элемент. Тогда

(1) ˜̃a = γn−1a;

(2) ãb = −ãb;
(3) ã ⊥ a.

Если a – также дважды чисто мнимый элемент, то

(4) ãb+ b̃a = 0 тогда и только тогда, когда a ⊥ b;

(5) γn−1ab+ b̃ã = 0 тогда и только тогда, когда ã ⊥ b.

Доказательство. Пусть a = (a1, a2), b = (b1, b2). По определению,
ã = (a1, a2)(0, e0) = (γn−1a2, a1).

(1) Имеет место равенство ˜̃a = ˜(γn−1a2, a1) = (γn−1a1, γn−1a2) = γn−1a.
(2) Так как b – дважды чисто мнимый элемент, имеем:

ãb = (γn−1a2, a1)(b1, b2) = (γn−1a2b1 + γn−1b̄2a1, γn−1b2a2 + a1b̄1)

= −(γn−1(b2a1 + a2b̄1), a1b1 + γn−1b̄2a2) = −ãb.

(3) По лемме 2.12(2), 〈a, ã〉 = 〈a, aẽ0〉 = 〈āa, ẽ0〉 = 〈n(a)e0, ẽ0〉 = 0.
(4) По лемме 2.18, a ⊥ b тогда и только тогда, когда ab = −ba, что

равносильно условию −ãb = ãb = − b̃a = b̃a.
(5) По лемме 2.18, ã ⊥ b тогда и только тогда, когда ãb = −bã или,

что равносильно, −γn−1ab = −˜̃
ab = ˜̃ab = − b̃ã = b̃ã. �
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Следствие 3.3. Пусть x, y ∈ An−1. Тогда в An выполнены соотно-
шения

xỹ = ỹx, x̃y = x̃ȳ, x̃ỹ = γn−1ȳx.

Доказательство. Для любого z ∈ An−1 имеем z = (z, 0) в An, поэто-
му, по лемме 3.2, выполнено z̃ = (0, z). Тогда

xỹ = (x, 0)(0, y) = (0, yx) = ỹx,

x̃y = (0, x)(y, 0) = (0, xȳ) = x̃ȳ,

x̃ỹ = (0, x)(0, y) = (γn−1ȳx, 0) = γn−1ȳx. �

Отметим, что в лемме 3.4 и теоремах 3.7 и 3.9 мы допускаем равен-
ство n(a) и n(b) нулю, в отличие от стандартного определения алгебр
Кэли–Диксона.

Лемма 3.4. Пусть a ∈ An – дважды чисто мнимый элемент. Рас-
смотрим Ha = span(e0, a, ẽ0, ã). Тогда существует сюръективный го-
моморфизм ϕa : A2{−n(a), γn−1} → Ha, поэтому Ha – ассоциативная
подалгебра An. Если, кроме того, n(a) 6= 0, то ϕa – изоморфизм.

Доказательство. Обозначим µ1 = n(a), µ2 = n(ẽ0) = −γn−1. По-
скольку a и ẽ0 – чисто мнимые элементы, имеем a2 = −n(a) = −µ1

и (ẽ0)
2 = −n(ẽ0) = −µ2. Из условия a ∈ span(e0, ẽ0)

⊥ следует, что
ã ∈ span(e0, ẽ0)

⊥. По лемме 3.2(3), ã ⊥ a, поэтому a, ẽ0, ã попарно
антикоммутируют. Остаётся заметить, что ãa = −ãa = µ̃1e0 = µ1 ẽ0
по лемме 3.2(2), ãẽ0 = ˜̃a = γn−1a = −µ2a по лемме 3.2(1) и (ã)2 =
−n(ã) = −n(aẽ0) = −n(a)n(ẽ0) = −µ1µ2 по лемме 3.1. Таким образом,
умножение в Ha описывается следующей таблицей.

Таблица 1. Таблица умножения в Ha.

× e0 a ẽ0 ã
e0 e0 a ẽ0 ã
a a −µ1 ã −µ1 ẽ0
ẽ0 ẽ0 −ã −µ2 µ2a
ã ã µ1 ẽ0 −µ2a −µ1µ2

Теперь мы можем задать ϕa : A2{−µ1,−µ2} → Ha равенствами
ϕa(e0) = e0, ϕa(e1) = a, ϕa(e2) = ẽ0, ϕa(e3) = ã. Таблица умно-
жения 1 совпадает с таблицей умножения A2{−µ1,−µ2}, и элемен-
ты e0, e1, e2, e3 образуют базис A2{−µ1,−µ2}. Таким образом, любое
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нетривиальное равенство в A2{−µ1,−µ2} сохраняется под действием
ϕa, поэтому ϕa – это действительно гомоморфизм. Ясно, что отобра-
жение ϕa сюръективно, так как Ha = span(e0, a, ẽ0, ã).

Чтобы доказать последнее утверждение леммы, мы используем тот
факт, что e0, a, ẽ0, ã образуют ортогональную систему относительно
симметрической билинейной формы 〈 · , · 〉. Если n(a) 6= 0, то n(ã) =
n(a)n(ẽ0) 6= 0, поэтому e0, a, ẽ0, ã линейно независимы, а значит, ϕa –
изоморфизм. �

Замечание 3.5. В том случае, когда n(a) = 0, отображение ϕa в
лемме 3.4 может иметь нетривиальное ядро даже при a 6= 0, так как
возможно равенство a = ã.

Из леммы 3.4 сразу следует известное утверждение о строгой аль-
тернативности элемента ẽ0, см. [12, лемма 1.2].

Следствие 3.6. Элемент ẽ0 строго альтернативен в An.

Доказательство. Пусть a ∈ An, a′ – ортогональная проекция a на
span(e0, ẽ0)

⊥. По лемме 3.4, a′ и ẽ0 порождают ассоциативную подал-
гебру Ha′ ⊂ An. Ясно, что a ∈ Ha′ , поэтому [a, a, ẽ0]=[ẽ0, ẽ0, a]=0. �

Теорема 3.7. Пусть a, b ∈ An строго альтернируют, t(a)= t(b)=0.
Тогда Ha,b = span(e0, a, b, ab) – ассоциативная подалгебра в An, за-
мкнутая относительно инволюции и удовлетворяющая таблице умно-
жения 2, где µ1 = n(a), µ2 = n(b) и k = −2〈a, b〉. В случае, когда k = 0,
существует сюръективный гомоморфизм

ψa,b : A2{−n(a),−n(b)} → Ha,b.

Если, кроме того, n(a) 6= 0 и n(b) 6= 0, то ψa,b – изоморфизм.

Доказательство. Поскольку a и b – чисто мнимые элементы, имеем
a2 = −n(a) = −µ1 и b2 = −n(b) = −µ2. Из равенств k = −2〈a, b〉 =
−t(ab̄) = t(ab) следует, что ba = b̄ā = ab = k − ab.

Элементы a и b строго альтернируют, поэтому a(ab) = a2b = −µ1b,
b(ab) = b(k − ba) = kb− b2a = kb+ µ2a, (ab)a = (k − ba)a = ka− ba2 =
ka + µ1b, (ab)b = ab2 = −µ2a. Наконец, из леммы 3.1 следует, что
n(ab) = n(a)n(b) = µ1µ2, поэтому (ab)2 = (ab)(k − ab) = kab − n(ab) =
kab−µ1µ2. Таким образом, мы имеем следующую таблицу умножения
в Ha,b.
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Таблица 2. Таблица умножения в Ha,b.

× e0 a b ab
e0 e0 a b ab
a a −µ1 ab −µ1b
b b k − ab −µ2 kb+ µ2a
ab ab ka+ µ1b −µ2a kab− µ1µ2

Если k = 0, т.е. a ⊥ b, то можно задать ψa,b : A2{−µ1,−µ2}→Ha,b

равенствами ψa,b(e0) = e0, ψa,b(e1) = a, ψa,b(e2) = b, ψa,b(e3) = ab. То-
гда ассоциативность Ha,b следует из ассоциативности A2{−µ1,−µ2},
и оставшаяся часть доказательства аналогична доказательству лем-
мы 3.4.

Теперь предположим, что k 6= 0. Сперва рассмотрим случай, когда
n(a) 6= 0 или n(b) 6= 0. Без ограничения общности можно считать,

что n(a) 6= 0. Обозначим b′ = b − qa, где q = 〈a,b〉
n(a) . Тогда a ⊥ b′

и Ha,b = span(e0, a, b, ab) = span(e0, a, b
′, ab′) = Ha,b′ . Кроме того,

[a, a, b′] = [a, a, b]−q[a, a, a] = 0 и [b′, b′, a] = [b, b, a]−q[a, b, a]−q[b, a, a]+
q2[a, a, a] = 0, то есть a и b′ строго альтернируют. Следовательно, Ha,b′

– ассоциативная подалгебра в An, замкнутая относительно инволю-
ции, что и доказывает требуемое утверждение.

Пусть теперь n(a) = n(b) = 0. Рассмотрим элементы x = e1 + e2,
y = −k

2 (e1+e3), xy = k
2 (e0+e1+e2+e3) в A2{−1, 1}. Тогда e0, x, y, xy ли-

нейно независимы в A2{−1, 1}, а их произведения удовлетворяют тем
же соотношениям, что и произведения e0, a, b, ab, так как A2{−1, 1}
ассоциативна, n(x) = n(y) = 0 и t(xy) = k. Значит, мы можем за-
дать гомоморфизм θa,b : A2{−1, 1} → Ha,b равенствами θa,b(e0) = e0,
θa,b(x) = a, θa,b(y) = b, θa,b(xy) = ab, и ассоциативность Ha,b следует
из ассоциативности A2{−1, 1}. �

Следствие 3.8. Пусть a, b ∈ An строго альтернируют. Тогда мно-
жество span(e0, a, b, ab) – ассоциативная подалгебра в An, замкнутая
относительно инволюции.

Доказательство. Пусть a′ = Im(a), b′ = Im(b). Ясно, что a′ и b′ стро-
го альтернируют и span(e0, a, b, ab) = span(e0, a

′, b′, a′b′). Тогда требуе-
мое утверждение непосредственно следует из теоремы 3.7, применён-
ной к элементам a′ и b′. �

Следующая теорема является обобщением [17, теорема 5.1].
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Теорема 3.9. Пусть a, b ∈ An – дважды чисто мнимые элементы,
b ⊥ span(a, ã). Пусть также a строго альтернирует с b. Обозначим

Oa,b = span(e0, a, b, ab, ẽ0, ã, b̃, ãb). Тогда существует сюръективный
гомоморфизм ϕa,b : A3{−n(a),−n(b), γn−1} → Oa,b, поэтому Oa,b –
альтернативная подалгебра An. Если, кроме того, n(a) 6= 0 и n(b) 6=0,
то ϕa,b – изоморфизм.

Доказательство. Обозначим µ1 = n(a), µ2 = n(b), µ3 = n(ẽ0) =
−γn−1. Поскольку a, b и ẽ0 – чисто мнимые элементы, имеем a2 =
−n(a) = −µ1, b

2 = −n(b) = −µ2 и (ẽ0)
2 = −n(ẽ0) = −µ3. С по-

мощью леммы 2.12(2) нетрудно показать, что из a ⊥ span(e0, ẽ0) и

b ⊥ span(e0, a, ẽ0, ã) следует, что система {e0, a, b, ab, ẽ0, ã, b̃, ãb} орто-
гональна относительно 〈·, ·〉. Тогда, по лемме 2.18, элементы a, b, ab, ẽ0,

ã, b̃, ãb попарно антикоммутируют. Отметим, что ab – также дважды
чисто мнимый элемент.

По теореме 3.7, существует сюръективный гомоморфизм

ψa,b : A2{−µ1,−µ2} → Ha,b.

Мы продолжим его до ϕa,b : A3{−µ1,−µ2,−µ3} → Oa,b. Применим
лемму 3.4 к элементам a, b и ab по отдельности. Затем используем

лемму 3.2(2), чтобы показать, что ãb = −ãb, ã(ab) = −ã(ab) = µ1 b̃,

b̃a = − b̃a = ãb, b̃(ab) = − b̃(ab) = −µ2 ã, ãb · a = − (̃ab)a = −µ1 b̃,

ãb · b = − (̃ab)b = µ2 ã. Из леммы 3.2(5) получаем b̃ã = −γn−1ab = µ3ab,

ãb · ã = −γn−1a(ab) = −µ1µ3b и ãb · b̃ = −γn−1b(ab) = µ2µ3a. Таким
образом, мы имеем следующую таблицу умножения в Oa,b.

Таблица 3. Таблица умножения в Oa,b.

× e0 a b ab ẽ0 ã b̃ ãb

e0 e0 a b ab ẽ0 ã b̃ ãb

a a −µ1 ab −µ1b ã −µ1 ẽ0 −ãb µ1 b̃

b b −ab −µ2 µ2a b̃ ãb −µ2 ẽ0 −µ2 ã

ab ab µ1b −µ2a −µ1µ2 ãb −µ1 b̃ µ2 ã −µ1µ2 ẽ0

ẽ0 ẽ0 −ã −b̃ −ãb −µ3 µ3a µ3b µ3ab

ã ã µ1 ẽ0 −ãb µ1 b̃ −µ3a −µ1µ3 −µ3ab µ1µ3b

b̃ b̃ ãb µ2 ẽ0 −µ2 ã −µ3b µ3ab −µ2µ3 −µ2µ3a

ãb ãb −µ1 b̃ µ2 ã µ1µ2 ẽ0 −µ3ab −µ1µ3b µ2µ3a −µ1µ2µ3
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Теперь мы можем задать ϕa,b равенствами ϕa,b((ej , 0)) = ψa,b(ej) и

ϕa,b((0, ej)) = ψ̃a,b(ej) для всех 0 6 j 6 3. Оставшаяся часть доказа-
тельства аналогична доказательству леммы 3.4. �

§4. Делители нуля с условиями

на альтернативность компонент

Этот параграф посвящён изучению таких пар делителей нуля в про-
извольной алгебре Кэли–Диксона, компоненты которых удовлетворя-
ют дополнительным условиям на норму и альтернативность. Мы обоб-
щаем и усиливаем результаты, полученные в разделе 3 работы авто-
ра [22] для случая вещественных алгебр Кэли–Диксона.

4.1. Шестиугольники в графах делителей нуля.

Лемма 4.1. Пусть (a, b), (c, d) ∈ An+1 и пусть элементы c, d ∈ An

(нестрого) альтернируют с элементами a, b ∈ An. Предположим
также, что n(c) − χγnn(d) = χn(c) − γnn(d) = 0 для некоторого
χ ∈ F. Тогда

(1) если (a, b)(c, d) = 0, то (c, d)(ac,−χda) = 0;
(2) если (c, d)(a, b) = 0, то (ca,−χdā)(c, d) = 0.

Доказательство.

(1) Имеет место цепочка равенств

(c, d)(ac,−χda) =
(
c(ac) + γn(−χda)d, (−χda)c+ d(ac)

)

=
(
c(c̄ā)− χγn(ād̄)d, χ(bc̄)c− γnd(d̄b)

)

=
(
(cc̄)ā− χγnā(d̄d), χb(c̄c)− γn(dd̄)b

)

= ((n(c)− χγnn(d))ā, (χn(c)− γnn(d))b) = 0.

(2) Аналогично,

(ca,−χdā)(c, d) =
(
(ca)c+ γnd̄(−χdā), d(ca) + (−χdā)c̄

)

=
(
(āc̄)c− χγnd̄(dā), d(−γnb̄d) + χ(bc)c̄

)

=
(
ā(c̄c)− χγn(d̄d)ā,−γn(dd̄)b+ χb(cc̄)

)

= ((n(c)− χγnn(d))ā, (χn(c)− γnn(d))b) = 0. �
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Замечание 4.2. Если в лемме 4.1 выполнено n(c) = n(d) = 0, то
можно взять произвольное χ ∈ F. В противном случае мы немедленно
получаем 



n(c) = ±γnn(d) 6= 0;

χ =
n(c)

γnn(d)
=
γnn(d)

n(c)
= ±1.

(∗)

Условие (∗) автоматически выполнено в том случае, когда An+1 –
вещественная алгебра главной последовательности, см. [16, стр. 25–27],
или когда An+1 – вещественная контр-алгебра Кэли–Диксона, см. [3,
лемма 4.1]. Можно проверить, что данные доказательства используют
только тот факт, что c, d ∈ An (нестрого) альтернируют с a, b ∈ An, и
тогда n(c) = n(d). Таким образом, значения χ равны −1 и 1 соответ-
ственно. Из леммы 4.6 вытекает, что условие (∗) также выполняется и
в том случае, когда An – алгебра Кэли–Диксона с анизотропной нор-
мой над произвольным полем F, charF 6= 2. Однако в общем случае
условие (∗) может не выполняться, см. [3, пример 4.17] и пример 6.3
ниже.

Обозначение 4.3. Пусть (a, b) ∈ An+1 и n(a) 6= 0. Тогда характери-

стикой элемента (a, b) называется число χ((a, b)) =
γnn(b)

n(a)
.

Замечание 4.4. В качестве характеристики можно было бы рассмат-

ривать и обратную к χ((a, b)) величину, а именно, n(a)
γnn(b)

. Тогда тре-

бование n(a) 6= 0 следовало бы заменить условием n(b) 6= 0. Бóльшая
часть результатов этого раздела без труда переносится на случай тако-
го определения характеристики. В частности, в лемме 4.19 следовало
бы тогда выражать c через d, а не наоборот.

Предложение 4.5. Если (x, y) ∈ An+1 и χ((x, y)) = 1, то (x, y) ор-
тогонален (в сильном смысле) самому себе.

Доказательство. По определению, n((x, y)) = n(x)−γnn(y) = γnn(y)−
γnn(y) = 0, поэтому (x, y)(x, y) = −(x, y)(x, y) = −n((x, y)) = 0. �

Лемма 4.6. Пусть элементы c, d ∈ An альтернируют с элементами
a, b ∈ An и пусть (a, b)(c, d) = 0 или (c, d)(a, b) = 0 в An+1. Предпо-
ложим, что n(a) 6= 0 или n(b) 6= 0, а также n(c) 6= 0 или n(d) 6= 0.
Тогда χ = χ((a, b)) = χ((c, d)) = ±1 и, кроме того, χ((ac,−χda)) =
χ((ca,−χdā)) = χ. Другими словами, элементы (a, b), (c, d), (ac,−χda)
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и (ca,−χdā) удовлетворяют условию (∗) с одним и тем же значени-
ем χ.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что

(a, b)(c, d) = (ac+ γnd̄b, da+ bc̄) = 0;

случай (c, d)(a, b) = 0 рассматривается аналогично. По лемме 3.1,

n(a)n(c) = n(ac) = n(−γnd̄b) = γ2nn(d̄b) = γ2nn(b)n(d̄) = γ2nn(b)n(d),

n(a)n(d) = n(da) = n(−bc̄) = n(bc̄) = n(b)n(c̄) = n(b)n(c),

(n(c))2n(a) = n(c)(n(a)n(c)) = γ2nn(c)(n(b)n(d)) = γ2nn(d)(n(b)n(c))

= γ2nn(d)(n(a)n(d)) = (γnn(d))
2n(a),

(n(c))2n(b) = n(c)(n(b)n(c)) = n(c)(n(a)n(d)) = n(d)(n(a)n(c))

= γ2nn(d)(n(b)n(d)) = (γnn(d))
2n(b).

Из n(a) 6= 0 или n(b) 6= 0 следует, что (n(c))2 = (γnn(d))
2, откуда

n(c) = ±γnn(d) 6= 0. Аналогично, из n(c) 6= 0 или n(d) 6= 0 следует,

что n(a) = ±γnn(b) 6= 0. Значит, χ = χ((a, b)) = γn
n(b)

n(a)
= γn

n(d)

n(c)
=

χ((c, d)) = ±1. Кроме того, из леммы 3.1 вытекает, что

χ((ac,−χda)) = γn
n(−χda)
n(ac)

= γn
n(da)

n(ac)
= γn

n(a)n(d)

n(a)n(c)
= γn

n(d)

n(c)
= χ.

Аналогично доказывается, что χ((ca,−χdā)) = χ. �

В утверждениях 4.7–4.12 и на рис. 1 мы предполагаем, что
(a, b)(c, d) = 0 в An+1 и элементы a, b ∈ An строго альтернируют с
элементами c, d ∈ An, то есть [x, x, y] = [y, y, x] = 0 при x ∈ {a, b} и
y ∈ {c, d}. Везде, кроме леммы 4.7, мы также считаем, что (a, b) и (c, d)
удовлетворяют условию (∗).

Лемма 4.7. Элементы ac, da строго альтернируют с элементами
a, b, c, d.

Доказательство. Из (a, b)(c, d) = (ac + γnd̄b, da + bc̄) = 0 получаем,
что ac = −γnd̄b и da = −bc̄. Тогда остаётся применить следствие 3.8 к
парам элементов a и c, b и c, a и d, b и d.

Отметим, что это утверждение нетрудно доказать и непосредствен-
но:

[a, a, ac] = −[a, ā, ac] = −(aā)(ac) + a(ā(ac))
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= −(aā)(ac) + a((āa)c) = −n(a)ac+ n(a)ac = 0,

[b, b, ac] = [b, b,−γnd̄b] = γn[d̄b, b, b] = −γn[d̄b, b̄, b] = 0.

Аналогично можно показать, что a, b, c, d альтернируют с ac, da. И
наоборот

[ac, ac, a] = −[ac, ac, a] = −((ac)(ac))a+ (ac)((c̄ā)a)

= −n(ac)a+ (ac)(c̄(āa)) = −n(ac)a+ n(a)(ac)c̄

= −n(ac)a+ n(a)a(cc̄) = −n(ac)a+ n(a)n(c)a = 0,

поскольку из леммы 3.1 следует, что n(ac) = n(a)n(c). Таким образом,
элементы ac, da альтернируют с элементами a, b, c, d. �

Следствие 4.8. В ΓZ(An+1) существует следующий цикл длины 6:

(a, b) → (c, d) → (ac,−χda) → (a,−b) → (c,−d) → (ac, χda) → (a, b).

Доказательство. По лемме 4.6,

χ = χ((a, b)) = χ((c, d)) = χ((ac,−χda)) = ±1.

Кроме того, согласно лемме 4.7, элементы ac, da строго альтернируют
с элементами a, b, c, d. Мы получаем искомый цикл последовательным
применением леммы 4.1(1):

• из (a, b)(c, d) = 0 следует (c, d)(ac,−χda) = 0;

• имеют место равенства c(ac) = c(c̄ā) = (cc̄)ā = n(c)a и
−χ(−χda)c = (da)c = (−bc̄)c = −b(c̄c) = −n(c)b, поэтому
из (c, d)(ac,−χda) = 0 следует (ac,−χda)(a,−b) = 0, так как
n(c) 6= 0;

• имеют место равенства (ac)a = (c̄ā)a = c̄(āa) = n(a)c и

−χ(−b)(ac) = χb(−γnd̄b) =−χγnb(b̄d) =−χγn(bb̄)d=−χγnn(b)d
= −n(a)d, поэтому из (ac,−χda)(a,−b) = 0 следует
(a,−b)(c,−d)=0, так как n(a) 6=0;

• из (a,−b)(c,−d) = 0 следует (c,−d)(ac, χda) = 0;
• из (c,−d)(ac, χda) = 0 следует (ac, χda)(a, b) = 0. �

Предложение 4.9. Пусть (x, y)(z, w) = 0 в An+1. Тогда

(x̄, ȳ)(γnw̄, z̄) = (γnȳ, x̄)(γnw, z) = (γny, x)(z̄, w̄) = 0.

Доказательство. По условию, (x, y)(z, w) = (xz+γnw̄y, wx+yz̄) = 0.
Тогда

(x̄, ȳ)(γnw̄, z̄) = (γnx̄w̄ + γnzȳ, z̄x̄+ γnȳw)
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= (γn(wx + yz̄), xz + γnw̄y) = 0,

(γnȳ, x̄)(γnw, z) = (γ2nȳw + γnz̄x̄, γnzȳ + γnx̄w̄)

= γn(xz + γnw̄y, wx+ yz̄) = 0,

(γny, x)(z̄, w̄) = (γnyz̄ + γnwx, γnw̄y + xz) = 0. �

Следствие 4.10. В ΓZ(An+1) существуют следующие циклы дли-
ны 6:

(ā, b̄) → (γnd̄, c̄) → (−χγnda, ac) → (ā,−b̄)
→ (γnd̄,−c̄) → (χγnda, ac) → (ā, b̄),

(γnb, a) → (c̄, d̄) → (−χγnda, ac) → (γnb,−a)
→ (c̄,−d̄) → (χγnda, ac) → (γnb, a),

(γnb̄, ā) → (γnd, c) → (ac,−χda) → (γnb̄,−ā)
→ (γnd,−c) → (ac, χda) → (γnb̄, ā).

Доказательство. Утверждение непосредственно вытекает из след-
ствия 4.8 и предложения 4.9. �

Замечание 4.11. Циклы из следствия 4.10 можно также получить
при помощи следствия 4.8, если брать в качестве исходных пар дели-
телей нуля пары (ā, b̄) и (γnd̄, c̄), (γnb, a) и (c̄, d̄), (γnb̄, ā) и (γnd, c).

Описание 4.12. Используя следствия 4.8 и 4.10, мы получаем под-
графы графа делителей нуля ΓZ(An+1), которые мы называем шести-
угольниками. Они изображены на рис. 1 ниже.

Объединяя результаты лемм 4.6 и 4.7, а также следствий 4.8 и 4.10,
мы получаем следующую теорему.

Теорема 4.13. Пусть элементы a, b ∈ An строго альтернируют с
элементами c, d ∈ An и пусть (a, b)(c, d) = 0 в An+1. Тогда верны
следующие утверждения.

(1) Элементы ac, da строго альтернируют с каждым из элементов
a, b, c, d.

(2) Пусть n(a) 6= 0 или n(b) 6= 0, а также n(c) 6= 0 или n(d) 6= 0.
Тогда (a, b), (c, d) и (ac,−χda) удовлетворяют условию (∗) с одним
и тем же значением χ.
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Рис. 1. Шестиугольники.

(3) В этом случае в ΓZ(An+1) существуют следующие циклы дли-
ны 6:

(a, b) → (c, d) → (ac,−χda) → (a,−b)
→ (c,−d) → (ac, χda) → (a, b),

(ā, b̄) → (γnd̄, c̄) → (−χγnda, ac) → (ā,−b̄)
→ (γnd̄,−c̄) → (χγnda, ac) → (ā, b̄),

(γnb, a) → (c̄, d̄) → (−χγnda, ac) → (γnb,−a)
→ (c̄,−d̄) → (χγnda, ac) → (γnb, a),

(γnb̄, ā) → (γnd, c) → (ac,−χda) → (γnb̄,−ā)
→ (γnd,−c) → (ac, χda) → (γnb̄, ā).
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4.2. Дважды альтернативные делители нуля.

Обозначение 4.14. Пусть a ∈ An. Отображения La, Ra : An → An

задаются равенствами

La(x) = ax,

Ra(x) = xa
(4.1)

для всех x ∈ An. Они являются линейными операторами в 2n-мерном
линейном пространстве An.

Лемма 4.15. Пусть a ∈ An. Тогда dim(KerLa) = dim(KerRa), или,
что то же самое, dim(l.AnnA(a)) = dim(r.AnnA(a)).

Доказательство. По лемме 2.12(2), операторы La и Lā сопряжены
относительно симметрической билинейной формы 〈·, ·〉 в том смысле,
что для любых x, y ∈ An выполнено 〈La(x), y〉 = 〈x, Lā(y)〉. Значит,

dim(KerLa) = dim(KerLā). Кроме того, Lā(x̄) = āx̄ = xa = Ra(x) для
любого x ∈ An, откуда dim(KerLā) = dim(KerRa), что и доказывает
требуемое утверждение. �

Следствие 4.16. Z(An) = ZLR(An).

Доказательство. Пусть a ∈ An, a 6= 0. Тогда, согласно лемме 4.15,
KerLa 6= {0} тогда и только тогда, когда KerRa 6= {0}. Другими сло-
вами, a – правый делитель нуля тогда и только тогда, когда a – левый
делитель нуля. Значит, множества левых и правых делителей нуля
в An совпадают, то есть Z(An) = ZLR(An). �

Таким образом, в случае алгебр Кэли–Диксона все делители ну-
ля оказываются двусторонними делителями нуля. Следующее предло-
жение описывает связь между графами ортогональности и графами
делителей нуля этих алгебр. Отметим, что в работе [22] оно сформу-
лировано только для вещественных алгебр Кэли–Диксона, однако его
доказательство дословно переносится на случай произвольного поля.

Предложение 4.17 ( [22, предложение 3.10]). Ребро ([a], [b]) в графе
ΓZ(An) является ребром также и в ΓO(An) тогда и только тогда,
когда выполнено одно из следующих двух условий:

(1) [b] = [ā] и n(a) = 0;
(2) t(a) = t(b) = 0.
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Из предложения 4.17 следует, что любой делитель нуля a ∈ An с
нетривиальным ортогонализатором либо является чисто мнимым, ли-
бо имеет нулевую норму. Если a не является чисто мнимым, то содер-
жащая его компонента связности ΓO(An) состоит из двух вершин: [a]
и [ā]. Таким образом, в контексте графов ортогональности нас интере-
суют только чисто мнимые делители нуля.

Далее мы будем рассматривать такие делители нуля (a, b) ∈ An+1, у
которых обе компоненты a и b являются альтернативными элементами
в An.

Определение 4.18. Множество дважды альтернативных элемен-
тов An+1 определяется как

DA(An+1) = {(a, b) ∈ An+1 | элементы a и b альтернативны в An}.
Алгебра An является альтернативной только при n 6 3, поэтому

все элементы An+1 являются дважды альтернативными, если и только
если n 6 3. Заметим, что дважды альтернативные элементы могут не
быть альтернативными, см. [17, теорема 3.3] и [3, лемма 4.16].

Отметим также, что, согласно [3, пример 4.17], дважды альтерна-
тивные элементы не обязаны удовлетворять условию (∗) даже в том
случае, когда обе их компоненты имеют ненулевую норму. Другими
словами, их характеристика χ может быть корректно определена, но
не равна 0 или ±1. Однако, по лемме 4.6, если левый или правый
аннулятор некоторого дважды альтернативного элемента (a, b) содер-
жит элемент (c, d), причём n(a) 6= 0 или n(b) 6= 0, а также n(c) 6= 0 или
n(d) 6= 0, то (a, b) удовлетворяет условию (∗).

Лемма 4.19. Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) и пусть n(a) 6= 0. Обозначим
χ = χ((a, b)). Тогда

l.AnnAn+1
((a, b)) =

{(
c,− (bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ b(ca) = χ(bc)a

}
,

r.AnnAn+1
((a, b)) =

{(
c,− (bc̄)ā

n(a)

) ∣∣∣∣ (ac)b̄ = χa(cb̄)

}
.

Если, кроме того, t((a, b)) = 0, то

OAn+1
((a, b)) =

{(
c,− (bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ t(c) = 0, b(ca) = χ(bc)a

}
.

Доказательство. Сперва рассмотрим l.AnnAn+1
((a, b)). Пусть для

(c, d) ∈ An+1 выполнено (c, d)(a, b) = (ca + γnb̄d, bc + dā) = 0. Тогда
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bc + dā = 0, поэтому n(a)d = d(āa) = (dā)a = −(bc)a. Кроме того,
ca+ γnb̄d = 0 и χn(a) = γnn(b), откуда b(ca) = −γnb(b̄d) = −γn(bb̄)d =
−γnn(b)d = −χn(a)d = χ(bc)a. Проводя эти же рассуждения в про-
тивоположную сторону, нетрудно показать, что для любого c ∈ An,

такого что b(ca) = χ(bc)a, выполнено
(
c,− (bc)a

n(a)

)
∈ l.AnnAn+1

((a, b)).

Таким образом, обратное утверждение также верно.
Теперь рассмотрим r.AnnAn+1

((a, b)). Пусть для (c, d) ∈ An+1 вы-

полнено (a, b)(c, d) = (ac + γnd̄b, da + bc̄) = 0. Тогда da + bc̄ = 0, по-
этому n(a)d = d(aā) = (da)ā = −(bc̄)ā. Поскольку ac + γnd̄b = 0 и
χn(a) = γnn(b), имеем (ac)b̄ = −γn(d̄b)b̄ = −γnd̄(bb̄) = −γnn(b)d̄ =

−χn(a)d̄ = χ(−n(a)d) = χ(bc̄)ā = χa(cb̄). Ясно, что в этом случае об-
ратное утверждение тоже верно, то есть для любого c ∈ An, такого

что (ac)b̄ = χa(cb̄), выполнено
(
c,− (bc̄)ā

n(a)

)
∈ r.AnnAn+1

((a, b)).

Наконец, чтобы получить формулу для OAn+1
((a, b)), достаточно

воспользоваться предложением 4.17. �

Следствие 4.20. Пусть a, b, c, d, ac, ad ∈ An попарно строго альтер-
нируют, (a, b)(c, d) = 0 в An+1, (a, b) и (c, d) удовлетворяют усло-
вию (∗). Пусть также t(a) = t(c) = t(ac) = 0. Тогда левый верхний
шестиугольник на рис. 1 также является неориентированным ше-
стиугольником в ΓO(An+1), и в ΓO(An+1) нет других рёбер, соединя-
ющих его вершины, то есть в этом шестиугольнике нет хорд.

Доказательство. Поскольку t(a) = t(c) = t(ac) = 0, из предложе-
ния 4.17 следует, что данный шестиугольник является шестиугольни-
ком не только в ΓZ(An+1), но и в ΓO(An+1).

Пусть теперь (x, y) и (z, w) – какие-то две из его вершин, возможно,
совпадающие. Сперва мы покажем, что элемент (x, y) не может быть
ортогонален (z, w) и (z,−w) одновременно. Предположим противное.
Тогда, аналогично доказательству леммы 4.19, из (x, y)(z, w) = 0 сле-

дует, что w = − (yz)x
n(x) , а из (x, y)(z,−w) = 0 следует, что −w = − (yz)x

n(x) ,

откуда w = −w. Но w 6= 0, противоречие.
Пусть t(x) = 0. В общем случае, равенство (x, y)(x,−y) = (−n(x)−

γnn(y),−2yx) = 0 может выполняться, то есть (x, y) и (x,−y) мо-
гут быть ортогональны. Однако, если x строго альтернирует с y и
(x, y) удовлетворяет условию (∗), то (x, y) не может быть ортогонален
(x,−y). Действительно, по лемме 3.1, n(yx) = n(y)n(x) 6= 0. Значит,
yx 6= 0, откуда (x, y)(x,−y) 6= 0. �
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Доказательство следующей леммы использует соображения из [16,
стр. 21].

Лемма 4.21. Пусть элементы a, b, c ∈ An удовлетворяют условиям
t(a) = t(b) = 0, [a, b, b] = 0 и b = [a, c, b]. Тогда n(b) = 0.

Доказательство. Рассмотрим отображение S : An → An, задаваемое
формулой S(x) = [a, x, b] для всех x ∈ An. Тогда S = RbLa −LaRb, где
La и Rb определяются равенством (4.1). Отображения La и Rb косо-
симметричны относительно симметрической билинейной формы 〈·, ·〉,
так как, по лемме 2.12(2), 〈La(x), y〉 = 〈ax, y〉 = 〈x, āy〉 = 〈x,−ay〉 =
−〈x, Lay〉. Значит, S также кососимметрично, и из S(S(x)) = 0 следу-
ет, что 0 = 〈x,−S(S(x))〉 = 〈S(x), S(x)〉 = n(S(x)). Поскольку b = S(c)
и 0 = [a, b, b] = S(b) = S(S(c)), получаем n(b) = n(S(c)) = 0. �

Следующая теорема обобщает лемму 2.20(1) на случай дважды аль-
тернативных делителей нуля, характеристика χ которых равна 1. Если
же характеристика корректно определена, но не равна 1, то норма та-
кого элемента отлична от нуля, поэтому применима лемма 2.20(2). Та-
ким образом, нам известен явный вид централизатора произвольного
чисто мнимого дважды альтернативного элемента, первая компонента
которого имеет ненулевую норму.

Теорема 4.22. Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) – чисто мнимый элемент,
и χ((a, b)) = 1. Тогда CAn+1

((a, b)) = F⊕OAn+1
((a, b)).

Доказательство. Так как χ((a, b))=1, то n((a, b))=n(a)− γnn(b)=0.
Предположим, что существует (c, d) ∈ CAn+1

((a, b))\(F⊕OAn+1
((a, b))).

Без ограничения общности можно считать, что t(c) = 0. Тогда

(a, b)(c, d) = (c, d) · (a, b) = (c, d)(a, b) = (a, b)(c, d),

то есть (a, b)(c, d) = k ∈ F. Поскольку (c, d) /∈ OAn+1
((a, b)), то k 6= 0.

Предположим без ограничения общности, что k = 1. Тогда

(1, 0) = (a, b)(c, d) = (ac+ γnd̄b, da+ bc̄) = (ac+ γnd̄b, da− bc).

Из условия da = bc следует, что n(a)d = d(aā) = (da)ā = (bc)ā, значит,
n(a)d̄ = a(c̄b̄) = −a(cb̄). Умножим равенство 1 = ac+ γnd̄b справа на b̄
и подставим выражение для n(a)d̄:

b̄ = (ac)b̄+ γn(d̄b)b̄ = (ac)b̄+ γnd̄(bb̄) = (ac)b̄ + γnn(b)d̄

= (ac)b̄+ n(a)d̄ = (ac)b̄ − a(cb̄) = [a, c, b̄].
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Из леммы 2.12(1) следует, что t(b̄) = t([a, c, b̄]) = 0, откуда b̄ = −b и
b = [a, c, b]. Применяя лемму 4.21, получаем n(b) = 0, что противоречит
условию χ((a, b)) = 1. �

§5. Делители нуля в алгебрах с анизотропной нормой

В лемме 5.1 мы переносим результаты раздела 1 работы Море-
но [16], полученные для вещественных алгебр главной последователь-
ности, на случай алгебр Кэли–Диксона с анизотропной нормой над
произвольным полем F, charF 6= 2. Напомним, что мы обозначаем
ẽ0 = (0, e0) ∈ An и ã = aẽ0 для всех a ∈ An.

Как было показано в следствии 4.16, в алгебрах Кэли–Диксона все
делители нуля оказываются двусторонними делителями нуля, то есть
Z(An) = ZLR(An). В случае алгебр Кэли–Диксона с анизотропной
нормой имеет место более сильный результат.

Лемма 5.1 ( [16, следствия 1.5, 1.6, 1.9 и 1.12]). Пусть An – алгебра
Кэли–Диксона с анизотропной нормой, a, b ∈ An. Тогда

(1) n(ab) = n(āb) = n(ab̄) = n(ba);
(2) элементы ab, ba, āb, ab̄ равны нулю или не равны нулю одновре-

менно;
(3) если a ∈ Z(An), то t(a) = 0;
(4) если a ∈ Z(An), то a – дважды чисто мнимый элемент;

(5) ab = 0 тогда и только тогда, когда ab̃ = 0.

Доказательство.

(1) По лемме 2.12(2), n(ab) = 〈ab, ab〉 = 〈ā(ab), b〉 = 〈b̄(ā(ab)), e0〉 =
1
2 t(b̄(ā(ab))). Заметим, что ā(ab) = (t(a) − a)(ab) = a((t(a) − a)b) =

a(āb), откуда n(ab) = 1
2 t(b̄(ā(ab))) = 1

2 t(b̄(a(āb))) = n(āb). Кроме

того, n(āb) = n(āb) = n(b̄a) = n(ba) = n(ba) = n(āb̄) = n(ab̄).
(2) Сразу следует из пункта (1) и анизотропности нормы на An.
(3) Пусть a ∈ Z(An), то есть ab = 0 для некоторого b ∈ An, b 6= 0.

Согласно пункту (2), ab = āb = 0, откуда t(a)b = (a + ā)b = 0. Так
как t(a) ∈ F и b 6= 0, получаем t(a) = 0.

(4) Из предложения 4.9 следует, что если a = (a1, a2) ∈ Z(An), то
ã = (γn−1a2, a1) ∈ Z(An). Поэтому, согласно пункту (3), t(a) =
t(ã) = 0, то есть t(a1) = t(a2) = 0.

(5) Если a = 0 или b = 0, то ab = ab̃ = 0. В противном случае, по
пункту (4), a и b дважды чисто мнимые, поэтому требуемое утвер-
ждение следует из первого равенства в предложении 4.9. �
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Следствие 5.2. Пусть An – алгебра Кэли–Диксона с анизотропной
нормой. Тогда граф ΓZ(An) может быть получен из графа ΓO(An) за-
меной каждого неориентированного ребра на пару ориентированных
рёбер.

Доказательство. Утверждение сразу следует из леммы 5.1(2). �

Теорема 5.3. Пусть An – алгебра Кэли–Диксона с анизотропной
нормой, a, b ∈ An \ {0}, t(a) = t(b) = 0. Если a и b C-эквивалентны,
то есть CAn

(a) = CAn
(b), то [a] = [b].

Доказательство. По лемме 2.20(2), CAn
(a) = F⊕Fa⊕OAn

(a). Кроме
того, по предложению 4.17, для всех x ∈ OAn

(a) выполнено t(x) = 0.
Так как b ∈ CAn

(b) = CAn
(a) и t(b) = 0, имеем b = ka+x для некоторых

k ∈ F и x ∈ OAn
(a). Отсюда следует, что CAn

(a) ⊆ CAn
(x).

Предположим от противного, что [a] 6= [b], то есть x 6= 0. В силу
анизотропности нормы на An, это означает, что n(x) 6= 0. Согласно
лемме 5.1(5), из ax = 0 следует ax̃ = 0, то есть x̃ ∈ OAn

(a). Значит,
x̃ ∈ CAn

(a) ⊆ CAn
(x). Кроме того, по лемме 5.1(4), элемент x является

дважды чисто мнимым. Из леммы 3.4 получаем, что x̃x = −xx̃ =
n(x)ẽ0 6= 0, что противоречит равенству x̃x = xx̃. �

Следствие 5.4. Пусть An – алгебра Кэли–Диксона с анизотропной
нормой, a, b ∈ An, Im(a) 6= 0, Im(b) 6= 0. Если a и b C-эквивалентны,
то [Im(a)] = [Im(b)].

Доказательство. Утверждение непосредственно следует из тео-
ремы 5.3, так как CAn

(a) = CAn
(Im(a)) и CAn

(b) = CAn
(Im(b)). �

Замечание 5.5. Пусть An – алгебра Кэли–Диксона с анизотропной
нормой, a ∈ Z(An). Тогда, по леммам 3.2(3) и 5.1(4–5), элементы
a и ã дважды чисто мнимые и линейно независимые, но при этом
O-эквивалентные. Кроме того, если b ∈ Z(An−1), то OAn

((b, 0)) =
OAn

((0, b)) = {(c, d) | c, d ∈ OAn−1
(b)}, поэтому (b, 0) и (0, b) также

дважды чисто мнимые и линейно независимые, но O-эквивалентные.

Пункты (1)–(5) леммы 5.6 были доказаны Морено в [16, стр. 25–27]
для вещественных алгебр главной последовательности. В своём дока-
зательстве Морено предполагает, что c и d – альтернативные элементы
в Mn, однако оно дословно переносится на тот случай, когда элементы
c, d ∈ Mn альтернируют лишь с элементами a, b ∈ Mn. Морено также
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доказал пункт (6) леммы 5.6, однако его доказательство использует
тот факт, что элементы c и d строго альтернируют.

Напомним, что антиассоциатором элементов a, b, c алгебры A назы-
вается элемент {a, b, c} = (ab)c+ a(bc).

Лемма 5.6. Пусть An+1 – алгебра Кэли–Диксона с анизотропной
нормой, элементы c, d ∈ An альтернируют с элементами a, b ∈ An,
(a, b), (c, d) ∈ Z(An+1), (a, b)(c, d) = 0. Тогда

(1) t(a) = t(b) = t(c) = t(d) = 0;
(2) n(a) = −γnn(b) и n(c) = −γnn(d), т.е. χ((a, b)) = χ((c, d)) = −1;
(3) [c, a, d] = 2n(c)b, [c, b, d] = −2n(d)a;
(4) {c, a, d} = {c, b, d} = 0;
(5) a ⊥ b;
(6) a, b ∈ span(e0, c, d, cd)

⊥;
(7) (c, d)(ac, ad) = 0.

Доказательство.

(1) Сразу следует из леммы 5.1(4).
(2) Так как (a, b) 6= 0, (c, d) 6= 0 и норма на An анизотропна, имеем

n(a) 6= 0 или n(b) 6= 0, а также n(c) 6= 0 или n(d) 6= 0. По лемме 4.6,
χ = χ((a, b)) = χ((c, d)) = ±1. Однако, если χ = 1, то n((a, b)) =
n((c, d)) = 0, что противоречит анизотропности нормы на An+1.
Значит, χ = −1.

(3) Имеем (a, b)(c, d) = (ac + γnd̄b, da + bc̄) = (ac − γndb, da − bc) = 0,
откуда ac = γndb и da = bc. Значит,

n(d)a = d̄(da) = −d(bc),
n(d)a = − 1

γn

n(c)a = − 1
γn

(ac)c̄ = 1
γn

(γndb)c = (db)c,

n(c)b = (bc)c̄ = −(da)c,

n(c)b = −γnn(d)b = −d̄(γndb) = d(ac).

Применяя инволюцию к левой и правой частям каждого равенства,
получаем n(d)a = −(cb)d = c(bd) и n(c)b = −c(ad) = (ca)d. Отсюда
[c, a, d] = 2n(c)b, [c, b, d] = −2n(d)a и {c, a, d} = {c, b, d} = 0, что
доказывает также пункт (4).

(5) Аналогично доказательству леммы 4.21, рассмотрим кососиммет-
рический линейный оператор S : An → An, задаваемый формулой
S(x) = [c, x, d] для всех x ∈ An. Тогда a ⊥ S(a) = [c, a, d] = 2n(c)b,
откуда a ⊥ b.
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(6) Согласно пункту (1), e0 ∈ span(a, b, c, d)⊥. Применим лемму 4.1(1)
к элементам (a, b) и (c, d) со значением χ = χ((c, d)) = −1 и вос-
пользуемся тем, что ac = c̄ā = ca. Тогда (c, d)(ca, da) = 0 и, по
лемме 5.1(4), t(ca) = t(da) = 0. Из предложения 2.10 вытекает,
что 〈a, c〉 = −〈a, c̄〉 = − 1

2 t(ca) = 0 и, аналогично, 〈a, d〉 = 0, то
есть a ⊥ c и a ⊥ d. Пользуясь равенствами ca = γnbd и da = bc,
аналогично получаем, что b ⊥ c и b ⊥ d.

Из леммы 2.18 следует, что элементы a, b антикоммутируют с
элементами c, d. Тогда ac = −ca и ad = −da, что сразу доказывает
пункт (7). Остаётся заметить, что, по лемме 2.12(2),

〈a, cd〉 = 〈ad̄, c〉 = 〈da, c〉 = 〈bc, c〉 = 〈b, cc̄〉 = n(c)〈b, e0〉 = 0,

〈b, cd〉 = 〈c̄b, d〉 = 〈bc, d〉 = 〈da, d〉 = 〈a, d̄d〉 = n(d)〈a, e0〉 = 0,

откуда следует, что a ⊥ cd и b ⊥ cd. �

Теперь мы обобщим некоторые результаты, полученные ранее для
вещественных алгебр главной последовательности в п. 4.2 работы ав-
тора [22]. Отметим, что в ней была допущена неточность: имевшееся
доказательство попарной ортогональности элементов a, b, c, d относи-
тельно 〈·, ·〉 использовало попарное строгое альтернирование элемен-
тов a, b, c, d, однако все утверждения были сформулированы лишь в
предположении, что элементы a, b строго альтернируют с элементами
c, d (см. [22, следствие 4.4, лемма 4.6]).

В утверждениях 5.7–5.10 и на рис. 2 мы предполагаем, что An+1 –
алгебра Кэли–Диксона с анизотропной нормой, (a, b), (c, d) ∈ Z(An+1),
(a, b)(c, d) = 0, и элементы a, b ∈ An строго альтернируют с элементами
c, d ∈ An, то есть [x, x, y] = [y, y, x] = 0 при x ∈ {a, b} и y ∈ {c, d}.
Следствие 5.7. В графе ортогональности ΓO(An+1) существует
следующий цикл длины 6:

(a, b) ↔ (c, d) ↔ (ac, ad) ↔ (a,−b) ↔ (c,−d) ↔ (ac,−ad) ↔ (a, b).

Доказательство. Воспользуемся следствием 4.8 для χ=χ((c, d))=−1.
По лемме 5.6(6), мы имеем ac = −ac и da = −ad. Наконец, из след-
ствия 5.2 мы получаем, что ориентированные рёбра шестиугольника в
ΓZ(An+1) соответствуют неориентированным рёбрам в ΓO(An+1). �

Описание 5.8. Используя лемму 5.1(5) и следствие 5.7, мы получаем
подграф ΓO(An+1), который мы называем двойным шестиугольником.
Он изображён на рис. 2. Двойной шестиугольник состоит из шести
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склеенных вместе полных двудольных графов K2,2. Отметим, что он
содержит в себе все шестиугольники, изображённые на рис. 1.

Рис. 2. Двойной шестиугольник.

Лемма 5.9.

(1) Элементы e0, a, b, c, d ортогональны относительно 〈·, ·〉.
(2) Элементы e0, a, b, c, d, ac, ad ортогональны относительно 〈·, ·〉.
Доказательство.

(1) Утверждение следует из леммы 5.6(5–6), применённой к парам эле-
ментов (a, b)(c, d) = 0 и (c, d)(a, b) = 0.

(2) Согласно лемме 4.7, элементы ac, ad строго альтернируют с эле-
ментами a, b, c, d. По следствию 5.7, (a, b)(c, d) = (c, d)(ac, ad) =
(ac, ad)(a,−b) = 0. Остаётся трижды воспользоваться пунктом (1).

�

Следствие 5.10. Все элементы в вершинах двойного шестиугольни-
ка на рис. 2 линейно независимы.

Доказательство. Утверждение непосредственно вытекает из лем-
мы 5.9(2), так как, по лемме 3.1, n(ac) = n(a)n(c) 6= 0 и n(ad) =
n(a)n(d) 6= 0. �

Объединяя результаты лемм 4.7 и 5.9(2), следствий 5.7 и 5.10, а
также описания 5.8, мы получаем следующую теорему.
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Теорема 5.11. Пусть An+1 – алгебра Кэли–Диксона с анизотроп-
ной нормой, элементы a, b ∈ An строго альтернируют с элементами
c, d ∈ An, (a, b), (c, d) ∈ Z(An+1), (a, b)(c, d) = 0. Тогда

(1) элементы ac, ad строго альтернируют с элементами a, b, c, d;
(2) элементы e0, a, b, c, d, ac, ad ортогональны относительно 〈 · , · 〉;
(3) существует подграф ΓO(An+1), изображённый на рис. 2 и назы-

ваемый двойным шестиугольником;
(4) все элементы в вершинах двойного шестиугольника линейно неза-

висимы.

В [22, теорема 4.11] была также получена таблица умножения вер-
шин двойного шестиугольника в том случае, когда An+1 – веществен-
ная алгебра главной последовательностиMn+1. Этот результат можно
обобщить и на случай произвольной алгебры Кэли–Диксона с анизо-
тропной нормой, однако новая таблица умножения будет зависеть от
параметров n(a), n(c) и γn. Если же An+1 = Mn+1, то γn = −1, и
без ограничения общности можно считать, что n(a) = n(c) = 1, поэто-
му все коэффициенты в таблице умножения вершин двойного шести-
угольника [22, стр. 677, таблица 1] постоянны.

§6. Размерности аннуляторов

В этом разделе мы переносим доказательство теоремы 9.8 из ра-
боты Бисса, Даггера и Исаксена [8], согласно которой размерность
аннулятора любого элемента вещественной алгебры главной последо-
вательности кратна четырём, на случай произвольной алгебры Кэли–
Диксона An с анизотропной нормой над полем F, charF 6= 2. Но сперва
мы покажем, что это утверждение может не выполняться для алгебр
Кэли–Диксона с изотропной нормой. Напомним, что, по лемме 4.15,
для любого a ∈ An выполнено dim(l.AnnA(a)) = dim(r.AnnA(a)).

Лемма 6.1. Пусть n > 1, a ∈ An, t(a) = 0. Тогда dim(r.AnnAn
(a))

чётна.

Доказательство. В силу t(a) = 0, по лемме 2.12(2) имеем 〈La(b), c〉 =
〈ab, c〉 = 〈b, āc〉 = −〈b, La(c)〉 для всех b, c ∈ An, то есть La – ко-
сосимметрический линейный оператор относительно невырожденной
симметрической билинейной формы 〈·, ·〉. Так как charF 6= 2, отсю-
да следует, что ранг La чётен. При этом dimAn = 2n чётна, поэтому
dim(r.AnnAn

(a)) = dim(KerLa) также чётна. �
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Предложение 6.2 ( [3, лемма 4.18], [5, следствие 4.5]). Пусть An

– вещественная контр-алгебра малой размерности, то есть F = R,
An = Hn и 1 6 n 6 4, и пусть также a ∈ An.

(1) Если 1 6 n 6 3, то dim(r.AnnAn
(a)) ∈ {0, 2n−1, 2n}.

(2) Если n = 4, то dim(r.AnnAn
(a)) ∈ {0, 4, 8, 16}.

Таким образом, при n ∈ {3, 4} dim(r.AnnAn
(a)) кратна четырём.

Примеры ниже показывают, что при n > 4 в An могут существовать
такие дважды альтернативные чисто мнимые элементы, что размер-
ность их аннуляторов чётна, но не кратна четырём.

Пример 6.3 ( [3, пример 4.17]). Пусть n > 4, F = R, An = Hn−1{1}.
Рассмотрим a = e

(n−2)
1 ∈ Mn−2. Тогда, согласно [3, лемма 4.16], эле-

мент A = (2a + ã, a) ∈ An чисто мнимый и дважды альтернативный.

Однако n(a) = 1 и n(2a+ã) = 3, поэтому χ(A) = γn−1
n(a)

n(2a+ã) =
1
3 6= ±1,

а значит, A не удовлетворяет условию (∗). Кроме того, из теоремы 3.9
и леммы 4.19 можно получить, что

r.AnnAn
(A)=

{
(c,−c)

∣∣∣ c=(x,−x), x∈span(e0, a)
⊥⊆Mn−2

}
.

Следовательно, dim(r.AnnAn
(A)) = dim(span(e0, a)

⊥) = 2n−2−2 чётна,
но не кратна четырём.

Пример 6.4. Пусть F = R, A4 = H3{1}. Рассмотрим a = e2 + e5 + e6,
b = e0+e1+e5 ∈ H3. Так как H3 альтернативна, элемент (a, b) ∈ A4 чи-
сто мнимый и дважды альтернативный. Кроме того, n(b)=−n(a)=1,

поэтому χ((a, b)) = γn−1
n(b)
n(a) = −1, то есть (a, b) удовлетворяет усло-

вию (∗). Однако

r.AnnA4
((a, b)) = span

(
(−e2 + e3 − e6 − e7, e2 + e3 + e6 − e7),

(e1 + e2 + 2e3 − 2e4 + e5 − e7, e1 − 3e3 + 2e4 + e5 − e6 + 2e7)
)
.

Значит, dim(r.AnnA4
((a, b))) = 2 чётна, но не кратна четырём.

Следующий пример показывает, что если элемент алгебры An не
является чисто мнимым, то при достаточно больших n размерность
его аннулятора может быть нечётной.

Пример 6.5. Пусть F = R, A5 = H5 = M4{−1}. Рассмотрим

a = e0 − e1 + 2e2 + 2e5 − e6 + 2e7

+ e9 − e10 − e11 − 2e12 − 2e13 − 2e14 − 2e15,
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b = −e0 − 2e1 + e2 − 2e3 − 2e4 − 2e6 + 2e7

+ e9 − 2e10 + 2e11 + e12 + e13 − e15 ∈ M4.

Можно проверить, что в этом случае dim(r.AnnH5
((a, b))) = 3 нечётна.

Пусть теперь An – алгебра Кэли–Диксона с анизотропной нормой
над полем F, charF 6= 2. Напомним, что, по лемме 5.1(2), в этом случае
для любого a ∈ An выполнено l.AnnAn

(a) = r.AnnAn
(a) = OAn

(a).

Лемма 6.6. Пусть n > 1. Обозначим K = span(e0, ẽ0). Тогда

(1) K – поле;
(2) An – левое векторное пространство над K.

Доказательство.

(1) Так как (ẽ0)
2 = γn−1, множество K замкнуто относительно сложе-

ния и умножения, то есть является подалгеброй в An. Кроме того,
умножение на K коммутативно и ассоциативно. Поскольку нор-
ма на An анизотропна, её ограничение на K также анизотропно,
поэтому K не содержит делителей нуля. Значит, K – поле.

(2) Требуется показать, что [k1, k2, a] = 0 для любых k1, k2 ∈ K и
a ∈ An. Это равносильно выполнению равенства [ẽ0, ẽ0, a] = 0 для
всех a ∈ An, то есть альтернативности элемента ẽ0. Но ẽ0 = (0, e0)
– один из элементов стандартного базиса, а значит, альтернативен
по [21, лемма 4]. �

По лемме 2.12(2), 〈a, b〉 = 〈ab̄, e0〉, то есть 〈a, b〉 – ортогональная
проекция ab̄ на F относительно 〈·, ·〉. Пользуясь этим наблюдением,
можно задать эрмитово скалярное произведение на An со значениями
в поле K.

Обозначение 6.7. Для элементов a, b ∈ An через 〈a, b〉K обозначим
ортогональную проекцию ab̄ на K относительно 〈·, ·〉.

Лемма 6.8.

(1) Для любых a, b ∈ An выполнено 〈a, b〉K = 〈a, b〉+ 1
γn−1

〈ẽ0a, b〉ẽ0.
(2) 〈a, b〉K – невырожденное эрмитово скалярное произведение, то есть

анизотропная эрмитова полуторалинейная форма.



О ДВАЖДЫ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ ДЕЛИТЕЛЯХ НУЛЯ 51

Доказательство.

(1) По лемме 2.12(2), 〈ab̄, e0〉 = 〈a, b〉 и 〈ab̄, ẽ0〉 = 〈a, ẽ0b〉 = −〈ẽ0a, b〉.
Так как e0 ⊥ ẽ0, n(e0) = 1 и n(ẽ0) = −γn−1, имеем

〈a, b〉K =
〈ab̄, e0〉
n(e0)

e0 +
〈ab̄, ẽ0〉
n(ẽ0)

ẽ0 = 〈a, b〉+ 〈ẽ0a, b〉
γn−1

ẽ0.

(2) Аддитивность по обоим аргументам очевидна. Покажем, что
〈ka, b〉K = k〈a, b〉K для всех k ∈ K и a, b ∈ An. В силу линейности
по F, достаточно доказать это утверждение для k = e0 и k = ẽ0.
Первый случай очевиден, тогда как во втором случае мы получаем

〈ẽ0a, b〉K = 〈ẽ0a, b〉+
〈ẽ0(ẽ0a), b〉

γn−1
ẽ0 = 〈ẽ0a, b〉+

〈(ẽ0)2a, b〉
γn−1

ẽ0

= 〈ẽ0a, b〉+ 〈a, b〉ẽ0 = 〈a, b〉ẽ0 +
〈ẽ0a, b〉
γn−1

(ẽ0)
2 = ẽ0〈a, b〉K.

Кроме того, из равенства ab̄ = bā следует, что 〈a, b〉K = 〈b, a〉K.
Анизотропность 〈·, ·〉K вытекает из того, что aā = n(a) ∈ F ⊆ K,
поэтому 〈a, a〉K = n(a) для всех a ∈ An. �

Лемма 6.9. Пусть a ∈ An – дважды чисто мнимый элемент. Тогда
La – сопряжённо-линейное косоэрмитово отображение в том смыс-
ле, что

(1) La(b+ c) = La(b) + La(c),
(2) La(kb) = k̄La(b),

(3) 〈La(b), c〉K = −〈b, La(c)〉K
для всех k ∈ K, b, c ∈ An.

Доказательство.

(1) Аддитивность La очевидна.
(2) В силу линейности по F, достаточно рассмотреть случаи k = e0

и k = ẽ0. Первый случай очевиден, тогда как во втором случае
требуется доказать, что a(ẽ0b) = −ẽ0(ab). Применяя инволюцию
к левой и правой частям требуемого равенства и пользуясь тем,
что a чисто мнимый, мы получаем, что оно равносильно соотно-
шению (b̄ẽ0)a = −(b̄a)ẽ0. Но, так как a дважды чисто мнимый, по

лемме 3.2(2) имеем ˜̄ba = −˜̄ba, что и требовалось доказать.
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(3) Пользуясь леммами 2.12(2) и 6.8(1), а также пунктом (2), мы вы-
водим:

〈La(b), c〉K = 〈ab, c〉K = 〈ab, c〉+ 〈ẽ0(ab), c〉
γn−1

ẽ0 = 〈b, āc〉+ 〈b, ā(ẽ0c)〉
γn−1

ẽ0

= −〈b, ac〉+ 〈b, a(ẽ0c)〉
γn−1

ẽ0 = −〈b, ac〉+ 〈b,−ẽ0(ac)〉
γn−1

ẽ0

= −〈b, ac〉+ 〈ẽ0b, (ac)〉
γn−1

ẽ0 = −〈b, ac〉K = −〈b, La(c)〉K. �

В работе [8] следующая лемма сформулирована только для поля
комплексных чисел, однако её доказательство дословно переносится
на случай произвольного поля K, charK 6= 2, с инволюцией a 7→ a∗.

Лемма 6.10 ([8, лемма 6.7]). Пусть V – конечномерное векторное
пространство над K с невырожденным эрмитовым скалярным про-
изведением и пусть L – сопряжённо-линейный косоэрмитов эндомор-
физм V . Тогда K-коразмерность KerL в V чётна.

Теорема 6.11. Пусть n > 2, a ∈ An. Тогда dimF(r.AnnAn
(a)) кратна

четырём.

Доказательство. Если a = 0, то dimF(r.AnnAn
(a)) = dimF(An) = 2n

кратна четырём, а если a 6= 0 и a /∈ Z(An), то dimF(r.AnnAn
(a)) = 0

тоже кратна четырём. Теперь рассмотрим случай, когда a ∈ Z(An).
По лемме 5.1(4), элемент a является дважды чисто мнимым. Значит,
по лемме 6.9, La – сопряжённо-линейное косоэрмитово отображение.
Из леммы 6.10 следует, что codimK KerLa чётна. Так как dimK An =
2n−1 чётна, это означает, что dimK KerLa также чётна. Следовательно,
dimF(r.AnnAn

(a)) = dimF KerLa = 2dimK KerLa кратна четырём. �

Некоторые другие результаты о размерностях аннуляторов, полу-
ченные в работах [8, 9] для вещественных алгебр главной последова-
тельности, также можно обобщить на случай произвольных алгебр
Кэли–Диксона с анизотропной нормой. В частности, это справедливо
для леммы 8.4, предложения 8.11 и теоремы 13.2 из работы [8]. Отме-
тим, что в случае произвольных алгебр Кэли–Диксона с анизотропной
нормой определение 3.1 элемента {a, b} ∈ An+1 из работы [9] изменится
следующим образом: множитель 1√

2
исчезнет, а в первой компоненте

элемента {a, b} появится множитель γn.
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Zhilina S. A. Doubly alternative zero divisors in Cayley–Dickson algebras.

Zero divisors of Cayley–Dickson algebras over an arbitrary field F,
charF 6= 2, are studied. It is shown that the zero divisors whose components
alternate strongly pairwise and have nonzero norm form hexagonal struc-
tures in the zero divisor graph of a Cayley–Dickson algebra. Properties of
doubly alternative zero divisors at least one of whose components has
nonzero norm are established, and explicit forms of their annihilators,
othogonalizers, and centralizers are obtained. Properties of zero divisors
in Cayley–Dickson algebras with anisotropic norm are described, and it is
shown that in this case directed hexagons in the zero divisor graph can
be extended to undirected double hexagons in the orthogonality graph. A
criterion of C-equivalence for elements of Cayley–Dickson algebras with
anisotropic norm is obtained. Possible values of dimension for annihilators
of elements of Cayley–Dickson algebras are considered.
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