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§1. Введение

Пусть Mn обозначает множество вещественных неотрицательных
матриц порядка n, а Mn(0, 1) – его подмножество, состоящее из мат-
риц с коэффициентами из множества {0, 1}. Основным предметом рас-
смотрения в работе являются цепные матрицы и их характеристики.

Определение 1.1. Матрица A = (aik) ∈ Mn, не имеющая нулевых
строк и столбцов, называется цепной, если для каждой пары ее поло-
жительных элементов aik, apq существует последовательность положи-
тельных элементов ai1k1

, ai2k2
, . . . , ainkn

, удовлетворяющая следующим
условиям:

a) i1 = i, k1 = k;
b) in = p, kn = q;
c) для каждого l ∈ {1, 2, ..., n−1} справедливо il = il+1 или kl = kl+1.

Проиллюстрируем это определение следующим образом. Предста-
вим, что элементы матрицы – это клетки шахматной доски и ладье
разрешено ходить только по положительным элементам. Матрица яв-
ляется цепной, если ладья может добраться от любой положительной
клетки до любой другой.

Цепные матрицы были впервые рассмотрены в [4], где изучалась
их структура и алгебраические свойства, и [5], где они использовались
для исследования свойств стохастических матриц. Позже структура
и свойства цепных матриц исследовались в ряде публикаций, см., на-
пример, работы [1] и [2] и цитированную в них литературу.

Определение 1.2. Пусть A ∈ Mn и существует такое число k ∈ N,
что матрица Ak является цепной. Тогда A называется потенциально
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цепной. Наименьшее k, для которого Ak – цепная матрица, называется
цепным индексом A и обозначается через CI(A). Если A не является
потенциально цепной, то полагаем CI(A) = 0.

Понятия цепного индекса и потенциально цепной матрицы были
введены в [1] как естественно возникающие из свойств цепных матриц.

В работе [1] было высказано предположение, что для любой мат-
рицы A ∈ Mn справедливо CI(A) 6 n − 1, и установлено, что для
любого n существует матрица, цепной индекс которой равен n− 1. Ос-
новным результатом настоящей заметки является доказательство этой
гипотезы.

Для доказательства нам понадобится соответствие между матрица-
ми и графами.

Пусть D = (V,E) обозначает ориентированный граф с множествами
вершин V = V (D) и ребер E = E(D) без кратных ориентированных ре-
бер, но, возможно, с петлями. Пусть u, v ∈ V – вершины графа V . Ори-
ентированный путь из u в v представляет собой последовательность
вершин и направленных ребер u,(u,w1), w1,(w1, w2),w2, . . . ,wl,(wl, v), v,
причем вершины и ребра не обязательно различны. Длиной пути на-

зывается число входящих в него ребер. Выражение u
t

−→ v обозначает,
что существует ориентированный путь длины t из вершины u в вер-
шину v. В том случае, когда u и v соединены направленным ребром,

будем использовать обозначение u → v вместо u
1

−→ v. Мы рассмат-
риваем множество P графов, каждая вершина которых имеет хотя бы
одно входящее и хотя бы одно исходящее ребро.

Каждой матрице A = (aij) ∈ Mn ставится в соответствие ориенти-
рованный граф D = D(A) с n вершинами V (D) = {1, . . . , n} и множе-
ством ребер, определенным правилом: vi → vj тогда и только тогда,
когда aij 6= 0. Каждому ориентированному графу D = (V,E) ставится
в соответствие матрица смежности B(D) = (bij) ∈ Mn(0, 1), где bij = 1
тогда и только тогда, когда vi → vj , а остальные коэффициенты равны
нулю. Заметим, что граф D содержится в P тогда и только тогда, когда
его матрица смежности не имеет нулевых строк и нулевых столбцов.
Если A ∈ Mn(0, 1), то B(D(A)) = A.

Данная заметка построена следующим образом. В §2 введено отно-
шение пересечения ∧ на множестве строк матрицы (вершин графа),
исследованы его свойства и переформулировано понятие цепного ин-
декса в этих терминах. В §3 мы доказываем, что если последователь-
ность цепных рангов стабилизировалась по крайней мере один раз, то
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Рис. 1. Граф D1, иллюстрирующий отношения ∧ и ∨.

ее рост прекращается, и как следствие получено доказательство основ-
ной гипотезы. §4 посвящен исследованию цепного индекса серии гра-
фов Wn,i, обобщающих классический граф Виландта. Вычисленные
значения цепного индекса этой серии графов показывают, что цепной
индекс может принимать все свои допустимые значения.

§2. Отношение ∧ и граф пересечений

Сформулируем ряд вспомогательных определений и утверждений,
которые потребуются в дальнейшем для доказательства основного ре-
зультата.

Определение 2.1. Пусть D – ориентированный граф, u, v ∈ V (D),
k ∈ N. Вершины u, v пересекаются в степени k, если существует такая

вершина w ∈ V (D), что u
k

−→ w и v
k

−→ w. Обозначение: u ∧k v. Вер-
шина w называется вершиной, по которой вершины u, v пересекаются
в степени k.

Следующий пример иллюстрирует введенное отношение.

Пример 2.2. Рассмотрим граф D1, изображенный на рис. 1. Тогда,
по определению, имеем: 1 ∧ 3, 1 ∧2 3, 1 ∧3 3, 3 ∧2 4, 3 ∧3 4, 2 ∧3 4.

Установим некоторые свойства отношения ∧k.

Лемма 2.3. Пусть D ∈ P, k ∈ N. Тогда бинарное отношение u∧tv на

множестве вершин графа D симметрично и рефлексивно для любого

t ∈ N.

Доказательство. Симметричность выполняется по определению. Ре-
флексивность следует из условия D ∈ P , поскольку из каждой вер-
шины можно построить ориентированный путь любой заданной дли-
ны. �
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Обозначение 2.4. Пусть D ∈ P и u, v ∈ V (D) – его вершины. Будем
писать u ∧k · · · ∧k v, если существуют вершины w1, . . . , wm ∈ V (D),
для которых u ∧k w1, w1 ∧

k w2, . . . , wm ∧k v. Если необходимо указать
промежуточные вершины, будем использовать обозначение

u ∧k w1 ∧
k w2 ∧

k · · · ∧k wm ∧k v.

Как и ранее, в случае k = 1 будем писать u ∧ · · · ∧ v.

Определение 2.5. Цепным индексом CI(D) графа D называется наи-
меньшее из таких чисел k ∈ N, что для любых вершин u, v ∈ V (D)
справедливо u ∧k · · · ∧k v. Если такого k не существует, то цепной ин-
декс считается равным нулю.

Проверим, что цепной индекс графа совпадает с цепным индексом
его матрицы смежности, введенным в определении 1.2. Для этого нам
потребуются следующие понятия.

Определение 2.6. Пусть A = (aij) ∈ Mn. Будем говорить, что стро-
ки матрицы A с номерами i и j пересекаются, если существует такой
индекс l, что ail 6= 0 и ajl 6= 0, т.е. в этих строках имеются положи-
тельные элементы в некотором общем столбце.

На языке графов это определение переформулируется следующим
образом: две вершины пересекаются, если существуют два ребра с на-
чалом в этих вершинах и общим концом.

Лемма 2.7. Пусть D ∈ P, A = A(D) ∈ Mn(0, 1) – матрица смежно-

сти графа D, k ∈ N. Тогда вершины u, v ∈ {1, . . . , n} пересекаются в

степени k, u ∧k v, тогда и только тогда, когда строки матрицы Ak

с индексами u, v пересекаются.

Доказательство. В силу [3, стр. 223], условие u ∧k v эквивалентно
тому, что существует такая вершина w, что в графе матрицы Ak най-
дутся ребра u → w и v → w, а это равносильно тому, что в матрице Ak

строки с индексами u и v пересекаются по столбцу с индексом w. �

Лемма 2.8. Пусть D ∈ P, A = A(D) ∈ Mn(0, 1) – матрица смежно-

сти графа D. Тогда CI(D) = CI(A), т.е. цепной индекс графа равня-

ется цепному индексу его матрицы смежности.

Доказательство. Утверждение следует из леммы 2.7. �

Выведем еще несколько свойств отношения пересечения, необходи-
мых для дальнейшего.
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Лемма 2.9. Пусть D ∈ P, k ∈ N, u, v ∈ V (D) и пусть вершины

u, v пересекаются в степени k. Тогда для любого t > k вершины u, v

пересекаются в степени t.

Доказательство. Обозначим через w вершину, по которой u и v пе-
ресекаются в степени k. Поскольку D ∈ P , существует такая вершина

w′ ∈ V (D), что w
t−k
−→w′. Тогда u

t
−→w′ и v

t
−→w′, т.е. u ∧t v. �

Лемма 2.10. Пусть D ∈ P, t ∈ N. Тогда отношение u ∧t · · · ∧t v

является отношением эквивалентности на множестве V (D).

Доказательство. Симметричность следует из симметричности отно-
шения ∧t, см. лемму 2.3. Рефлексивность следует из того, что для
любой вершины u ∈ V (D) найдется такая u′ ∈ V (D), что u → u′.
Транзитивность непосредственно следует из определения отношения
u ∧t · · · ∧t v. �

Напомним, что обозначение u∧· · ·∧v используется вместо u∧1· · ·∧1v.

Определение 2.11. Классы эквивалентности по отношению u∧· · ·∧v
обозначим через π̂1, π̂2, . . . , π̂i. Количество i этих классов называется
цепным рангом графа и обозначается через crkD.

Определение 2.12. Пусть D – граф, t ∈ N. Определим граф Dt как
граф с тем же множеством вершин, что и D, в котором вершины u и v

соединены ребром тогда и только тогда, когда в D существует путь
длины t из u в v.

Замечание 2.13. Широко известен (и легко проверяется по индук-
ции) следующий факт: если A = A(D) – матрица смежности графа D,
то матрица B(D(Ak)) является матрицей смежности введенного гра-
фа Dk.

Лемма 2.14. Пусть D – граф, t ∈ N. Тогда классы π̂i на множестве

вершин графа Dt совпадают с классами эквивалентности по отно-

шению u ∧t · · · ∧t v на множестве вершин графа D.

Доказательство. По определению, u → v в Dt тогда и только тогда,

когда u
t

−→ v в D. Следовательно, u ∧t · · · ∧t v в D тогда и только
тогда, когда u ∧ · · · ∧ v в Dt. �
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Цепной ранг и рассматриваемые классы эквивалентности были вве-
дены на матричном языке в работе [1]. Там же для матриц были уста-
новлены следующие факты, которые мы переформулируем и, для пол-
ноты изложения, устанавливаем на языке графов.

Лемма 2.15. Пусть D ∈ P. Тогда

1) для любого k ∈ N каждый класс эквивалентности π̂i на мно-

жестве вершин графа Dk содержится в одном из классов эк-

вивалентности на множестве вершин графа Dk+1;
2) для любого k ∈ N выполняется неравенство crkDk > crkDk+1;
3) crkD = 1 тогда и только тогда, когда CI(D) = 1.

Доказательство. 1) По лемме 2.9, для любой пары вершин u, v∈V(D)
из u∧k · · ·∧k v следует u∧k+1 · · ·∧k+1 v. Поэтому для каждого класса π̂i

на множестве вершин графа Dk найдется такой класс π̂′

i на множестве
вершин графа Dk+1, что π̂i ⊆ π̂′

i.
Утверждение 2) непосредственно следует из п. 1).
Утверждение 3) непосредственно следует из определений цепного

ранга и цепного индекса. �

Проиллюстрируем введенные понятия цепного ранга и классов эк-
вивалентности по отношению пересечения на следующем примере.

Пример 2.16. Пусть A =




0 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0


. Тогда A2 =




1 1 1 0
1 1 0 1
0 1 0 1
1 0 1 0


.

Заметим, что π̂1(A) = {1, 4}, π̂2(A) = {2, 3}, π̂1(A
2) = {1, 2, 3, 4}. От-

сюда, crkA = 2, crkA2 = 1.

Лемма 2.17. Пусть D ∈ P , k ∈ N и u, v ∈ V (D). Если crkDk =
crkDk+1, то u∧k+1 · · ·∧k+1 v тогда и только тогда, когда u∧k · · ·∧k v.

Доказательство. Применяя лемму 2.9 к каждой паре вершин wj ,
wj+1 из определения отношения u∧k · · ·∧k v, получим, что для любого
графа D ∈ P условие u ∧k · · · ∧k v влечет u ∧k+1 · · · ∧k+1 v. Теперь до-
кажем, что из отрицания второго условия следует отрицание первого.

Предположим, что существуют такие вершины u, v ∈ V (D), что вы-
полняется u ∧k+1 · · · ∧k+1 v, но не выполняется u ∧k · · · ∧k v. Тогда
вершины u и v лежат в разных классах π̂i, π̂j на множестве вершин
графа Dk, но в одном классе на множестве вершин графа Dk+1. По
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п. 1) леммы 2.15, отсюда вытекает, что crkDk > crkDk+1, что проти-
воречит условию. �

Лемма 2.18. Пусть матрица A = (aij) ∈ Mn не имеет нулевых

строк и столбцов. Если i-я и j-я строки матрицы Ak = (a
(k)
ij ) пере-

секаются, то i-я и j-я строки матрицы Ak+1 также пересекаются.

Доказательство. Пусть i-я и j-я строки матрицы Ak = (a
(k)
ij ) пересе-

каются по столбцу с номером l. Поскольку в A нет нулевых столбцов,
то существует такой индекс m ∈ {1, . . . , n}, что alm 6= 0. Тогда, по

формуле элементов матричной степени, из a
(k)
il > 0, a

(k)
jl > 0, alm > 0

следует, что a
(k+1)
im > 0, a

(k+1)
jm > 0, т.е. i-я и j-я строки матрицы Ak+1

пересекаются по столбцу с номером m. �

§3. Верхняя оценка цепного индекса

Для доказательства основного результата нам потребуется граф пе-
ресечений, введенный в [1].

Определение 3.1. Пусть A ∈ Mn. Неориентированный граф Π с мно-
жеством вершин {1, . . . , n} называется графом пересечений матрицы
A, если вершины i и j соединены ребром тогда и только тогда, когда
строки с номерами i и j пересекаются в матрице A.

Тогда выражение u∧v означает, что вершины u и v смежны в графе
пересечений матрицы A, а выражение u ∧ · · · ∧ v означает, что верши-
ны u и v соединяются путем в графе Π, т.е. лежат в одной связной
компоненте этого графа.

Лемма 3.2 ([1]). Пусть A ∈ Mn. Тогда цепной ранг crkA равняется

числу компонент связности графа Π.

Обозначим граф пересечений матрицы Ak через Πk. Тогда для вер-
шин u, v ∈ V (D) отношение u ∧k · · · ∧k v эквивалентно тому, что вер-
шины u и v соединяются маршрутом в графе Πk, т.е. лежат в одной
связной компоненте этого графа. Из леммы 2.9 следует, что для лю-
бого натурального k граф Πk является подграфом графа Πk+1; это
обозначается через Πk ⊆ Πk+1.

Итак, имеем последовательность

Π1 ⊆ Π2 ⊆ . . . ⊆ Πk ⊆ Πk+1 ⊆ . . . . (1)
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Переформулируя лемму 2.15 на этом языке, заметим, что при пе-
реходе от Πk к Πk+1 число рёбер может лишь увеличиться, а число
компонент лишь уменьшиться. Следовательно,

crkA > crkA2 > . . . > crkAk > crkAk+1 > . . . . (2)

Точнее, если каждое новое ребро графа Πk+1 соединяет вершины из
одной компоненты Πk, то crkAk = crkAk+1, а если некоторое новое
ребро графа Πk+1 соединяет вершины из различных компонент Πk, то
crkAk > crkAk+1.

Лемма 3.3. Пусть D ∈ P и пусть u, v ∈ V (D). Тогда u∧k+1 v в том

и только том случае, когда существуют вершины w1, w2 ∈ V (D),
такие что u → w1, v → w2, w1 ∧

k w2.

Доказательство. Импликация справа налево вытекает непосредст-
венно из определения отношения a ∧t b.

Пусть теперь u ∧k+1 v. Тогда, по определению, существуют такие
w1, w2, w ∈ V (D), что

u → w1, w1
k

−→ w и v → w2, w2
k

−→ w.

Отсюда следует требуемое утверждение. �

Лемма 3.4. Пусть D ∈ P и пусть u, v ∈ V (D). Если существуют

такие вершины w1, w2 ∈ V (D), что u → w1, v → w2 и w1 ∧
k · · · ∧k w2,

то u ∧k+1 · · · ∧k+1 v.

Доказательство. По условию, существуют вершины p1, . . . , ps ∈ V (D),
такие что

w1 ∧
k p1 ∧

k . . . ∧k ps ∧
k w2.

Поскольку D ∈ P , для найденных вершин p1, p2, . . . , ps существуют та-
кие вершины q1, q2, . . . , qs ∈ V (D), что qt → pt для всех t ∈ {1, . . . , s}.
Обозначив q0 = u, p0 = w1, ps+1 = w2 и qs+1 = v, получим, что усло-
вия qt → pt, qt+1 → pt+1, pt ∧

k pt+1 выполняются для каждого
t ∈ {0, . . . , s}. Тогда, по лемме 3.3, для каждого t ∈ {0, . . . , s} имеем
qt ∧

k+1 qt+1. Отсюда, по определению отношения ∧k+1 . . . ∧k+1, полу-
чаем, что q0 ∧

k+1 . . . ∧k+1 qs+1, т.е. u ∧k+1 . . . ∧k+1 v. �

Теорема 3.5. Пусть A ∈ Mn, k ∈ N – любое натуральное число. Если

crkAk+1 = crkAk, то crkAk+t = crkAk для всех t ∈ N.
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Доказательство. Ввиду произвольности выбора k, достаточно дока-
зать, что crkAk+2 = crkAk+1. Для любых вершин u, v ∈ V (D(A)) из
u∧k+2 v по лемме 3.3 следует, что существуют такие w1, w2 ∈ V (D(A)),
что

u → w1, v → w2, w1 ∧
k+1 w2.

Из равенства crkAk+1 = crkAk следует, что вершины w1, w2 графа
Πk+2 лежат в одной компоненте графа Πk+1, значит, w1 ∧

k · · · ∧k w2.
Тогда, по лемме 3.4, u ∧k+1 · · · ∧k+1 v.

Мы доказали, что смежные вершины графа Π(Ak+2) связаны марш-
рутом в графе Π(Ak+1), т.е. лежат в одной его компоненте. Это дока-
зывает, что crkDk+2 = crkDk+1. �

Лемма 3.6 ([1, предложение 3.2]). Для любой матрицы A ∈ P спра-

ведливо равенство crkA = crkAT , где AT обозначает транспониро-

ванную матрицу A.

Лемма 3.7. Если матрица A ∈ Mn(0, 1) не имеет нулевых строк и

столбцов, то crkA = n тогда и только тогда, когда A – матрица

перестановки, т.е. каждый столбец и каждая строка A содержат

ровно один ненулевой элемент.

Доказательство. 1. Если A – матрица перестановки, то, по опреде-
лению, в каждом столбце A есть ровно один положительный элемент,
а значит никакие две строчки A не пересекаются, так что crkA = n.

2. Пусть теперь A = (aij) ∈ Mn(0, 1), crkA = n и A содержит хотя
бы по одному положительному элементу в каждой строке и в каждом
столбце.

Если A содержит два положительных элемента akl, aml в каком-то
столбце под номером l, то строки с номерами k и m пересекаются и
crkA 6 n− 1.

Если же A содержит два положительных элемента akl, akm в какой-
то строке, то строки с номерами l и m пересекаются в матрице AT , и
crkA 6 n− 1 по лемме 3.6.

Поэтому A имеет ровно один положительный элемент в каждой
строке и каждом столбце и является матрицей перестановки. �

Теорема 3.8. Пусть A – матрица порядка n > 2 без нулевых строк

и столбцов. Тогда CI(A) 6 n− 1.

Доказательство. Пусть κ – наименьшее число, при котором
crkAκ+1 = crkAκ . Рассмотрим два случая.
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1. κ = 1, т.е. в последовательности (2) все нестрогие неравенства
являются равенствами. Есть две возможности: а) crkA = 1, тогда
CI(A) = 1; б) crkA > 1, тогда CI(A) = 0. В частности, если A –
матрица перестановки, то crkAk = n (k = 1, 2, . . . ), следовательно,
CI(A) = 0.

Итак, при κ = 1 утверждение теоремы верно.

2. κ > 2. В этом случае, последовательность (2) выглядит так:

crkA > crkA2 > . . . > crkAκ = crkAκ+1 = . . . . (3)

Матрица A не является матрицей перестановки, значит, по лемме 3.7,
имеем crkA 6 n− 1. Тогда число строгих неравенств в формуле (3) не
превосходит n− 1, так что CI(A) 6 n− 1. �

§4. Реализуемость значений цепного индекса

Введем двойственное понятие к введенному выше понятию пересе-
чения вершин.

Обозначение 4.1. Пусть D ∈ P , u, v ∈ V (D), k ∈ N. Скажем, что

u∨kv, если существует такая вершина w ∈ V (D), что w
k

−→ u и w
k

−→ v.
Будем писать u ∨k · · · ∨k v, если существуют l ∈ N и такие вершины
u1, . . . , ul ∈ V (D), что u ∨k u1, u1 ∨

k u2, . . . , ul ∨
k v.

Замечание 4.2. Поскольку D ∈ P , аналогично доказательству лем-
мы 2.9 можно показать, что если существует k ∈ N, для которого u∨kv,
то u ∨t v для любого t ∈ N, t > k.

Проиллюстрируем отношение ∨ при помощи графа D1 из приме-
ра 2.2.

Пример 4.3. Для графа D1, изображенного на рис. 1, имеем: 1 ∨1 2,
2 ∨2 4 и 3 ∨3 4.

Лемма 4.4. Пусть D ∈ P и существует такое k ∈ N, что для любых

вершин u, v ∈ V (D) выполняется u ∨k · · · ∨k v. Тогда CI(D) 6 k.

Доказательство. Для любых двух вершин a, b ∈ V (D) найдем та-

кие вершины u, v ∈ V (D), что a
k

−→ u и b
k

−→ v. Вершины u, v ∈ V (D)
существуют, поскольку D ∈ P . Тогда, по условию, u∨k· · ·∨kv. Следова-
тельно, по определению, найдутся такие вершины w1, . . . , wq ∈ V (D),
что

w1
k

−→ u,w1
k

−→ u2, w2
k

−→ u2, w2
k

−→ u3, . . . , wq
k

−→ uq, wq
k

−→ v.
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Рис. 2. Граф матрицы Виландта Wn.

Тогда, учитывая изначальный выбор вершин u, v, получаем

a
k

−→ u,w1
k

−→ u, w1
k

−→ u2, w2
k

−→ u2, . . . , wq
k

−→ v, b
k

−→ v,

что и означает, что a ∧k · · · ∧k b, откуда CI(D) 6 k. �

Определение 4.5. Матрицей Виландта [6] называется матрица

Wn =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1
1 1 0 . . . 0 0




.

Граф матрицы Виландта изображен на рис. 2.

В работе [1] доказано, что CI(Wn) = n− 1.

Определение 4.6. Для любых n ∈ N и i ∈ {2, . . . , n} определим граф
Wn,i с n вершинами v1, . . . , vn и следующим набором ребер:

1) v1 → v2, v2 → v3, . . . , vn−1 → vn, vn → v1, т.е. все вершины лежат
в цикле длины n;

2) vn → v1, vn → v2, . . . , vn → vi – дополнительные i ребер с началом
в vn, см. рис. 3.

Множество графов Wn,i строится по графу Виландта Wn(= Wn,2)
и задает некоторое его расширение. Для вычисления цепного индекса
графа Wn,i потребуется следующая лемма.

Лемма 4.7. Пусть i, n ∈ N, 2 6 i 6 n. Тогда CI(Wn,i) = n− i+ 1.
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Рис. 3. Граф матрицы Wn,i.

Доказательство. Мы используем обобщение идеи доказательства со-
ответствующего результата для Wn, см. [1].

Заметим, что из вершины vi выходит единственный путь длины n−i,
который заканчивается в вершине vn. Других путей длины n − i с
концом в вершине vn не существует. Таким образом, не существует
такой вершины vj , что vj ∧

n−i vi, так что CI(Wn,i) > n− i+ 1.
Докажем теперь обратное неравенство. Для этого заметим, что по-

скольку из вершины vn выходит ребро в каждую из вершин v1, . . . , vi,
то для любого t ∈ {1, 2, . . . , n − i + 1} из вершины vn выходит путь
длины t в каждую из вершин vt, . . . , vt+i−1, т.е. выполняется

vt ∨
t vt+1 ∨

t · · · ∨t vt+i−2 ∨
t vt+i−1,

где все пути начинаются в вершине vn.
Тогда, в силу замечания 4.2, для каждого t ∈ {1, 2, . . . , n − i + 1}

имеем

vt ∨
n−i+1 vt+1 ∨

n−i+1 · · · ∨n−i+1 vt+i−2 ∨
n−i+1 vt+i−1.

Значит, рассматривая последовательно t = 1, 2, . . . , n − i + 1 и ис-
пользуя транзитивность, получаем

v1 ∨
n−i+1 v2 ∨

n−i+1 · · · ∨n−i+1 vn−1 ∨
n−i+1 vn.

Таким образом, условие vk ∨n−i+1 · · · ∨n−i+1 vl выполняется для всех
пар vk, vl ∈ D(V ).

По лемме 4.4, отсюда следует, что CI(Wn,i) 6 n− i+ 1. �

Следствие 4.8. На множестве квадратных матриц порядка n реа-

лизуются все значения цепного индекса от нуля до n−1 включитель-

но.
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