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§1. Введение

Настоящая работа продолжает серию статей, посвящённых исследо-
ванию когомологий Хохшильда алгебр диэдрального типа (см. [1–9]).
Мы вычисляем структуру кольца когомологий Хохшильда для одной
серии алгебр диэдрального типа из классификации К. Эрдман [10], а
именно, для серии исключительных локальных алгебр, появляющихся
в случае, когда основное (алгебраически замкнутое) поле имеет харак-
теристику 2.

Пусть K – алгебраически замкнутое поле характеристики 2, k ∈
N \ {1}, d ∈ {0, 1}. Рассмотрим K-алгебру

Sk,d = K〈X,Y 〉/I,

где K〈X,Y 〉 – кольцо многочленов от двух некоммутирующих пере-
менных, а I – двусторонний идеал, порождённый элементами

X2 − (XY )k, Y 2 − d(XY )k, (XY )k − (Y X)k, Y (XY )k, X(Y X)k.

Для Sk,0 когомологии Хохшильда были вычислены в [11]. В данной
статье мы работаем с алгеброй Sk,1. Положим Sk = Sk,1. Опишем
структуру кольца когомологий Хохшильда для алгебр Sk.

Для нахождения матриц трансляций и проверки соотношений мы
написали программу, исходный код которой доступен по ссылке
https://github.com/pigmasha/loc11

§2. Формулировка основного результата

Пусть

X = {p1, p2, p3, p4} ∪ X1 ∪ {u2, u3, u4, v1, v2, v3, v4, v5, v6} ∪ X2 ∪ {t},

где

X1 =

{
{u1}, если k чётно,

{u′
1}, если k нечётно,

X2 =

{
{w1, w2}, если k чётно,

{w′
1, w

′
2}, если k нечётно.

Ключевые слова: когомологии Хохшильда, алгебры диэдрального типа.
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На алгебре K[X ] введём градуировку так, что

deg pi = 0 (i = 1, 2, 3, 4),
deg u1 = deg u′

1 = deg ui = 1 (i = 2, 3, 4),
deg vi = 2 (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6),
degw1 = degw2 = degw′

1 = degw′
2 = 3,

deg t = 4.

Определим градуированную K-алгебру A = K[X ]/I, где идеал I
алгебры K[X ] порождён следующими элементами:
– степени 0:

pk1 , p2i (i ∈ {2, 3, 4}); pipj (i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, i 6= j);

– степени 1:

p1u2, p4u2, piu3, piu4 (i ∈ {1, 2, 3, 4});

– степени 1, если k чётно:

p2u1, p4u1, p3u1 + p3u2;

– степени 1, если k нечётно:

pk−1
1 u′

1, piu
′
1 (i ∈ {2, 3, 4});

– степени 2:

u2
2 + p4(v1 + v2), u2

3, u2
4, u2u3 + p4v1, u2u4 + p4v2, u3u4;

piv1, piv2 (i ∈ {1, 2, 3}); p1v3, p2v3, p3v3 + p4v1, p4v3;

p2v4 + p4v2, piv4 (i ∈ {1, 3, 4});

pk−1
1 v5 + p4(v1 + v2), piv5 (i ∈ {2, 3, 4}); piv6 (i ∈ {1, 2, 3, 4});

– степени 2, если k чётно:

u1u4, u1u2 + p4v1, u1u3 + p4v1, u2
1 + (k2 + 1)p4v1 +

k
2p4v2;

– степени 2, если k нечётно:

(u′
1)

2, u′
1ui (i ∈ {2, 3, 4}), p4(v1 + v2);

– степени 3:

u2(v1 + v2), u2v5, u2v6, u3vi (i ∈ {2, 3, 4, 5, 6}); u4vi (i ∈ {1, 3, 4, 5, 6});

– степени 3, если k чётно:

(u1 + u2)v1, u1v2, (u1 + u2)v3, u1v4, u1v6,

p1w1 + u1v5, p2w1, p3w1 + u2v3, p4w1,
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p1w2 + u1v5, p2w2 + u2v4, p3w2, p4w2;

– степени 3, если k нечётно:

u′
1vi (i ∈ {1, 2, 3, 4, 6}); u

′
1v5 + p21w

′
1, p2w

′
1, p3w

′
1 + u2v3, p4w

′
1,

p1(w
′
1 + w′

2), p2w
′
2 + u2v4, p3w

′
2, p4w

′
2;

– степени 4:

vivj (i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, i 6= j); v23 , v24 , v25 + p21t, viv6 (i ∈ {3, 4, 5, 6});

– степени 4, если k чётно:

u1w1, u1w2, u2w1, u2w2, u3w1 + v1v6, u3w2, u4w1, u4w2 + v2v6;

– степени 4, если k нечётно:

u′
1w

′
1, u

′
1w

′
2, u2w

′
1+p4t, u2w

′
2+p4t, u3w

′
1+v1v6, u3w

′
2, u4w

′
1, u4w

′
2+v2v6;

– степени 5, если k чётно:

v2w1, v3w1 + p3u2t, v4w1, v5w1 + p1u1t, v6w1,

v1w2, v3w2, v4w2 + p2u2t, v5w2 + p1u1t, v6w2;

– степени 5, если k нечётно:

v2w
′
1 + u4t, v3w

′
1, v4w

′
1 + p2u2t, v5w

′
1 + u′

1t, v6w
′
1,

v1w
′
2 + u3t, v3w

′
2 + p3u2t, v4w

′
2, v5w

′
2 + u′

1t, v6w
′
2;

– степени 6, если k чётно:

w2
1 + u2

1t, w2
2 + (u2

1 + u2
2)t, w1w2 +

k
2p4(v1 + v2)t;

– степени 6, если k нечётно:

(w′
1)

2 + p4v1t, (w′
2)

2 + p4v1t, w′
1w

′
2 + (p4v1 + v6)t.

На алгебре A вводится градуировка, индуцированная градуировкой
алгебры K[X ].

Теорема 1. Пусть R = Sk, k ∈ N \ {1}. Алгебра когомологий Хох-

шильда HH∗(R) изоморфна алгебре A как градуированная K-алгебра.
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§3. Бимодульная резольвента

Замечание 1. Большую помощь в формулировке гипотезы о том, как
выглядит бимодульная резольвента, оказало описание резольвенты
в [11]. А именно, у матриц дифференциалов чётной степени нечётные
колонки совпадают с дифференциалами из [11]. У матриц дифферен-
циалов нечётной степени первая и чётные колонки совпадают с диф-
ференциалами из [11]. Недостающие колонки получаются из сообра-
жений симметрии.

Пусть Λ = R⊗K Rop – обёртывающая алгебра алгебры R,

0←− R
η
←− Q0

d0←− Q1
d1←− · · · ←− Qn

dn←− · · ·

– минимальная Λ-проективная резольвента модуля ΛR.
Обозначим через x и y образы X и Y при естественном эпиморфизме

K〈X,Y 〉 → R. Введём дополнительные обозначения:

zx = x(yx)k−1, zy = y(xy)k−1,
wx = (xy)k−1, wy = (yx)k−1,

x̃ = x+ zy, ỹ = y + zx,

для r ∈ R ∆r = ∆(r) = r ⊗ 1 + 1⊗ r;

кроме того,

Lx =
k−1∑
i=0

(xy)k−1−ix⊗ (xy)i, Ly =
k−1∑
i=0

(yx)k−1−iy ⊗ (yx)i,

Rx =
k−1∑
i=0

(yx)k−1−i ⊗ x(yx)i, Ry =
k−1∑
i=0

(xy)k−1−i ⊗ y(xy)i.

Опишем матрицы дифференциалов d0, d1, . . . , d7:

d0 =
(
∆x ∆y

)
,

d1 =

(
Ly +Ry ∆x+ Ly Ry

Lx +Rx Rx ∆y + Lx

)
,

d2 =



∆x+ y ⊗ wx ∆y + x⊗ wy 1⊗ x 1⊗ y

∆(zy) wx ⊗ zy ∆x 0
wy ⊗ zx ∆(zx) 0 ∆y


 ,

d3 =




Ly +Ry ∆(x̃) vy3 ux
3 1⊗ zy +Ry

Lx +Rx vx3 ∆(ỹ) 1⊗ zx +Rx uy
3

0 ∆(zy) 0 x̃⊗ 1 + 1⊗ x 0
0 0 ∆(zx) 0 ỹ ⊗ 1 + 1⊗ y


 ,
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где

vx3 = 1⊗ zx + x⊗ wx, vy3 = 1⊗ zy + y ⊗ wy ,
ux
3 = 1⊗ x+ Ly + zy ⊗ 1, uy

3 = 1⊗ y + Lx + zx ⊗ 1;

d4 =




∆x ∆y y ⊗ wx x⊗ wy 1⊗ x 1⊗ y

∆(zy) wx ⊗ zy x⊗ 1 + 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
wy ⊗ zx ∆(zx) 0 y ⊗ 1 + 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

0 0 ∆(zy) 0 ∆x 0
0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y




,

d5 =




Ly + Ry ∆x + Ly Ry u
y
5 v

y
5 ux

3 1 ⊗ zy + Ry

Lx + Rx Rx ∆y + Lx vx
5 ux

5 1 ⊗ zx + Rx u
y
3

0 ∆(zy) 0 ∆(x̃) 0 1 ⊗ x 0
0 0 ∆(zx) 0 ∆(ỹ) 0 1 ⊗ y

0 0 0 ∆(zy) 0 x̃ ⊗ 1 + 1 ⊗ x 0
0 0 0 0 ∆(zx) 0 ỹ ⊗ 1 + 1 ⊗ y




,

где

vx5 = 1⊗ zx + x⊗ wx +Rx, vy5 = 1⊗ zy + y ⊗ wy +Ry,
ux
5 = Lx +∆(zx), uy

5 = Ly +∆(zy);

d6 =




∆x + y ⊗ wx ∆y + x ⊗ wy vx
6 v

y
6 vx

6 v
y
6 1 ⊗ x 1 ⊗ y

∆(zy) wx ⊗ zy ∆x 0 1 ⊗ zy 0 1 ⊗ x 0
wy ⊗ zx ∆(zx) 0 ∆y 0 1 ⊗ zx 0 1 ⊗ y

0 0 ∆(zy) 0 ux
6 0 1 ⊗ x 0

0 0 0 ∆(zx) 0 u
y
6 0 1 ⊗ y

0 0 0 0 ∆(zy) 0 ∆x 0
0 0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y




,

где

vx6 = 1⊗ x+ y ⊗ wx, vy6 = 1⊗ y + x⊗ wy ,
ux
6 = x⊗ 1 + 1⊗ x̃, uy

6 = y ⊗ 1 + 1⊗ ỹ;

d7 =




Ly + Ry ∆(x̃) v
y
3 1 ⊗ x̃ y ⊗ wy 1 ⊗ x̃ y ⊗ wy ux

3 v
y
7

Lx + Rx vx
3 ∆(ỹ) x ⊗ wx 1 ⊗ ỹ x ⊗ wx 1 ⊗ ỹ vx

7 u
y
3

0 ∆(zy) 0 ux
7 0 1 ⊗ zy 0 1 ⊗ x 0

0 0 ∆(zx) 0 u
y
7 0 1 ⊗ zx 0 1 ⊗ y

0 0 0 ∆(zy) 0 ∆(x̃) 0 1 ⊗ x 0
0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆(ỹ) 0 1 ⊗ y

0 0 0 0 0 ∆(zy) 0 ux
7 0

0 0 0 0 0 0 ∆(zx) 0 u
y
7




,

где

vx7 = 1⊗ zx +Rx, vy7 = 1⊗ zy +Ry,
ux
7 = x̃⊗ 1 + 1⊗ x, uy

7 = ỹ ⊗ 1 + 1⊗ y;
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Опишем блоки, из которых будем строить матрицы дифференциа-
лов бимодульной резольвенты:

A0 =




ux
6 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 u

y
6 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

∆(zy) 0 ∆x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 ∆(zx) 0 ∆y 0 1⊗ zx 0 1⊗ y

0 0 ∆(zy) 0 ux
6 0 1⊗ x 0

0 0 0 ∆(zx) 0 u
y
6 0 1⊗ y

0 0 0 0 ∆(zy) 0 ∆x 0
0 0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y




,

A1 =




∆(x̃) 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 ∆(ỹ) 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

∆(zy) 0 ux
7 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0

0 ∆(zx) 0 u
y
7 0 1⊗ zx 0 1⊗ y

0 0 ∆(zy) 0 ∆(x̃) 0 1⊗ x 0
0 0 0 ∆(zx) 0 ∆(ỹ) 0 1⊗ y

0 0 0 0 ∆(zy) 0 ux
7 0

0 0 0 0 0 ∆(zx) 0 u
y
7




,

l0 =
(
0 0 0 0 y ⊗ wx x⊗ wy 1⊗ x 1⊗ y

)
,

l1 =

(
0 0 0 0 uy

5 vy5 ux
3 vy7

0 0 0 0 vx5 ux
5 vx7 uy

3

)
,

l2 =



0 0 y ⊗ wx x⊗ wy vx6 v

y
6 1⊗ x 1⊗ y

0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ y


 ,

l3 =




0 0 u
y
5 v

y
5 1⊗ x̃ y ⊗ wy ux

3 v
y
7

0 0 vx5 ux
5 x⊗wx 1⊗ ỹ vx7 u

y
3

0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ y


 ,

l4 =




y ⊗ wx x⊗ wy 1⊗ x 1⊗ y y ⊗ wx x⊗ wy 1⊗ x 1⊗ y

0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ y




,

l5 =




u
y
5 v

y
5 ux

3 v
y
7 u

y
5 v

y
5 ux

3 v
y
7

vx5 ux
5 vx7 u

y
3 vx5 ux

5 vx7 u
y
3

0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ y




,
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l6 =




vx6 v
y
6 vx6 v

y
6 vx6 v

y
6 1⊗ x 1⊗ y

1⊗ zy 0 1⊗ x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 1⊗ zx 0 1⊗ y 0 1⊗ zx 0 1⊗ y

0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ y




,

lL6 =




0 . . . 0 y ⊗ wx x⊗ wy

0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
6 штук

0 0




,

l̃L6 =




0 . . . 0 y ⊗ wx x⊗ wy

0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
6 штук

0 0




,

l7 =




1⊗ x̃ y ⊗ wy 1⊗ x̃ y ⊗ wy 1⊗ x̃ y ⊗ wy ux
3 v

y
7

x⊗wx 1⊗ ỹ x⊗ wx 1⊗ ỹ x⊗ wx 1⊗ ỹ vx7 u
y
3

1⊗ zy 0 1⊗ x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 1⊗ zx 0 1⊗ y 0 1⊗ zx 0 1⊗ y

0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ y




,
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lL7 =




0 . . . 0 Ly +∆(zy) 1⊗ zy + y ⊗ wy +Ry

0 . . . 0 1⊗ zx + x⊗ wx +Rx Lx +∆(zx)
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
6 штук

0 0




,

l̃L7 =




0 . . . 0 Ly +∆(zy) 1⊗ zy + y ⊗ wy +Ry

0 . . . 0 1⊗ zx + x⊗ wx +Rx Lx +∆(zx)
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
7 штук

0 0




,

B =




1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 1⊗ ỹ 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

1⊗ zy 0 1⊗ x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 1⊗ zx 0 1⊗ y 0 1⊗ zx 0 1⊗ y
0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y
0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ y




,

BL=




1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 1⊗ ỹ 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y

1⊗ zy 0 1⊗ x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 1⊗ zx 0 1⊗ y 0 1⊗ zx 0 1⊗ y
0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ ỹ 0 1⊗ y
0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 1⊗ zx 0 1⊗ y




,
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P0 =




∆(zy) wx ⊗ zy
wy ⊗ zx ∆(zx)

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0




,

Pi =




0 . . . 0 ∆(zy) 0
0 . . . 0 0 ∆(zx)
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
i штук

0 0




.

Также введём lLi = O8,i+1, l̃Li = Oi+2,i+1 (i = 0, . . . , 5), где On,m

обозначает матрицу, состоящую из нулей и имеющую n строк и m
столбцов. Кроме того, положим P = P6, A2 = A4 = A6 = A0, A3 =
A5 = A7 = A1.

Для n > 0, 0 6 j 6 n символ
(
n
j

)
обозначает биномиальный коэф-

фициент.

Теорема 2. Сохраняя предыдущие обозначения, рассмотрим после-

довательность

0←− R
η
←− Λ

d0←− Λ2 d1←− · · · ←− Λt dt−1
←− · · · , (1)
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в которой η(a ⊗ b) = ab, а при n > 0, 0 6 m 6 7 матрица гомомор-
физма d8n+m имеет блочную структуру вида




dm + nl̃Lm

(
n

n−1

)
lm +

(
n

n−2

)
lLm

(
n

n−2

)
lm +

(
n

n−3

)
lLm . . . . . .

(
n
1

)
lm + lLm lm

Pm Am +
(
n−1
n−2

)
BL

(
n−1
n−2

)
B +

(
n−1
n−3

)
BL . . . . . .

(
n−1
1

)
B + BL B

0 P Am +
(
n−2
n−3

)
BL . . . . . .

(
n−2
1

)
B + BL B

0 0 P . . . . . . . . . B

0 0 0
.

.

. . . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. BL B

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 P Am + BL B

0 0 . . . 0 0 P Am




.

Тогда последовательность (1) является минимальной проективной

резольвентой модуля ΛR.

Для доказательства теоремы 2 опишем минимальную проективную
резольвенту единственного простого R-модуля RK.

Лемма 3. Минимальной проективной резольвентой единственного

простого R-модуля RK является комплекс

0←− K
ε
←− R

∂0←− R2 ∂1←− . . .←− Rn ∂n−1
←− · · · ,

где ε — пополняющее отображение, а для m > 0

∂2m =




x y 0 0 . . . . . . . . . 0
zy 0 x 0 . . . . . . . . . 0
0 zx 0 y . . . . . . . . . 0

0 0 zy 0
. . . . . . . . . 0

0 0 0 zx
. . .

. . . . . .
...

...
...

... . . .
. . . 0 x 0

0 0 . . . . . . . . . zx 0 y




: R2m+2 −→ R2m+1,
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∂2m+1 =




zy x̃ 0 0 . . . . . . . . . 0
zx 0 ỹ 0 . . . . . . . . . 0
0 zy 0 x̃ . . . . . . . . . 0

0 0 zx 0
. . . . . . . . . 0

0 0 0 zy
. . .

. . . . . .
...

...
...

... . . .
. . . 0 x̃ 0

0 0 . . . . . . . . . zx 0 ỹ




: R2m+3 −→ R2m+2.

Доказательство. Доказательство состоит из прямой проверки точ-
ности указанной последовательности и не представляет труда. �

Доказательство теоремы 2. Как показано в [12], для доказатель-
ства точности последовательности (1) достаточно проверить, что ηd0 =
0 и drdr+1 = 0 (r > 0). Первое равенство очевидно. Для проверки вто-
рого нужно вычислить все произведения матриц поблочно. Найдём
произведение первой строки d8n+m и первого столбца d8n+m+1 для
0 6 m 6 6 (остальные произведения вычисляются аналогично):

(dm + nl̃Lm)(dm+1 + nl̃Lm+1) + (
(

n
n−1

)
lm +

(
n

n−2

)
lLm)Pm+1 =

dmdm+1 +n(l̃Lmdm+1 + dm l̃Lm+1 + lmPm+1) + n2 l̃Lml̃Lm+1 +
(

n
n−2

)
lLmPm+1.

Последняя сумма равна нулю, поскольку dmdm+1 = l̃Lmdm+1+dm l̃Lm+1+

lmPm+1 = l̃Lml̃Lm+1 = lLmPm+1 = 0. �

§4. Аддитивная структура алгебры HH∗(R)

Предложение 4 (Размерности групп кограниц). Пусть

0 −→ HomΛ(Λ, R)
δ0

−→ HomΛ(Λ
2, R)

δ1

−→ HomΛ(Λ
3, R)

δ2

−→ . . .

– комплекс, полученный применением функтора HomΛ(−, R) к мини-

мальной проективной бимодульной резольвенте (1) алгебры R. Тогда
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(а) dimK Imδ0 = 3k − 3;

(б) dimK Imδ1 =

{
4k − 2, если k чётно,

4k − 1, если k нечётно;

(в) dimK Imδ2 = 7k − 4;

(г) dimK Imδ3 = 8k − 2;

(д) dimK Imδq − dimK Imδq−4 = 8k − 2 при q > 4.

Доказательство. Опишем K-базисы пространств Imδq (0 6 q 6 3).
Базис Imδ0:

((xy)i + (yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, (xy)i + (yx)i), 1 6 i 6 k − 1,
(x(yx)i, y(xy)i), 1 6 i 6 k − 1.

Базис Imδ1, если k чётно:

(0, (xy)i + (yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, (xy)i + (yx)i), 1 6 i 6 k − 1,
(0, x(yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, y(xy)i), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, zx), (0, zy, 0).

Для описания базиса Imδ1 при нечётном k нужно добавить к преды-
дущему базису элемент (0, x2, x2).

Базис Imδ2:

(0, 0, (xy)i + (yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, 0, (xy)i + (yx)i), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, x(yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, 0, y(xy)i), 1 6 i 6 k − 1,
(x(yx)i, y(xy)i, 0, 0), 1 6 i 6 k − 1,
((xy)i + (yx)i, 0, (yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, (xy)i + (yx)i, 0, (xy)i), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, x2, 0), (0, 0, 0, x2), (zy, zx, x, y).
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Базис Imδ3:

(0, 0, 0, (xy)i + (yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, 0, 0, (xy)i + (yx)i), 1 6 i 6 k − 1,
(0, x(yx)i, 0, 0, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, y(xy)i, 0, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, 0, x(yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, 0, 0, y(xy)i), 1 6 i 6 k − 1,
(0, (xy)i + (yx)i, 0, (yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, (xy)i + (yx)i, 0, (xy)i), 1 6 i 6 k − 1,
(0, 0, 0, zy, 0), (0, 0, 0, 0, zx),
(0, 0, 0, x2, 0), (0, 0, 0, 0, x2),
(0, 0, 0, x, 0), (0, 0, 0, 0, y).

Опишем базисы пространств Imδq (q > 3). Пусть q = 4m + q0 (0 6

q0 6 3). Введём множество образующих Gn (n ∈ N), состоящее из
элементов

(On, 0, 0, (xy)
i + (yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,

(On, 0, 0, 0, (xy)
i + (yx)i), 1 6 i 6 k − 1,

(On, x(yx)
i, 0, 0, 0), 1 6 i 6 k − 1,

(On, 0, y(xy)
i, 0, 0), 1 6 i 6 k − 1,

(On, 0, 0, x(yx)
i, 0), 1 6 i 6 k − 1,

(On, 0, 0, 0, y(xy)
i), 1 6 i 6 k − 1,

(On, (xy)
i + (yx)i, 0, (yx)i, 0), 1 6 i 6 k − 1,

(On, 0, (xy)
i + (yx)i, 0, (xy)i), 1 6 i 6 k − 1,

(On, 0, 0, x
2, 0), (On, 0, 0, 0, x

2),

где On обозначает последовательность, состоящую из n нулей. Заме-
тим, что мощность множества Gn равна 8k − 6. Введём множества

G
(1)
n = Gn ∪ { (On, x

2, 0, 0, 0), (On, 0, x
2, 0, 0),

(On, zy, 0, x, 0), (On, 0, zx, 0, y) },

G
(2)
n = Gn ∪ { (On, x

2, 0, 0, 0), (On, 0, x
2, 0, 0),

(On, zy, 0, x+ zy, 0), (On, 0, zx, 0, y + zx) },

G
(3)
n = Gn ∪ { (On, 0, 0, x, 0), (On, 0, 0, 0, y),

(On, 0, 0, zy, 0), (On, 0, 0, 0, zx) }.

Также будем говорить, что элемент базиса Imδq имеет префикс
(g1, . . . , gn), если его первые n элементов совпадают с g1, . . . , gn.

Для нечётного q базис Imδq состоит из элементов с префиксами из

Imδq0, а также из G
(3)
q0+4n+2 (0 6 n < m).
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Для чётного q базис Imδq состоит из следующих элементов:
(1) элементы с префиксами из Imδq0 , если q 6≡ 6(mod 8); для слу-

чая q ≡ 6(mod 8) множество префиксов получается из Imδq0 заменой
последнего элемента на (zy, zx, x+ zy, y + zx);

(2) для чётного m: элементы с префиксами из G
(2)
q0+8n+2, G

(1)
q0+8n+6

(0 6 n < m
2 ); для нечётного m: элементы с префиксами из G

(1)
q0+8n+2

(0 6 n 6 m−1
2 ), G

(2)
q0+8n+6 (0 6 n 6 m−3

2 ). �

Теорема 5 (Аддитивная структура).

(а) dimK HH0(R) = k + 3,

(б) dimK HH1(R) =

{
k + 5, если k чётно,

k + 4, если k нечётно,

(в) dimK HH2(R) = dimK HH1(R) + 1,

(г) dimK HH3(R) = k + 6;

(д) dimK HHq(R)− dimK HHq−4(R) = 4 при q > 4.

Доказательство. Размерности групп когомологий вычисляются по
формуле

dimK HHn(R) = dimK Kerδn − dimK Imδn−1,

где размерности групп кограниц описаны в предыдущем предложении,
а размерности ядер получаются из формулы

dimK Kerδn + dimK Imδn = dimK Rn+1 = 4k(n+ 1). �

§5. Образующие алгебры HH∗(R)

Опишем образующие алгебры HH∗(R):
– степени 0:

p1 = (xy + yx), p2 = (zx), p3 = (zy), p4 = (x2);

– степени 1, если k чётно:

u1 = (x, 0);

– степени 1, если k нечётно:

u′
1 = (xyx, 0);

– степени 1:
u2 = (x, y), u3 = (zy, 0), u4 = (0, zx);
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– степени 2:

v1 = (0, 1, 0), v2 = (0, 0, 1), v3 = (0, x, 0), v4 = (0, 0, y),

v5 = (xy + yx, xy, xy), v6 = (x2, 0, 0);

– степени 3, если k чётно:

w1 = (x, 0, 0, y), w2 = (0, y, x, 0);

– степени 3, если k нечётно:

w′
1 = (x, 0, x, 0), w′

2 = (0, y, 0, y);

– степени 4:

t = (1, 1, 1, 0, 0).

§6. Произведения в HH∗(R)

Пусть Q• → R – минимальная проективная бимодульная резоль-
вента алгебры R. Тогда Ext∗Λ(R,R) вычисляется как когомологии ком-
плекса (HomΛ(Q•, R),∆), где ∆ индуцируется дифференциалом dQ ре-
зольвенты. Любой коцикл f : Qn → R поднимается (однозначно с
точностью до гомотопии) до цепного отображения комплексов {ϕi :
Qn+i → Qi}i>0. Гомоморфизм ϕi назовём i-й трансляцией коцикла f
и будем обозначать T i(f). Для коциклов f ∈ ker∆n и g ∈ ker∆m име-
ем cl g · clf = cl(T 0(g)Tm(f)). Опишем трансляции для образующих
алгебры HH∗(R) ненулевой степени.

Введём дополнительные обозначения:

M
(j1,j2,m)
x =

⌊k/2⌋−m∑
i=0

(xy)2i+j1 ⊗ (yx)k−2i−j2 ,

M
(j1,j2,m)
y =

⌊k/2⌋−m∑
i=0

(yx)2i+j1 ⊗ (xy)k−2i−j2 ,

M
(j1,j2,m)
x,l = M

(j1,j2,m)
x · y ⊗ 1, M

(j1,j2,m)
x,r = M

(j1,j2,m)
x · 1⊗ y,

M
(j1,j2,m)
y,l = M

(j1,j2,m)
y · x⊗ 1, M

(j1,j2,m)
y,r = M

(j1,j2,m)
y · 1⊗ x,

M
(j1,j2)
x = M

(j1,j2,−1)
x , M

(j1,j2)
y = M

(j1,j2,−1)
y .

Замечание 2. Нумерация строк и столбцов в матрицах трансляций
всюду начинается с нуля.
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Лемма 6. Для образующей u1 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(u1) =
(
x⊗ 1 0

)
,

T 1(u1) =

(
M

(0,1)
x ·∆y 1⊗ x+M

(0,1)
x,l M

(1,2)
x,r

M
(0,2)
y ·∆(xyx) M

(0,1)
y,r M

(0,1)
y,l

)
.

Лемма 7. Для образующей u′
1 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(u′
1) =

(
xyx⊗ 1 0

)
,

T 1(u′
1) =

(
M

(2,2)
x ·∆y xyx⊗ 1 +M

(2,2)
x,l M

(2,2)
x,r

M
(2,2)
y,r +M

(1,1)
y,l M

(2,2)
y,r M

(1,1)
y,l

)
.

Лемма 8. Для образующей u2 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(u2) =
(
x⊗ 1 y ⊗ 1

)
,

T 1(u2) =

(
M ′

x 1⊗ x M ′
x

M ′
y M ′

y 1⊗ y

)
,

где

M ′
x =

k−1∑
i=0

(xy)i ⊗ y(xy)k−i−1, M ′
y =

k−1∑
i=0

(yx)i ⊗ x(yx)k−i−1 .

Лемма 9. Для образующей u3 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(u3) =
(
zy ⊗ 1 0

)
,

T 1(u3) =

(
0 zy ⊗ 1 0

zy ⊗ wx 0 zy ⊗ wx

)
.

Лемма 10. Для образующей u4 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(u4) =
(
0 zx ⊗ 1

)
,

T 1(u4) =

(
zx ⊗ wy zx ⊗ wy 0

0 0 zx ⊗ 1

)
.
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Лемма 11. Для образующей v1 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(v1) =
(
0 1⊗ 1 0

)
,

T 2n+1(v1)=




M1 0 1⊗ 1 0 0 . . . 0
M2 + 1⊗ wx wx ⊗ wx

(
n

1

)
1⊗ wx 0

(
n

2

)
1⊗ wx . . . 0

0 0 0 0 1⊗ 1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 0 . . . 0




,

T 2n(v1)=




0 1⊗ 1 0 0 0 . . . 0
0 0 0 1⊗ 1 0 . . . 0

wy ⊗wx

(
n

1

)
wy ⊗ wx wy ⊗ wx

(
n

2

)
wy ⊗ wx 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 0 . . . 0




,

где

M1 =

k−2∑

i=0

y(xy)i ⊗ y(xy)k−i−2, M2 =

k−2∑

i=0

(yx)i+1 ⊗ (xy)k−i−2.

Более подробно, матрица (2n + 1)-й трансляции имеет следующие

ненулевые элементы ti,j :

t0,0 = M1, t1,0 = M2 + 1⊗ wx, , t1,1 = wx ⊗ wx,

t2i,2(i+1) = 1⊗ 1 (i = 0 . . . n), t1,2i =
(
n
i

)
1⊗ wx (i = 1 . . . n).

Матрица 2n-й трансляции имеет следующие ненулевые элементы

ti,j :

t0,1 = t2i−1,2i+1 = 1⊗ 1 (i = 1 . . . n),

t2,0 = t2,2 = wy ⊗ wx, t2,2i−1 =
(
n
i

)
wy ⊗ wx (i = 1 . . . n).
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Лемма 12. Для образующей v2 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(v2) =
(
0 0 1⊗ 1

)
,

T 2n+1(v2) =




wy ⊗ wy M1 + 1⊗ wy 0
(
n

1

)
1⊗ wy 0 . . . 0

0 M2 0 1⊗ 1 0 . . . 0
0 0 0 0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 0 . . . 1⊗ 1




,

T 2n(v2)=




0 0 1⊗ 1 0 0 . . . 0
wx ⊗ wy wx ⊗ wy

(
n

1

)
wx ⊗wy 0

(
n

2

)
wx ⊗ wy . . . 0

0 0 0 0 1⊗ 1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 0 . . . 1⊗ 1




,

где

M1 =

k−2∑

i=0

(xy)i+1 ⊗ (yx)k−i−2, M2 =

k−2∑

i=0

x(yx)i ⊗ x(yx)k−i−2.

Более подробно, матрица (2n + 1)-й трансляции имеет следующие

ненулевые элементы ti,j :

t0,0 = wy ⊗ wy, t0,1 = M1 + 1⊗ wy, t1,1 = M2,

t2i+1,2i+3 = 1⊗ 1 (i = 0 . . . n), t0,2i+1 =
(
n
i

)
1⊗ wy (i = 1 . . . n).

Матрица 2n-й трансляции имеет следующие ненулевые элементы

ti,j :

t2i,2(i+1) = 1⊗ 1 (i = 0 . . . n),

t1,0 = t1,1 = wx ⊗ wy , t1,2i =
(
n
i

)
wx ⊗ wy (i = 1 . . . n).

Лемма 13. Для образующей v3 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(v3) =
(
0 x⊗ 1 0

)
,

T 1(v3) =

(
1⊗ zy wx ⊗ zy x⊗ 1 0
∆y wx ⊗ zx 0 0

)
,

T 2(v3) =




y ⊗ wy x⊗ 1 y ⊗ wy 0 0

0 0 0 x⊗ 1 0
t2,0 t2,1 t2,2 1⊗ x+ zx ⊗ wy 0



 ,
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где

t2,0 = wy ⊗ y + y ⊗ wx + wx ⊗ zx,
t2,1 = ∆x+ wy ⊗ y + y ⊗ wx,
t2,2 = wy ⊗ zx + y ⊗ wx + wx ⊗ zx.

Лемма 14. Для образующей v4 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(v4) =
(
0 0 y ⊗ 1

)
,

T 1(v4) =

(
wy ⊗ zy ∆x 0 0
wy ⊗ zx 1⊗ zx 0 y ⊗ 1

)
,

T 2(v4) =




x⊗ wx x⊗ wx y ⊗ 1 0 0
t1,0 t1,1 t1,2 0 1⊗ y + zy ⊗ wx

0 0 0 0 y ⊗ 1



 ,

где

t1,0 = wy ⊗ x+ wx ⊗ x+ x⊗ wy,
t1,1 = wy ⊗ x+ wx ⊗ zy + x⊗ wy,
t1,2 = ∆y + wx ⊗ x+ x⊗ wy.

Лемма 15. Для образующей v5 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(v5) =
(
xy ⊗ 1 + yx⊗ 1 xy ⊗ 1 xy ⊗ 1

)
,

T 1(v5) =

(
xy ⊗ 1 + y ⊗ x+ y ⊗ zy xy ⊗ wy + x⊗ zy yx⊗ 1 0
yx⊗ wx + xy ⊗ wx yx⊗ 1 + x⊗ y 0 yx⊗ 1

)
,

T 2(v5) =




x⊗ y + y ⊗ x 0 0 0 x⊗ y

zy ⊗ zx y ⊗ zy t1,2 t1,3 0
zx ⊗ zy x⊗ zx + zx ⊗ zy 0 0 zx ⊗ zy



 ,

где

t1,2 = zy ⊗ zx + y ⊗ zy,
t1,3 = xy ⊗ 1 + yx⊗ 1 + zy ⊗ zx.
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Лемма 16. Для образующей v6 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(v6) =
(
x2 ⊗ 1 0 0

)
,

T 1(v6) =

(
x2 ⊗ 1 0 x2 ⊗ 1 0

0 x2 ⊗ 1 0 x2 ⊗ 1

)
,

T 2(v6) =



x2 ⊗ 1 0 0 0 0

0 x2 ⊗ 1 0 0 0
0 0 x2 ⊗ 1 0 0


 .

Лемма 17. Для образующей w1 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(w1) =
(
x⊗ 1 0 0 y ⊗ 1

)
,

T 1(w1)=

(
M

(0,1)
x ·∆y t0,1 t0,2 1⊗ x+M

(0,1)
x,l M

(2,3,2)
x,r

M
(0,2)
y ·∆(xyx) 0 ∆y M

(0,1)
y,r y ⊗ 1 +M

(1,2)
y,l

)
,

где

t0,1 = 1⊗ x+ 1⊗ zy, t0,2 = 1⊗ zy + y ⊗ wy ,

T2(w1) =




1 ⊗ x 0 zy ⊗ 1 x ⊗ wy 1 ⊗ x 0
1 ⊗ zy wx ⊗ zy 1 ⊗ x + 1 ⊗ zy 0 1 ⊗ x 0

wy ⊗ zx 0 0 0 0 0


 ,

T3(w1)=




t0,0 M
(1,2,2)
x,l

M
(0,1)
x,r 1 ⊗ x + M

(1,2)
x,l

t0,4 t0,5 M
(2,3,2)
x,r

t1,0 t1,1 M
(0,1)
y,l

t1,3 M
(0,1)
y,l

M
(2,3,2)
y,r M

(0,1)
y,l

0 ∆(zy) + ∆x 0 x ⊗ 1 + ∆(zy) 0 1 ⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0


 ,

где

t0,0 = M
(0,1)
x ·∆y, t0,4 = y ⊗ wy +M

(2,3,2)
x,r ,

t0,5 = 1⊗ x+M
(1,2,2)
x,l , t1,0 = M

(0,2)
y · x⊗ x ·∆y,

t1,1 = zy ⊗ wx +M
(0,1)
y,r , t1,3 = zy ⊗ wx +M

(2,3,2)
y,r .

Лемма 18. Для образующей w2 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(w2) =
(
0 y ⊗ 1 x⊗ 1 0

)
,

T 1(w2)=

(
M

(0,2)
x ·∆(yxy) 0 0 x⊗ 1 +M

(1,2)
x,l M

(0,1)
x,r

M
(0,1)
y ·∆x t1,1 t1,2 M

(2,3,2)
y,r 1⊗ y +M

(0,1)
y,l

)
,

где

t1,1 = 1⊗ zx + x⊗ wx +∆y, t1,2 = 1⊗ y + 1⊗ zx,
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T 2(w2) =




0 1⊗ y 1⊗ x zx ⊗ 1 1⊗ x 1⊗ y

∆(zy) 0 zy ⊗ 1 0 1⊗ x 0
t2,0 1⊗ zx t2,2 1⊗ y + 1⊗ zx 1⊗ x 1⊗ y



 ,

где

t2,0 = wy ⊗ y + y ⊗ wx, t2,2 = ∆x+ y ⊗ wx + wy ⊗ zx,

T 3(w2)=




M(0,2)
x ·∆(yxy) M

(1,2,2)
x,l

t0,2 M
(0,1)
x,l

t0,4 M
(1,2,2)
x,l

M(2,3,2)
x,r

M(1,2)
y · ∆x t1,1 M

(1,2,2)
y,l

M(0,1)
y,r t1,4 M(1,2,2)

y,r t1,6
0 ∆(zy) 0 ∆x 0 t2,5 0
0 t3,1 t3,2 t3,3 t3,4 wy ⊗ x 1 ⊗ y


 ,

где

t0,2 = wx ⊗ zx +M
(0,1)
x,r , t0,4 = wx ⊗ zx +M

(2,3,2)
x,r ,

t1,1 = 1⊗ y +M
(1,2,2)
y,r , t1,4 = 1⊗ y +M

(1,2)
y,l ,

t1,6 = 1⊗ y +M
(1,2,2)
y,l , t2,5 = x⊗ 1 + zy ⊗ 1,

t3,1 = ∆y + x⊗ wx + wy ⊗ x+ 1⊗ zx, t3,2 = ∆(zx) + ∆y,
t3,3 = x⊗ wx + 1⊗ zx, t3,4 = y ⊗ 1 + ∆(zx).

Лемма 19. Для образующей w′
1 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(w′
1) =

(
x⊗ 1 0 x⊗ 1 0

)
,

T 1(w′
1) =

(
M

(1,2)
x ·∆y x⊗ 1 t0,2 M

(1,2)
x,l M

(2,3)
x,r

M
(0,1,0)
y,l +M

(1,2)
y,r 0 1⊗ zx M

(1,2)
y,r M

(1,2)
y,l

)
,

где

t0,2 = 1⊗ zy + y ⊗ wy ,

T 2(w′
1) =



x⊗ 1 zx ⊗ 1 x⊗ 1 wx ⊗ x 1⊗ x 1⊗ y

0 0 x⊗ 1 0 1⊗ x 0
0 zx ⊗ 1 0 1⊗ zx 0 0


 ,

T 3(w′
1) =




t0,0 t0,1 M
(1,2)
x,r M

(1,2)
x,l t0,4 t0,5 wx ⊗ y +M

(1,2)
x,r

t1,0 t1,1 M
(0,1,0)
y,l M

(1,2)
y,r t1,4 M

(2,3)
y,r 1⊗ y +M

(0,1)
y,l

0 0 0 t2,3 0 0 0
0 0 zx ⊗ 1 0 ∆y 0 0


 ,

где

t0,0 = M
(1,2)
x ·∆y + wx ⊗ zx, t0,1 = wx ⊗ zx + x⊗ 1 +M

(1,2)
x,l ,

t0,4 = wx ⊗ zx + zy ⊗ 1 +M
(2,3,2)
x,r , t0,5 = 1⊗ x+M

(0,1)
x,l ,

t1,0 = M
(0,1,0)
y,l +M

(1,2)
y,r , t1,1 = x⊗ wx +M

(1,2)
y,r ,

t1,4 = y ⊗ 1 +M
(1,2)
y,l , t2,3 = x⊗ 1 + ∆(zy).
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Лемма 20. Для образующей w′
2 в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(w′
2) =

(
0 y ⊗ 1 0 y ⊗ 1

)
,

T 1(w′
2) =

(
M

(0,1,0)
x,l +M

(1,2)
x,r 1⊗ zy 0 M

(1,2)
x,l M

(1,2)
x,r

M
(1,2)
y ·∆x t1,1 y ⊗ 1 M

(2,3)
y,r M

(1,2)
y,l

)
,

где

t1,1 = 1⊗ zx + x⊗ wx,

T 2(w′

2) =



zy ⊗ 1 y ⊗ 1 wy ⊗ y y ⊗ 1 1 ⊗ x 1 ⊗ y
zy ⊗ 1 0 1 ⊗ zy 0 0 0

0 0 0 y ⊗ 1 0 1 ⊗ y


 ,

T 3(w′

2) =




t0,0 M
(0,1,0)
x,l

t0,2 t0,3 M(2,3)
x,r 1 ⊗ x+ M

(0,1)
x,l

M(2,3)
x,r

t1,0 M(1,2)
y,r t1,2 t1,3 t1,4 wy ⊗ x + M(1,2)

y,r 1 ⊗ y + M
(0,1)
y,l

0 zy ⊗ 1 0 ∆x 0 0 0
0 0 0 0 t3,4 0 0


 ,

где

t0,0 = M
(0,1,0)
x,l +M

(1,2)
x,r , t0,2 = y ⊗ wy +M

(1,2)
x,r ,

t0,3 = x⊗ 1 +M
(1,2)
x,l , t1,0 = M

(1,2)
y ·∆x+ wy ⊗ zy,

t1,2 = y ⊗ 1 + zy ⊗ wx +M
(1,2)
y,l , t1,3 = zx ⊗ 1 + wy ⊗ zy +M

(2,3,2)
y,r ,

t1,4 = 1⊗ y +M
(0,1)
y,l , t3,4 = 1⊗ y + 1⊗ zx.

Лемма 21. Для образующей t в качестве трансляций можно взять

гомоморфизмы, заданные матрицами

T 0(t) =
(
1 ⊗ 1 1 ⊗ 1 1 ⊗ 1 0 0

)
,

T 2n+1(t) =




1 ⊗ 1 + M1 M2 1 ⊗ 1
(
n+1
1

)
1 ⊗ wy . . . 0

M3 1 ⊗ 1 + M4

(
n+1
1

)
1 ⊗ wx 1 ⊗ 1 . . . 0

0 0 1 ⊗ 1 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 . . . 0




,

T 2n(t) =




1 ⊗ 1 1 ⊗ 1 1 ⊗ 1 0 . . . 0

wx ⊗ wy 1 ⊗ 1 + wx ⊗ wy

(
n+1
1

)
wx ⊗ wy 1 ⊗ 1 . . . 0

wy ⊗ wx

(
n+1
1

)
wy ⊗ wx 1 ⊗ 1 + wy ⊗ wx

(
n+1
2

)
wy ⊗ wx . . . 0

0 0 0 1 ⊗ 1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 . . . 0




,



КОГОМОЛОГИИ ХОХШИЛЬДА АЛГЕБР ДИЭДРАЛЬНОГО ТИПА 107

где

M1 = wy ⊗ wy +
k−2∑
i=0

y(xy)i ⊗ y(xy)k−i−2,

M2 = wx ⊗ 1 +
k−2∑
i=0

(xy)i ⊗ (yx)k−i−1,

M3 = wy ⊗ 1 +
k−2∑
i=0

(yx)i ⊗ (xy)k−i−1,

M4 = wx ⊗ wx +
k−2∑
i=0

x(yx)i ⊗ x(yx)k−i−2 .

Более подробно, матрица (2n+1)-й трансляции имеет следующие

ненулевые элементы ti,j :

t0,0 = 1⊗ 1 +M1, t0,1 = M2, t1,0 = M3, t1,1 = 1⊗ 1 +M4,

ti,i = 1⊗ 1 (i = 2 . . . 2n+ 1), ti,i+2 = 1⊗ 1 (i = 0 . . . 2n+ 1),

t0,2i+3 =
(
n+1
i+1

)
1⊗ wy (i = 0 . . . n), t1,2i+2 =

(
n+1
i+1

)
1⊗ wx (i = 0 . . . n).

Матрица 2n-й трансляции имеет следующие ненулевые элементы

ti,j :

t0,0 = t0,1 = 1⊗ 1, t1,0 = wx ⊗ wy , t1,1 = 1⊗ 1 + wx ⊗ wy,

t2,0 = wy ⊗ wx, t2,2 = 1⊗ 1 + wy ⊗ wx,

ti,i = 1⊗ 1 (i = 3 . . . 2n), ti,i+2 = 1⊗ 1 (i = 0 . . . 2n),

t1,2i+2 =
(
n+1
i+1

)
wx ⊗ wy (i = 0 . . . n), t2,2i+1 =

(
n+1
i+1

)
wy ⊗wx (i = 0 . . . n).

§7. Доказательство теоремы

Рассмотрим алгебру A = K[X ]/I, определённую в §2. Обозначим
через Am однородную компоненту степени m алгебры A. Нужно до-
казать, что

dimK A
m = dimK HHm(R).

Для степени m 6 3 перечислим все ненулевые мономы степени m и
покажем, что их количество совпадает с размерностью HHm(R).

Мономы степени 0:

1, pn1 (n = 1 . . . k − 1), p2, p3, p4.

Мономы степени 1:

u2, p2u2, p3u2, u3, u4.
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Мономы степени 1, если k чётно:

pn1u1 (n = 0 . . . k − 1).

Мономы степени 1, если k нечётно:

pn1u
′
1 (n = 0 . . . k − 2).

Мономы степени 2:

v1, v2, v3, v4, pn1v5 (n = 0 . . . k − 2), v6, p4v1.

Моном степени 2, если k чётно:

p4v2.

Мономы степени 3:

u2v1, u3v1, u4v2, u2v3, u2v4.

Мономы степени 3, если k чётно:

w1, w2, pn1u1v5 (n = 0 . . . k − 2).

Мономы степени 3, если k нечётно:

w′
2, pn1w

′
1 (n = 0 . . . k − 1).

Для степени m > 3 нужно доказать, что

dimK A
m − dimK A

m−4 = 4.

1. Если m чётно, т. е. m = 2n, то мономы из Am, в которых есть t,
находятся в однозначном соответствии с мономами из Am−4. Далее, в
Am есть 4 монома, в которых отсутствует t, а именно: vn1 , vn2 , vn−1

1 v6,
vn−1
2 v6.

2. Если m нечётно, т. е. m = 2n + 1, то снова мономы из Am, в
которых есть t, находятся в однозначном соответствии с мономами из
Am−4. Перечислим мономы без t из Am: u3v

n
1 , u4v

n
2 , vn−1

1 w1 (если k
чётно), vn−1

1 w′
1 (если k нечётно), vn−1

2 w2 (если k чётно), vn−1
2 w′

2 (если
k нечётно).
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The Hochschild cohomology ring for a family of local algebras of dihedral
type is described in terms of generators and relations. The family occurs
in the Erdmann classification only in the case, where the characteristic of
underlying field equals 2.
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