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КОГОМОЛОГИИ ХОХШИЛЬДА АЛГЕБР
ДИЭДРАЛЬНОГО ТИПА. IX. АЛГЕБРА
КОГОМОЛОГИЙ ДЛЯ СЕРИИ D(3K) В

ХАРАКТЕРИСТИКЕ, ОТЛИЧНОЙ ОТ 2

§1. Введение

Настоящая работа продолжает серию работ, посвященных исссле-
дованию когомологий Хохшильда для алгебр диэдрального типа (см.
[1–8]). Мы вычисляем структуру кольца когомологий Хохшильда для
алгебр диэдрального типа из серии D(3K) для случая, когда основное
алгебраически замкнутое поле имеет характеристику, отличную от 2.
Для алгебр этой серии в случае, когда характеристика основного по-
ля равна 2, описание кольца когомологий Хохшильда было получено
в [1]. Для характеристики, отличной от 2, в [5] построена бимодульная
резольвента, а также вычислены размерности групп когомологий. В
данной статье даётся описание мультипликативной структуры кольца
когомологий Хохшильда на языке образующих и определяющих соот-
ношений.

Для нахождения матриц трансляций и проверки соотношений мы
написали программу, исходный код которой доступен по ссылке
https://github.com/pigmasha/d3.

§2. Формулировка основного результата

Алгебры Rn1,n2,n3
, n1, n2, n3 ∈ N, серии D(3K) (над алгебраически

замкнутым полем K произвольной характеристики p := charK) опи-
сываются с помощью следующего колчана с соотношениями:

Ключевые слова: когомологии Хохшильда, алгебры диэдрального типа.
Первый из авторов благодарит грант РФФИ 20-01-00030 за поддержку.
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0 = a21a13 = a31a12 = a32a21 = a12a23 = a13a32 = a23a31,

(a12a21)
n3 = (a13a31)

n2 , (a23a32)
n1 = (a21a12)

n3 ,

(a31a13)
n2 = (a32a23)

n1 ;

композицию путей мы записываем справа налево. В дальнейшем мы
предполагаем, что p 6= 2. Положим N = n1 + n2 + n3.

Рассмотрим 4 варианта условий на параметры алгебры Rn1,n2,n3
:

(у1) p не делит ни одно из n1, n2, n3;
(у2) p делит ровно одно из значений n1, n2, n3 (не умаляя общности

можно считать, что p | n1);
(у3) p делит ровно два из значений n1, n2, n3 (не умаляя общности

можно считать, что p | n1 и p | n2);
(у4) p делит все три n1, n2, n3.
Пусть

X = {c1, c2, c3, z} ∪ X1 ∪ {d1, d2, d3, u1, u2} ∪ X2 ∪ {e, h1, h2} ∪ X3,

где

X1 =



















{w}, если выполнено (у1),

{w2, x1, x3}, если выполнено (у2),

{w2, w3, x1}, если выполнено (у3),

{w2, w3, w1}, если выполнено (у4),

X2 =



















∅, если выполнено (у1),

{s2, y1, y3}, если выполнено (у2),

{s2, s3, y1}, если выполнено (у3),

{s2, s3, s1}, если выполнено (у4),
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X3 =

{

∅, если выполнено (у1),

{v1, v2, q}, если выполнены (у2), (у3) или (у4).

Также для описания соотношений введём два множества, состоящие
из натуральных чисел:

Iw =



















∅, если выполнено (у1),

{2}, если выполнено (у2),

{2, 3}, если выполнено (у3),

{1, 2, 3}, если выполнено (у4),

Ix =











∅, если выполнено (у1) или (у4),

{1, 3}, если выполнено (у2),

{1}, если выполнено (у3).

Замечание 1. Iw – это множество индексов для образующих wi и si,
а Ix – множество индексов для образующих xi и yi.

На алгебре K〈X 〉 введём градуировку так, что

deg ci = 0 (i = 1, 2, 3),
deg z = degw = degwi = deg xj = 1 (i = 1, 2, 3, j = 1, 3),
deg di = deg uj = deg q = 2 (i = 1, 2, 3, j = 1, 2),
deg si = deg yj = 3 (i = 1, 2, 3, j = 1, 3),
deg e = 4,
deg hj = 6 (j = 1, 2),
deg vj = 7 (j = 1, 2).

Определим градуированную K-алгебру A = K〈X 〉/I, где идеал I ал-
гебры K〈X 〉 порождён следующими элементами:
– степени 0:

cicj (i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j); cn3+1
1 , cn1+1

2 , cn2+1
3 ;

– степени 1:

ciz (i ∈ {1, 2, 3});

– степени 1, если выполнено (у1):

cn3

1 w, cn1

2 w, cn2

3 w;

– степени 1, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

c
ni−1

i wi, cjwi (i ∈ Iw, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j);
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– степени 1, если выполнены (у2) или (y3):

c
ni−1−1
i xi, cjxi (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j); (1)

– степени 2:

cidj (i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j); ciuj (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2});

– степени 2, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

ciq (i ∈ {1, 2, 3}); zwi, wiwj (i, j ∈ Iw , i 6= j);

– степени 2, если выполнены (у2) или (y3):

zxi (i ∈ Ix); wixj (i ∈ Iw, j ∈ Ix);

– степени 2, если выполнено (у2):

x1x3;

– степени 2, если выполнены (у1), (y2) или (у3):

cn3−1
1 d1; (2)

– степени 2, если выполнены (у1) или (y2):

cn1−1
2 d2, cn2−1

3 d3;

– степени 2, если выполнены (y3) или (у4):

cn1

2 d2;

– степени 2, если выполнено (у3):

cn1−1
2 d2 + cn2−1

3 d3;

– степени 2, если выполнено (у4):

cn3

1 d1, cn3−1
1 d1 + cn1−1

2 d2 + cn2−1
3 d3;

– степени 3:

zdi (i ∈ {1, 2, 3});

– степени 3, если выполнено (у1):

wu1, wu2 − (n1n2 + n2n3 + n3n1)zu2;

– степени 3, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

zq, c
ni−1

i si, cjsi (i ∈ Iw, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j);

wiq, wiu1, wiu2 − zu2, widi + cisi (i ∈ Iw);

widj (i ∈ Iw , j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j);
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– степени 3, если выполнены (у2) или (y3):

c
ni−1−1
i yi, cjyi (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j); (3)

xiq, xiuj , xidi + ciyi (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2});

xidj (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j);

– степени 4:

didj (i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j); d2i + c2i e (i ∈ {1, 2, 3});

uiuj (i, j ∈ {1, 2}); diuj (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2});

– степени 4, если выполнено (у1):

cn1

2 e;

– степени 4, если выполнены (у1) или (y2):

cn2

3 e;

– степени 4, если выполнены (у1), (y2) или (у3):

cn3

1 e;

– степени 4, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

q2; zsi, wisj (i, j ∈ Iw); diq (i ∈ {1, 2, 3}); ujq (j ∈ {1, 2});

– степени 4, если выполнены (у2) или (y3):

zyj, wiyj , xjsi (i ∈ Iw, j ∈ Ix); xiyj (i, j ∈ Ix);

– степени 5, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

ujsi, siq, disi − ciwie (i ∈ Iw, j ∈ {1, 2});

disj (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ Iw, i 6= j);

– степени 5, если выполнены (у2) или (y3):

ujyi, yiq, diyi − cixie (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2});

diyj (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ Ix, i 6= j);

– степени 6:
euj, cihj (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2});

– степени 6, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

sisj (i, j ∈ Iw, i 6= j);

– степени 6, если выполнены (у2) или (y3):

yisj (i ∈ Ix, j ∈ Iw);
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– степени 6, если выполнено (у2):

y1y3;

– степени 7, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

wih1, wih2 − zh2, (i ∈ Iw); civj (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2});

– степени 7, если выполнены (у2) или (y3):

xihj (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2});

– степени 8:

u1h2, u2h1, dihj (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2});

– степени 8, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

wiv1, wiv2 − zv2 (i ∈ Iw); h1q + zv1, h2q − zv2;

– степени 8, если выполнены (у2) или (y3):

xivj (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2});

– степени 9, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

divj , (i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2}); uivj , vjq (i, j ∈ {1, 2});

sihj (i ∈ Iw, j ∈ {1, 2});

– степени 9, если выполнены (у2) или (y3):

yihj (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2});

– степени 10, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

sivj (i ∈ Iw, j ∈ {1, 2});

– степени 10, если выполнены (у2) или (y3):

yivj (i ∈ Ix, j ∈ {1, 2});

– степени 12, если N > 3:

h1h2;

– степени 12, если N = 3:

h1h2 − e3;

– степени 13, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

h1v2, h2v1;

– степени 14, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

v1v2;
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и элементами вида

uv − (−1)degu deg vvu (u, v ∈ X ).

Замечание 2. В случае, когда n3 = 1, из (1), (2) и (3) следует, что
в алгебре A имеем x1 = 0, d1 = 0 и y1 = 0, и в этом случае образую-
щие x1, d1 и y1 можно опустить. Аналогичное замечание относится к
элементам x3, d3 и y3 при n2 = 1, а также к d2 при n1 = 1.

Теорема 1. Пусть charK 6= 2. Тогда алгебра когомологий Хохшильда
HH∗(Rn1,n2,n3

) изоморфна алгебре A как градуированная K-алгебра.

§3. Образующие алгебры HH∗(R)

Пусть R = Rn1,n2,n3
– алгебра диэдрального типа, Λ – обёртываю-

щая алгебра алгебры R.
Следуя [5], введём обозначения

αi = ai,i+1ai+1,i, βi = ai,i−1ai−1,i (i ∈ Z3).

Нам также потребуется вспомогательный гомоморфизм ϕ : R → R,
определённый в [5]. Напомним, что ϕ определяется как ϕ(aij) = aji и
продолжается до Λ-гомоморфизма как ϕ(x⊗ y) = ϕ(y)⊗ ϕ(x).

Через ei, i ∈ {1, 2, 3}, обозначим идемпотенты алгебры R, соответ-
ствующие вершинам колчана Q.

Будем обозначать матрицу, состоящую из нулей и имеющую n строк
и m столбцов, как On,m. Через Om будем обозначать матрицу O1,m.

Опишем образующие алгебры HH∗(R):
– степени 0:

c1 = (α1, β2, 0), c2 = (0, α2, β3), c3 = (β1, 0, α3);

– степени 1:

z = (a12, O2,−a21, O2);

– степени 1, если выполнено (у1):

w = (n1n2a12, n2n3a23, n3n1a31, O3);

– степени 1, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

w2 = (0, a23, O4);

– степени 1, если выполнены (у2) или (у3):

x1 = (α1a12, O5);
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– степени 1, если выполнено (у2):

x3 = (O2, α3a31, O3);

– степени 1, если выполнены (y3) или (у4):

w3 = (O2, a31, O3);

– степени 1, если выполнено (у4):

w1 = (a12, O5);

– степени 2:

d1 = (α1,−β2, O7), d2 = (0, α2,−β3, O6), d3 = (−β1, 0, α3, O6),

u1 = (O3, α
n3−1
1 a12, α

n1−1
2 a23, α

n2−1
3 a31, O3),

u2 = (O6, a21α
n3−1
1 , a32α

n1−1
2 , a13α

n2−1
3 );

– степени 2, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

q = (αn3

1 , O8);

– степени 3, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

s2 = (0, a23, O10);

– степени 3, если выполнены (у2) или (у3):

y1 = (α1a12, O11);

– степени 3, если выполнено (у2):

y3 = (O2, α3a31, O9);

– степени 3, если выполнены (y3) или (у4):

s3 = (O2, a31, O9);

– степени 3, если выполнено (у4):

s1 = (a12, O11);

– степени 4:

e = (e1, e2, e3, O12);

– степени 6:

h1 = (O15, e1, e2, e3, O3), h2 = (O18, e1, e2, e3);

– степени 7, если выполнены (у2), (y3) или (у4):

v1 = (O12, α
n3−1
1 a12, α

n1−1
2 a23, α

n2−1
3 a31, O9),

v2 = (O15, a21α
n3−1
1 , a32α

n1−1
2 , a13α

n2−1
3 , O6).
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§4. Произведения в HH∗(R)

Пусть Q• → R – минимальная проективная бимодульная резоль-
вента алгебры R. Тогда Ext∗Λ(R,R) вычисляется как когомологии ком-
плекса (HomΛ(Q•, R),∆), где ∆ индуцируется дифференциалом dQ ре-
зольвенты. Любой коцикл f : Qn → R поднимается (однозначно с
точностью до гомотопии) до цепного отображения комплексов {ϕi :
Qn+i → Qi}i>0. Гомоморфизм ϕi назовём i-й трансляцией коцикла f
и будем обозначать T i(f). Для коциклов f ∈ ker∆n и g ∈ ker∆m име-
ем clg · clf = cl(T 0(g)Tm(f)). Опишем трансляции для образующих
алгебры HH∗(R) ненулевой степени.

Замечание 3. Нумерация строк и столбцов в матрицах трансляций
всюду начинается с нуля.

Лемма 2. Для образующей z в качестве трансляций можно взять
следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(z) =
[

Z0 −ϕ(Z0)
]

,

T 1(z) =

[

Z1 O3,3 Z2

ϕ(Z1) ϕ(Z2) O3,3

]

,

где

Z0 = diag(e1 ⊗ a12, 0, 0), Z1 = diag

(

−

n3−1
∑

i=0

αi
1 ⊗ a21α

n3−i−1
1 , 0, 0

)

,

Z2 =





0 0 0
0 0 0
0 e3 ⊗ a12 0



 .

Лемма 3. Для образующей w в качестве трансляций можно взять
следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(w) =
[

W0 O3,3

]

,

T
1(w) =

[

n1n2W
′

12 + n2n3W
′

23 + n3n1W
′

31 + n1n2n3W123 O3,3 W

n1n2W
′′

12 + n2n3W
′′

23 + n3n1W
′′

31 + n1n2n3ϕ(W123) O3,3 O3,3,

]

где W0 = diag(n1n2e1 ⊗ a12, n2n3e2 ⊗ a23, n3n1e3 ⊗ a31),

W ′

12 =









−
n3−1
∑

i=0

(i+ 1)αi
1 ⊗ a21α

n3−i−1
i −

n3−1
∑

i=1

iβn3−i−1
2 a21 ⊗ βi

2 0

0 0 0
0 0 0









,
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W
′′

12=









−

n3−1
∑

i=0

(i+ 1)αi
1a12 ⊗ α

n3−i−1

i −

n3−1
∑

i=0

(i+ 1)βn3−i−1

2
⊗ a12β

i
2 0

0 0 0
0 0 0









,

W123=diag

(

n3−1
∑

i=0

α
i
1 ⊗ a21α

n3−i−1

1
,

n1−1
∑

i=0

α
i
2 ⊗ a32α

n1−i−1

2
,

n2−1
∑

i=0

α
i
3 ⊗ a13α

n2−i−1

3

)

,

W = n1n2W1 + n2n3W2 + n3n1W3,

W1 =





0 0 0
0 0 0
0 e3 ⊗ a12 0



 ,

матрицы W ′

23, W ′

31 (соотв. W ′′

23, W ′′

31) получаются из W ′

12 (соотв.
W ′′

12) циклическим сдвигом столбцов и строк и заменой индексов при
a12, α1, β3, n3 на соответствующие. Аналогично матрицы W2 и W3

получаются из W1 циклическим сдвигом столбцов и строк и заменой
индексов при e3 и a12 на соответствующие.

Лемма 4. (a) Для образующей w1 в качестве трансляций можно
взять следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(w1) =
[

diag (e1 ⊗ a12, 0, 0) O3,3

]

,

T 1(w1) =

[

W ′

12 O3,3 W1

W ′′

12 O3,3 O3,3

]

,

где W ′

12, W
′′

12 и W1 определены в предыдущей лемме.
(б) Для образующей w2 в качестве трансляций можно взять сле-

дующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(w2) =
[

diag (0, e2 ⊗ a23, 0) O3,3

]

,

T 1(w2) =

[

W ′

23 O3,3 W2

W ′′

23 O3,3 O3,3

]

,

где W ′

23, W
′′

23 и W2 определены в предыдущей лемме.
(в) Для образующей w3 в качестве трансляций можно взять сле-

дующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(w3) =
[

diag (0, 0, e3 ⊗ a31) O3,3

]

,

T 1(w3) =

[

W ′

31 O3,3 W3

W ′′

31 O3,3 O3,3

]

,

где W ′

31, W
′′

31 и W3 определены в предыдущей лемме.
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Лемма 5. (а) Для образующей x1 в качестве трансляций можно
взять следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(x1) =
[

diag (α1 ⊗ a12, 0, 0) O3,3

]

,

T 1(x1) =

[

X1 O3,3 O3,3

X2 O3,3 O3,3

]

,

где

X1 =









−
n3−1
∑

i=0

(i+ 1)αi+1
1 ⊗ a21α

n3−i−1
1 −

n3−1
∑

i=1

iβn3−i
2 a21 ⊗ βi

2 0

0 n3β2 ⊗ βn1−1
3 a32 0

0 0 0









,

X2 =









−
n3−1
∑

i=1

iαi
1a12 ⊗ αn3−i

1 −
n3−1
∑

i=0

(i + 1)βn3−i
2 ⊗ a12β

i
2 0

0 0 0
0 0 0









.

(б) Для образующей x3 в качестве трансляций можно взять сле-
дующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(x3) =
[

diag (0, 0, α3 ⊗ a31) O3,3

]

,

T 1(x3) =

[

X ′

1 O3,3 O3,3

X ′

2 O3,3 O3,3

]

,

где X ′

1 и X ′

2 получаются из X1 и X2 циклическим сдвигом столб-
цов и строк и заменой индексов при α1, a21, a12, a32, β2, β3, n3 на
соответствующие.

Лемма 6. (а) Для образующей d1 в качестве трансляций можно
взять следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(d1) =
[

D1 O3,3 O3,3

]

,

T 1(d1) =

[

−D2 O3,3 O3,3 O3,3

O3,3 D3 O3,3 O3,3

]

,

T 2(d1) =





−D1 O3,3 O3,3 O3,3 O3,3

O3,3 D2 O3,3 O3,3 O3,3

O3,3 O3,3 D3 O3,3 O3,3



 ,

где D1 = diag (α1 ⊗ e1,−β2 ⊗ e2, 0), D2 = diag (α1 ⊗ e2,−β2 ⊗ e3, 0),
D3 = diag (−β2 ⊗ e1, 0, α1 ⊗ e3).
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(б) Матрицы трансляций для образующих d2 и d3 получаются из
матриц для d1 циклическим сдвигом строк, столбцов и индексов у
всех блоков 3× 3.

Лемма 7. (а) Для образующей u1 в качестве трансляций можно
взять следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(u1) =
[

O3,3 U1 O3,3

]

,

T 1(u1) =

[

O3,3 U2 O3,3 O3,3

O3,3 O3,3 U3 O3,3

]

,

T 2(u1) =





O3,3 U1 O3,3 O3,3 O3,3

O3,3 O3,3 O3,3 O3,3 U4

U5 O3,3 O3,3 O3,3 O3,3



 ,

где

U1 =





0 0 αn2−1
3 a31 ⊗ e1

αn3−1
1 a12 ⊗ e2 0 0

0 αn1−1
2 a23 ⊗ e3 0



 ,

U2 =





0 αn2−1
3 a31 ⊗ βn3−1

2 0

0 0 αn3−1
1 a12 ⊗ βn1−1

3

αn1−1
2 a23 ⊗ βn2−1

1 0 0



 ,

U3 = diag
(

αn3−1
1 a12 ⊗ e1, α

n1−1
2 a23 ⊗ e2, α

n2−1
3 a31 ⊗ e3

)

,

U4 =





0 αn2−1
3 a31 ⊗ e2 0

0 0 αn3−1
1 a12 ⊗ e3

αn1−1
2 a23 ⊗ e1 0 0



 ,

U5 = diag (u5,1, u5,2, u5,3) ,

u5,1 =

{

αn3−1
1 a12 ⊗ βn2−1

1 , если n1 = 1,

0, если n1 > 1,

u5,2 =

{

αn1−1
2 a23 ⊗ βn3−1

2 , если n2 = 1,

0, если n2 > 1,

u5,3 =

{

αn2−1
3 a31 ⊗ βn1−1

3 , если n3 = 1,

0, если n3 > 1.
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(б) Для образующей u2 в качестве трансляций можно взять сле-
дующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(u2) =
[

O3,3 O3,3 U6

]

,

T 1(u2) =

[

O3,3 O3,3 O3,3 U7

−ϕ(U2) O3,3 O3,3 O3,3

]

,

T 2(u2) =





O3,3 O3,3 −ϕ(U1) O3,3 O3,3

−U9 O3,3 O3,3 O3,3 O3,3

O3,3 O3,3 O3,3 U8 O3,3



 ,

где

U6 = diag
(

a21α
n3−1
1 ⊗ e1, a32α

n1−1
2 ⊗ e2, a13α

n2−1
3 ⊗ e3

)

,

U7 =





0 a21α
n3−1
1 ⊗ e2 0

0 0 a32α
n1−1
2 ⊗ e3

a13α
n2−1
3 ⊗ e1 0 0



 ,

U8 =





0 0 a32α
n1−1
2 ⊗ e1

a13α
n2−1
3 ⊗ e2 0 0

0 a21α
n3−1
1 ⊗ e3 0



 ,

U9 = diag (u9,1, u9,2, u9,3) ,

u9,1 =

{

βn2−1
1 ⊗ a21α

n3−1
1 , если n1 = 1,

0, если n1 > 1,

u9,2 =

{

βn3−1
2 ⊗ a32α

n1−1
2 , если n2 = 1,

0, если n2 > 1,

u9,3 =

{

βn1−1
3 ⊗ a13α

n2−1
3 , если n3 = 1,

0, если n3 > 1.
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Лемма 8. (а) Для образующей v1 в качестве трансляций можно
взять следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(v1) =
[

O12,3 U1 O9,3

]

,

T 1(v1) =

[

O12,3 U2 O3,3 O9,3

O12,3 O3,3 U3 O9,3

]

,

T 2(v1) =





O12,3 U1 O6,3 O3,3 O6,3

O12,3 O3,3 O6,3 U4 O6,3

U10 O3,3 O6,3 O3,3 O6,3



 ,

T 3(v1) =









O12,3 U2 O3,3 O3,3 O3,3 O9,3

O12,3 O3,3 U3 O3,3 O3,3 O9,3

O12,3 O3,3 O3,3 O3,3 −U1 O9,3

U11 O3,3 O3,3 O3,3 O3,3 O9,3









,

T 4(v1) =













O12,3 U1 O6,3 O3,3 O3,3 O9,3

O12,3 O3,3 O6,3 U4 O3,3 O9,3

U10 O3,3 O6,3 O3,3 O3,3 O9,3

O12,3 O3,3 O6,3 O3,3 O3,3 O9,3

O12,3 O3,3 O6,3 O3,3 U3 O9,3













,

T 5(v1) =

















O12,3 U2 O3,3 O3,3 O3,3 O6,3 O3,3 O6,3

O12,3 O3,3 U3 O3,3 O3,3 O6,3 O3,3 O6,3

O12,3 O3,3 O3,3 O3,3 −U1 O6,3 O3,3 O6,3

U11 O3,3 O3,3 O3,3 O3,3 O6,3 O3,3 O6,3

O12,3 O3,3 O3,3 O3,3 O3,3 O6,3 U4 O6,3

O12,3 O3,3 O3,3 O3,3 O3,3 O6,3 O3,3 O6,3

















,

где U10 =
[

O6,3 −U5 O3,3

]

, U1, U2, U3, U4 и U5 определены в
предыдущей лемме, U11 – матрица с единственным ненулевым эле-
ментом в позиции (2, 4):

u11,1 =

{

αn1−1
2 a23 ⊗ βn1−1

3 , если n2 = 1 и n3 = 1;

0, в противном случае.

Матрицы i-х трансляций (для 5 < i 6 7) описываются следующим
образом. Матрица 6-й трансляции имеет:

U10 в позиции (0, 6);
U1 в позиции (12, 0);
U4 в позиции (21, 3);
U3 в позиции (24, 12);
−U1 в позиции (30, 15).
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Матрица 7-й трансляции имеет:
U11 в позиции (0, 9);
U2 в позиции (12, 0);
U3 в позициях (15, 3) и (33, 21);
−U1 в позиции (21, 6);
U4 в позиции (30, 12).
(б) Для образующей v2 в качестве трансляций можно взять сле-

дующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(v2) =
[

O15,3 U6 O6,3

]

,

T 1(v2) =

[

O9,3 O3,3 O6,3 U7 O6,3

O9,3 −U12 O6,3 O3,3 O6,3

]

,

где U6 и U7 определены в предыдущей лемме,

U12 =





0 0 a32α
n1−1
2 ⊗ αn3−1

1

a13α
n2−1
3 ⊗ αn1−1

2 0 0

0 a21α
n3−1
1 ⊗ αn2−1

3 0



 .

Матрицы i-х трансляций (для 1 < i 6 7) описываются следующим
образом. Если i чётно, то матрица i-й трансляции имеет:

(−1)1+i/2U13 в позиции (9, 3);
(−1)i/2U6 в позиции (15, 0);
(−1)1+i/2U8 в позиции (18, 6);
(−1)i/2U7 в позиции (27, 9), если i > 2;
U6 в позиции (33, 18), если i = 6,
где U6, U7 и U8 определены в предыдущей лемме,

U13 =





0 u13,1 0
0 0 u13,2

0 0 0



 ,

u13,1 =

{

a21α
n3−1
1 ⊗ αn1−1

2 , если n2 = 1,

0, если n2 > 1,

u13,2 =

{

a32α
n1−1
2 ⊗ αn2−1

3 , если n3 = 1,

0, если n3 > 1.

Если i нечётно, то матрица i-й трансляции имеет:
(−1)1+(i−1)/2U12 в позиции (9, 3);
(−1)(i−1)/2U14 в позиции (6, 6);
(−1)(i−1)/2U7 в позиции (18, 0);
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(−1)1+(i−1)/2U6 в позиции (24, 9);
(−1)(i−1)/2U8 в позиции (27, 15), если i > 3;
U7 в позиции (36, 18), если i = 7,

где U14 = diag (0, u14,1, 0),

u14,1 =

{

a32α
n1−1
2 ⊗ αn1−1

2 , если n2 = 1 и n3 = 1,

0, в противном случае.

Лемма 9. Для образующей q в качестве трансляций можно взять
следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(q) =
[

Q′

1 O6,3

]

,

T 1(q) =

[

−Q′

2 O3,3 O6,3

O3,3 Q′

3 O6,3

]

,

T 2(q) =





−Q′

1 O3,3 O3,3 O6,3

O3,3 Q′

2 O3,3 O6,3

O3,3 O3,3 Q′

3 O6,3



 ,

где

Q′

1=diag(αn3

1 ⊗e1, 0, 0), Q
′

2=diag(αn3

1 ⊗e2, 0, 0), Q
′

3=diag(0, 0, αn3

1 ⊗e3).

Лемма 10. (а) Для образующей s1 в качестве трансляций можно
взять следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(s1) =
[

W4 O9,3

]

,

T 1(s1) =

[

W
′

12 O3,3 W1 O6,3

W
′′

12 O3,3 O3,3 O6,3

]

,

T 2(s1) =





W4 O6,3 O3,3 O6,3

O3,3 O6,3 O3,3 O6,3

−W5 O6,3 W6 O6,3



 ,

T 3(s1) =









−W ′

12 O3,3 W1 O3,3 O9,3

−W ′′

12 O3,3 O3,3 O3,3 O9,3

O3,3 O3,3 O3,3 O3,3 O9,3

O3,3 O3,3 W7 −W8 O9,3









,

где W ′

12, W
′′

12 и W1 определены в лемме 3, W4 = diag(e1 ⊗ a12, 0, 0),

W
′

12 =









−
n3−1
∑

i=0

(i+ 1)αi
1 ⊗ a21α

n3−i−1
i

n3−1
∑

i=1

iβn3−i−1
2 a21 ⊗ βi

2 0

0 0 0
0 0 0









,
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W
′′

12=









−
n3−1
∑

i=0

(i+1)αi
1a12 ⊗ αn3−i−1

i

n3−1
∑

i=0

(i+1)βn3−i−1
2 ⊗ a12β

i
2 0

0 0 0
0 0 0









,

W5 =





0 0 0

0 0 e3 ⊗ a21α
n3−1
1

0 0 0



 , W6 = diag(0, a23 ⊗ e2, 0),

W7 = diag(0, a32α
n1−1
2 ⊗ e2, 0), W8 = diag(0, e2 ⊗ a23, 0).

(б) Матрицы трансляций для образующих s2 и s3 получаются из
матриц для s1 циклическим сдвигом строк, столбцов и индексов у
всех блоков 3× 3.

Лемма 11. (а) Для образующей y1 в качестве трансляций можно
взять следующие гомоморфизмы, заданные матрицами:

T 0(y1) =
[

Y1 O9,3

]

,

T 1(y1) =

[

X1 O12,3

X2 O12,3

]

,

T 2(y1) =





Y2 −n3ϕ(Y1) O12,3

O3,3 O3,3 O12,3

−n3Y3 O3,3 O12,3



 ,

T 3(y1) =





−X1 + 3n3Y4 O3,3 n3Y5 O12,3

−X2 O3,3 O3,3 O12,3

O3,6 O3,6 O3,6 O12,6



 ,

где X1 и X2 определены в лемме 5, Y1 = diag(α1 ⊗ a12, 0, 0),

X1 =









−
n3−1
∑

i=0

(i + 1)αi+1
1 ⊗ a21α

n3−i−1
1

n3−1
∑

i=1

iβn3−i
2 a21 ⊗ βi

2 0

0 −n3β2 ⊗ βn1−1
3 a32 0

0 0 0









,

X2 =









−
n3−1
∑

i=1

iαi
1a12 ⊗ αn3−i

1

n3−1
∑

i=0

(i+ 1)βn3−i
2 ⊗ a12β

i
2 0

0 0 0
0 0 0









,

Y2 = diag((n3 + 1)α1 ⊗ a12, n3β2 ⊗ a23, 0),
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Y3 =





0 0 0
0 0 0

α1 ⊗ a32α
n1−1
2 0 0



 ,

Y4 = diag(0, β2 ⊗ βn1−1
3 a32, 0),

Y5 =





0 0 α1 ⊗ a23
0 0 0
0 0 0



 .

(б) Матрицы трансляций для образующей y3 получаются из мат-
риц для y1 циклическим сдвигом строк, столбцов и индексов у всех
блоков 3× 3.

Лемма 12. Для образующей e матрицы i-х трансляций описывают-
ся следующим образом. Если i чётно, то матрица i-й трансляции
имеет:

I1 в позициях (3 · 6j, 3 · 6j) (0 6 j 6 ⌊
i

6
⌋);

ϕ(I2) в позициях (3(6j + 1), 3(6j + 1)) (0 6 j 6 ⌊
i− 1

6
⌋);

I2 в позициях (3(6j + 2), 3(6j + 2)) (0 6 j 6 ⌊
i− 2

6
⌋);

ϕ(I2) в позициях (3(6j + 3), 3(6j + 3)) (0 6 j 6 ⌊
i− 3

6
⌋);

I2 в позициях (3(6j + 4), 3(6j + 4)) (0 6 j 6 ⌊
i− 4

6
⌋);

I1 в позициях (3(6j + 5), 3(6j + 5)) (0 6 j 6 ⌊
i− 5

6
⌋),

где I1 = diag(e1⊗e1, e2⊗e2, e3⊗e3), I2 = diag(e2⊗e1, e3⊗e2, e1⊗e3).
Если i нечётно, то матрица i-й трансляции имеет:

ϕ(I2) в позициях (3 · 6j, 3 · 6j) (0 6 j 6 ⌊
i

6
⌋);

I2 в позициях (3(6j + 1), 3(6j + 1)) (0 6 j 6 ⌊
i− 1

6
⌋);

I1 в позициях (3(6j + 2), 3(6j + 2)) (0 6 j 6 ⌊
i− 2

6
⌋);

I1 в позициях (3(6j + 3), 3(6j + 3)) (0 6 j 6 ⌊
i− 3

6
⌋);

ϕ(I2) в позициях (3(6j + 4), 3(6j + 4)) (0 6 j 6 ⌊
i− 4

6
⌋);
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I2 в позициях (3(6j + 5), 3(6j + 5)) (0 6 j 6 ⌊
i− 5

6
⌋).

Лемма 13. (a) Для образующей h1 матрицы i-х трансляций (i66)
описываются следующим образом. Если i чётно, то матрица i-й
трансляции имеет:

I1 в позиции (15, 0);
J1 в позиции (12, 6), если i > 0;
−ϕ(I2) в позиции (21, 3), если i > 0;
J2 в позиции (3, 9), если i > 2;
−I2 в позиции (30, 12), если i > 2;
−I1 в позиции (33, 15), если i > 4;
I1 в позиции (0, 18), если N = 3 и i > 4,
где I1 и I2 определены в предыдущей лемме,

J1 = diag(αn1−1
2 ⊗ βn2−1

1 , αn2−1
3 ⊗ βn3−1

2 , αn3−1
1 ⊗ βn1−1

3 ),

J2 = diag(j2,1, j2,2, j2,3),

j2,1 =

{

αn3−1
1 ⊗ βn3−1

2 , если n1 = 1 и n2 = 1,

0, в противном случае,

j2,2 =

{

αn1−1
2 ⊗ βn1−1

3 , если n2 = 1 и n3 = 1,

0, в противном случае,

j2,3 =

{

αn2−1
3 ⊗ βn2−1

1 , если n1 = 1 и n3 = 1,

0, в противном случае.

Если i нечётно, то матрица i-й трансляции имеет:
−J3 в позиции (12, 0);
−J4 в позиции (12, 3);
−I2 в позиции (21, 3);
J5 в позиции (6, 9), если i > 1;
−I1 в позиции (24, 6), если i > 1;
−ϕ(I2) в позиции (30, 12), если i > 3;
I2 в позиции (3, 15), если i > 3 и N = 3,
где

J3 = diag

(

n3−1
∑

i=0

αi
1 ⊗ βn3−i−1

2 ,

n1−1
∑

i=0

αi
2 ⊗ βn1−i−1

3 ,

n2−1
∑

i=0

αi
3 ⊗ βn2−i−1

1

)

,
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J4 = diag

(

n3−2
∑

i=0

αi
1a12 ⊗ αn3−i−2

1 a12,
n1−2
∑

i=0

αi
2a23 ⊗ αn1−i−2

2 a23,

n2−2
∑

i=0

αi
3a31 ⊗ αn2−i−2

3 a31

)

,

J5 = diag(j5,1, j5,2, j5,3),

j5,1 =

{

αn3−1
1 ⊗ βn2−1

1 , если n1 = 1,

0, если n1 > 1,

j5,2 =

{

αn1−1
2 ⊗ βn3−1

2 , если n2 = 1,

0,&если n2 > 1,

j5,3 =

{

αn2−1
3 ⊗ βn1−1

3 , если n3 = 1,

0, если n3 > 1.

(б) Для образующей h2 матрицы i-х трансляций (i 6 6) описыва-
ются следующим образом. Если i чётно, то матрица i-й трансляции
имеет:

I1 в позиции (18, 0);
ϕ(J1) в позиции (9, 3), если i > 0;
I2 в позиции (24, 6), если i > 0;
ϕ(J2) в позиции (6, 12), если i > 2;
ϕ(I2) в позиции (27, 9), если i > 2;
I1 в позиции (36, 18), если i > 4;
I1 в позиции (0, 15), если i > 4 и N = 3.

Если i нечётно, то матрица i-й трансляции имеет:
ϕ(I2) в позиции (18, 0);
ϕ(J4) в позиции (15, 0);
ϕ(J3) в позиции (15, 3);
ϕ(J5) в позиции (9, 6), если i > 1;
I1 в позиции (27, 9), если i > 1;
I2 в позиции (33, 15), если i > 3;
−ϕ(I2) в позиции (0, 12), если i > 3 и N = 3.
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§5. Доказательство теоремы

Рассмотрим алгебру A = K〈X 〉/I, определённую в §2. Обозначим
через Am однородную компоненту степени m алгебры A. Нужно до-
казать, что

dimK Am = dimK HHm(R).

Предложение 14. Для случая (y1) dimK Am = dimK HHm(R).

Доказательство. Будем называть образ монома из K〈X 〉 при кано-
ническом отображении также мономом. Введём на A лексикографи-
ческий порядок так, что

c1 < c2 < c3 < z < w < d1 < d2 < d3 < u1 < u2 < e < h1 < h2.

Произвольный моном из A представляется с точностью до константы
из K как

ck1

1 ck2

2 ck3

3 ziwjdg11 dg22 dg33 uℓ1
1 uℓ2

2 eεht1
1 ht2

2 .

Введём следующие элементарные шаги редукции:

wu2 ⇒ zu2, d2i ⇒ c2i e (i ∈ {1, 2, 3}), h1h2 ⇒ e3 (если N = 3).

Тогда, применяя эти шаги редукции к моному произвольной формы,
можно добиться того, что никакую редукцию применить нельзя. Так-
же, исходя из соотношений алгебры A, k1k2 = k2k3 = k1k3 = 0,
g1g2 = g2g3 = g1g3 = 0, ℓ1ℓ2 = 0, t1t2 = 0. Теперь ненулевой моном
из A имеет вид:

ckr1z
iwjdgr2u

ℓ
r3e

εht
r4 (r1, r2 ∈ {1, 2, 3}, r3, r4 ∈ {1, 2}),

где i, j, g, ℓ ∈ {0, 1}.
Рассмотрим подробнее, как выглядят ненулевые мономы. Мономы,

у которых ℓ = 1, имеют вид ziurh
t
r (i ∈ {0, 1}). Мономы с g = 1 имеют

вид ckrw
jdre

ε (j ∈ {0, 1}). Остальные мономы имеют вид ckr1z
iwjeεht

r2
(i, j ∈ {0, 1}). Таким образом, имеем следующие мономы:

(1) ziurh
t
r, i ∈ {0, 1}, r ∈ {1, 2} (степени i + 2 + 6t);

(2) ckrw
jdre

ε, j ∈ {0, 1}, r ∈ {1, 2, 3} (степени j + 2 + 4ε);

(3) ckr1z
iwjeεht

r2 , i, j ∈ {0, 1}, r1 ∈ {1, 2, 3}, r2 ∈ {1, 2},
ki = kt = 0 (степени i+ j + 4ε+ 6t).

Для степени m 6 4 перечислим все ненулевые мономы степени m и
покажем, что их количество совпадает с размерностью HHm(R).
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1. Мономы степени 0:

1, ck1

1 (k1 = 1 . . . n3), ck2

2 (k2 = 1 . . . n1), ck3

3 (k3 = 1 . . . n2).

2. Мономы степени 1:

z, w, ck1

1 w (k1 = 1 . . . n3 − 1),

ck2

2 w (k2 = 1 . . . n1 − 1),

ck3

3 w (k3 = 1 . . . n2 − 1).

3. Мономы степени 2:

zw, u1, u2, ck1

1 d1 (k1 = 0 . . . n3 − 2),

ck2

2 d2 (k2 = 0 . . . n1 − 2),

ck3

3 d3 (k3 = 0 . . . n2 − 2).

4. Мономы степени 3:

zu1, zu2, ck1

1 wd1 (k1 = 0 . . . n3 − 2),

ck2

2 wd2 (k2 = 0 . . . n1 − 2),

ck3

3 wd3 (k3 = 0 . . . n2 − 2).

5. Мономы степени 4:

e, ck1

1 e (k1 = 1 . . . n3 − 1),

ck2

2 e (k2 = 1 . . . n1 − 1),

ck3

3 e (k3 = 1 . . . n2 − 1).

Из этого перечисления видно, что

dimK A0 = N + 1 = dimK HH0(R),

dimK A1 = N − 1 = dimK HH1(R),
dimK A2 = N = dimK HH2(R),

dimK A3 = N − 1 = dimK HH3(R),
dimK A4 = N − 2 = dimK HH4(R).

Для степени m > 4 нужно доказать, что

dimK Am − dimK Am−4 =











0, если m ≡ 0, 4, 5 (mod 6),

2, если m ≡ 1, 3 (mod 6),

4, если m ≡ 2 (mod 6).

Рассмотрим отдельно каждый вычет по модулю 6.
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1. Пусть m ≡ 0 (mod 6). Мономы из Am, в которых есть e, на-
ходятся в однозначном соответствии с мономами из Am−4, в кото-
рых отсутствуют ur (r ∈ {1, 2}). В Am−4 есть два монома, содер-
жащие ur: u1h

t
1 и u2h

t
2, где t = m

6 − 1. Далее, в Am есть два моно-
ма, в которых отсутствует e, а именно: ht

1 и ht
2, где t = m

6 . Итого,

dimK Am = (dimK Am−4 − 2) + 2 = dimK Am−4.
2. m ≡ 1 (mod 6). Снова мономы из Am, в которых есть e, находятся

в однозначном соответствии с мономами из Am−4 без ur (r ∈ {1, 2}). В
Am−4 есть два монома, содержащие ur: zu1h

t
1 и zu2h

t
2, где t = m−1

6 −1.

Перечислим мономы без e из Am: zht
1, zh

t
2, wh

t
1 и wht

2, где t = m−1
6 .

Итого, dimK Am = (dimK Am−4 − 2) + 4 = dimK Am−4 + 2.
3. m ≡ 2 (mod 6). В Am−4 нет элементов с ur (r ∈ {1, 2}). В Am

есть следующие мономы без e: u1h
t
1, u2h

t
2, zwh

t
1 и zwht

2, где t = m−2
6 .

Имеем dimK Am = dimK Am−4 + 4.
4. m ≡ 3 (mod 6). В Am−4 нет элементов с ur (r ∈ {1, 2}). В Am есть

следующие мономы без e: zu1h
t
1 и zu2h

t
2, где t = m−3

6 . Таким образом,

dimK Am = dimK Am−4 + 2.
5. m ≡ 4 (mod 6). В Am−4 нет элементов с ur (r ∈ {1, 2}), в Am нет

мономов без e. Значит, dimK Am = dimK Am−4.
6. m ≡ 5 (mod 6). Как и в предыдущем пункте, в Am−4 нет элемен-

тов с ur (r ∈ {1, 2}), а в Am нет мономов без e. Итого, dimK Am =
dimK Am−4. �

Предложение 15. Для случаев (y2), (y3) и (у4)

dimK Am = dimK HHm(R).

Доказательство. Введём на A лексикографический порядок так, что

c1 < c2 < c3 < z < w1 < w2 < w3 < x1 < x3 < d1 < d2 < d3 <

< u1 < u2 < q < s1 < s2 < s3 < y1 < y3 < e < h1 < h2 < v1 < v2.

Произвольный моном из A представляется с точностью до константы
из K как

ckrz
iwj1

1 wj2
2 wj3

3 xa1

1 xa3

3 dg11 dg22 dg33 uℓ1
1 uℓ2

2 qαsp1

1 sp2

2 sp3

3 yb11 yb33 eεht1
1 ht2

2 vf11 vf22 .

Введём следующие элементарные шаги редукции:

wiu2 ⇒ zu2, widi ⇒ cisi (i ∈ Iw); xidi ⇒ ciyi (i ∈ Ix);

d2i ⇒ c2i e (i ∈ {1, 2, 3}); disi ⇒ ciwie (i ∈ Iw); diyi ⇒ cixie (i ∈ Ix);

wih2 ⇒ zh2, wiv2 ⇒ zv2 (i ∈ Iw); h1q ⇒ zv1, h2q ⇒ zv2.



КОГОМОЛОГИИ ХОХШИЛЬДА АЛГЕБР ДИЭДРАЛЬНОГО ТИПА 53

Применим эти шаги редукции к моному произвольной формы, а так-
же воспрользуемся следующими соотношениями в алгебре A: wiwj =
sisj = 0 (i, j ∈ Iw), xixj = yiyj = 0 (i, j ∈ Ix), didj = 0 (i, j ∈
{1, 2, 3}, i 6= j), uiuj = hihj = vivj = 0 (i, j ∈ {1, 2}, i 6= j), и полу-
чим, что любой моном из A имеет вид:

ckr1z
iwj

r2x
a
r3d

g
r4u

ℓ
r5q

αspr6y
b
r7e

εht
r8v

f
r9 ,

где r1, r4 ∈ {1, 2, 3}, r2, r6 ∈ Iw, r3, r7 ∈ Ix, r5, r8, r9 ∈ {1, 2}, а также
i, j, a, g, ℓ, α, p, b, f ∈ {0, 1}. Мономы, у которых ℓ = 1, имеют вид ziurh

t
r

(i ∈ {0, 1}). Если j = 1, то мономы имеют вид ckrwre
ε. Для случая a = 1

имеем мономы ckrxre
ε. Если g = 1, то мономы имеют вид ckrdre

ε. Для
α = 1 имеем qeε. Если p = 1, то мономы имеют вид ckrsre

ε. Если b = 1,
то ckryre

ε. Остальные мономы имеют вид ckr1z
ieεht

r2v
f
r3 (i, f ∈ {0, 1}).

Таким образом, имеем следующие мономы:

(1) ziurh
t
r, i ∈ {0, 1}, r ∈ {1, 2} (степени i+ 2 + 6t);

(2) ckrwre
ε, r ∈ Iw (степени 1 + 4ε);

(3) ckrxre
ε, r ∈ Ix (степени 1 + 4ε);

(4) ckrdre
ε, r ∈ {1, 2, 3} (степени 2 + 4ε);

(5) qeε (степени 2 + 4ε);

(6) ckrsre
ε, r ∈ Iw (степени 3 + 4ε);

(7) ckryre
ε, r ∈ Ix (степени 3 + 4ε);

(8) ckr1z
ieεht

r2v
f
r3 , i, f ∈ {0, 1}, r1 ∈ {1, 2, 3}, r2, r3 ∈ {1, 2},

ki = kt = kf = 0 (степени i+ 4ε+ 6t+ 7f).

Для степени m 6 4 перечислим все ненулевые мономы степени m и
покажем, что их количество совпадает с размерностью HHm(R).

1. Мономы степени 0:

1, ck1

1 (k1 = 1 . . . n3), ck2

2 (k2 = 1 . . . n1), ck3

3 (k3 = 1 . . . n2).

2. Мономы степени 1 для случая (у2):

z, ck2

2 w2 (k2 = 0 . . . n1 − 1),

ck1

1 x1 (k1 = 0 . . . n3 − 2),

ck3

3 x3 (k3 = 0 . . . n2 − 2).

3. Мономы степени 1 для случая (у3):

z, ck2

2 w2 (k2 = 0 . . . n1 − 1),

ck3

3 w3 (k3 = 0 . . . n2 − 1),

ck1

1 x1 (k1 = 0 . . . n3 − 2).
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4. Мономы степени 1 для случая (у4):

z, ck1

1 w1 (k1 = 0 . . . n3 − 1),

ck2

2 w2 (k2 = 0 . . . n1 − 1),

ck3

3 w3 (k3 = 0 . . . n2 − 1).

5. Мономы степени 2 для случая (у2):

u1, u2, q, ck1

1 d1 (k1 = 0 . . . n3 − 2),

ck2

2 d2 (k2 = 0 . . . n1 − 2),

ck3

3 d3 (k3 = 0 . . . n2 − 2).

6. Мономы степени 2 для случая (у3):

u1, u2, q, ck1

1 d1 (k1 = 0 . . . n3 − 2),

ck2

2 d2 (k2 = 0 . . . n1 − 1),

ck3

3 d3 (k3 = 0 . . . n2 − 2).

7. Мономы степени 2 для случая (у4):

u1, u2, q, ck1

1 d1 (k1 = 0 . . . n3 − 1),

ck2

2 d2 (k2 = 0 . . . n1 − 1),

ck3

3 d3 (k3 = 0 . . . n2 − 2).

8. Мономы степени 3 для случая (у2):

zu1, zu2, ck2

2 s2 (k2 = 0 . . . n1 − 1),

ck1

1 y1 (k1 = 0 . . . n3 − 2),

ck3

3 y3 (k3 = 0 . . . n2 − 2).

9. Мономы степени 3 для случая (у3):

zu1, zu2, ck2

2 s2 (k2 = 0 . . . n1 − 1),

ck3

3 s3 (k3 = 0 . . . n2 − 1),

ck1

1 y1 (k1 = 0 . . . n3 − 2).

10. Мономы степени 3 для случая (у4):

zu1, zu2, ck1

1 s1 (k1 = 0 . . . n3 − 1),

ck2

2 s2 (k2 = 0 . . . n1 − 1),

ck3

3 s3 (k3 = 0 . . . n2 − 1).

11. Мономы степени 4 для случая (у2):

e, ck1

1 e (k1 = 1 . . . n3 − 1), ck2

2 e (k2 = 1 . . . n1), ck3

3 e (k3 = 1 . . . n2 − 1).
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12. Мономы степени 4 для случая (у3):

e, ck1

1 e (k1 = 1 . . . n3 − 1), ck2

2 e (k2 = 1 . . . n1), ck3

3 e (k3 = 1 . . . n2).

13. Мономы степени 4 для случая (у4):

e, ck1

1 e (k1 = 1 . . . n3), ck2

2 e (k2 = 1 . . . n1), ck3

3 e (k3 = 1 . . . n2).

Из этого перечисления видно, что dimK Am = dimK HHm(R), если
m 6 4. Для степени m > 4 нужно доказать, что

dimK Am − dimK Am−4 =











0, если m ≡ 0, 4, 5 (mod 6),

2, если m ≡ 1, 3 (mod 6),

4, если m ≡ 2 (mod 6).

Рассмотрим отдельно каждый вычет по модулю 6.
1. Пусть m ≡ 0 (mod 6). Аналогично п. 1 из доказательства преды-

дущего предложения, в Am−4 есть два монома, содержащие ur: u1h
t
1

и u2h
t
2, где t = m

6 − 1. В Am есть два монома, в которых отсутствует

e, а именно: ht
1 и ht

2, где t = m
6 . Итого, dimK Am = dimK Am−4.

2. m ≡ 1 (mod 6). В Am−4 есть два монома, содержащие ur: zu1h
t
1

и zu2h
t
2, где t = m−1

6 − 1. Перечислим мономы без e из Am: zht1
1 ,

zht1
2 , ht2

1 v1 и ht2
2 v2, где t1 = m−1

6 , t2 = m−1
6 − 1. Итого, dimK Am =

(dimK Am−4 − 2) + 4 = dimK Am−4 + 2.
3. m ≡ 2 (mod 6). В Am−4 нет элементов с ur (r ∈ {1, 2}). В Am есть

следующие мономы без e: u1h
t1
1 , u2h

t1
2 , zht2

1 v1 и zht2
2 v2, где t1 = m−2

6 ,

t2 = m−2
6 − 1. Имеем dimK Am = dimK Am−4 + 4.

4. m ≡ 3 (mod 6). В Am−4 нет элементов с ur (r ∈ {1, 2}). В Am есть
следующие мономы без e: zu1h

t
1 и zu2h

t
2, где t = m−3

6 . Таким образом,

dimK Am = dimK Am−4 + 2.
5. m ≡ 4 (mod 6). В Am−4 нет элементов с ur (r ∈ {1, 2}), в Am нет

мономов без e. Значит, dimK Am = dimK Am−4.
6. m ≡ 5 (mod 6). Как и в предыдущем пункте, в Am−4 нет элемен-

тов с ur (r ∈ {1, 2}), а в Am нет мономов без e. Итого, dimK Am =
dimK Am−4. �
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The Hochschild cohomology ring for algebras of dihedral type which
form the family D(3K) (from the famous K. Erdmann’s classification) over
an algebraically closed field with characteristic different from 2 is described
in terms of generators and relations.
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