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§1. Введение

В работе [1] был рассмотрен вариант гомотопической категории
A(C), которая оказывается абелевой категорией. В случае, когда ис-
ходная абелева категория C богата инъективными объектами, катего-
рия A(C) также богата инъективными объектами, и в работе [1] были
описаны её инъективные объекты. В работе [2] были ослаблены усло-
вия, при которых A(C) является абелевой, в частности, это так для
предабелевой категории C. В настоящей работе мы переносим указан-
ные результаты из [1] на случай, когда исходная категория C предабе-
лева. При этом оказалось удобным использовать язык относительной
гомологической алгебры, некоторые фрагменты которой были разви-
ты в [3]. Основной результат работы формулируется с использованием
понятия инъективной структуры, введённого Марандой [4].

§2. Предварительные результаты

Пусть C – предабелева категория, т.е. аддитивная категория с яд-
рами и коядрами. Последовательность в C

0 → X
f

−→ Y
g

−→ Z → 0 (1)

называется короткой точной последовательностью, если f = ker g, g =
coker f. Квадрат

S :

A
σ

−−−−→ B
yτ

yτ ′

A′
σ′

−−−−→ B′

(2)

называется коуниверсальным, если для последовательности

A
(σ,−τ)T

−→ B ⊕A′
(τ ′, σ′)
−→ B′
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имеем (τ ′, σ′) = coker(σ,−τ)T. Дуально определяется понятие уни-
версального квадрата. Если квадрат (2) одновременно универсален и
коуниверсален, мы называем его биуниверсальным. Таким образом,
квадрат S из (2) биуниверсален, если и только если имеет место ко-
роткая точная последовательность

E(S) : 0 → A
(σ,−τ)T

−→ B ⊕A′
(τ ′,σ′)
−→ B′

→ 0. (3)

В работе [3] было введено понятие собственного класса коядер, кото-
рое обобщает классическое понятие собственного класса коротких точ-
ных последовательностей в абелевых категориях (см., например, [5])
(или равносильное ему понятие точной категории в смысле Квилле-
на [6]). Мы будем использовать двойственное понятие собственного
класса ядер.

Класс ω ядер (т.е. ядер некоторых морфизмов в C) называется соб-
ственным, если ω удовлетворяет следующим условиям.

P0. Расщепляемые мономорфизмы лежат в ω.
P1. Композиция ядер из ω, если она определена, также лежит в ω.
P2. Для коуниверсального квадрата вида (2), в котором σ ∈ ω, так-

же имеем σ′ ∈ ω.
P3. Если τσ ∈ ω, где τ – ядро, то σ ∈ ω.
Любое ядро из собственного класса ω называется ω-собственным.
Отметим, что из аксиом P0–P3 вытекает более сильная форма усло-

вия P3 (см. [3, лемма 1.1]), а именно, для собственного класса ядер ω
выполняется условие

P3*. Если τσ ∈ ω (а τ произволен), то σ ∈ ω.
Легко проверяется, что класс ω0, состоящий из всех расщепляю-

щихся мономорфизмов, является собственным. Ясно также, что любой
расщепляющийся мономорфизм σ : X → Y вкладывается в диаграмму
прямой суммы, т. е. существуют морфизмы τ : Y → Z и π, ρ такие, что
πσ = idX , τρ = id Z , σπ + ρτ = id Y .

Обозначим через Jω(C) класс ω-инъективных объектов в C. Говорят,
что категория C богата ω-инъективными объектами, если для любого
объекта X категории C существует ω-собственное ядро i : X → Q, для
которого Q ∈ Jω(C).

Короткая точная последовательность (1) называется ω-собственной,
если в ней f ∈ ω. Биуниверсальный квадрат S из (2) называется ω-
собственным, если ω-собственной является соответствующая ему ко-
роткая точная последовательность E(S) из (3).
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Предложение 1. Предположим, что левый и правый квадраты сле-

дующей диаграммы ω-собственные:

A
α

−−−−→ B
β

−−−−→ C

f
y yg yh

A′ −−−−→
α′

B′ −−−−→
β′

C′ .

(4)

Тогда объемлющий квадрат этой диаграммы также ω-собственный.

Доказательство. Ясно, что объемлющий квадрат диаграммы (4) би-
универсален. Далее, по предположению

(
α

−f

)
∈ ω,

(
β

−g

)
∈ ω;

кроме того, ввиду [3, лемма 1.1] имеем (β,−g)T ⊕ idA′ ∈ ω. Поскольку



β 0
−g 0
0 1




(
α

−f

)
=



1 0
0 α′

0 1




(
βα

−f

)
,

то (βα,−f)T ∈ ω. �

Пусть E – произвольная категория. Для класса морфизмов M кате-
гории E через Φ(M) обозначим класс объектов из E , которые инъек-
тивны относительно всех морфизмов из M. Для класса объектов Q в
E через Ψ(Q) обозначим класс морфизмов в E , относительно которых
инъективны все объекты из Q. Пара (M,Q), где M – класс морфиз-
мов, а Q – класс объектов в E , называется инъективной структурой [4],
если выполняются условия:
(IS1) M = ΨΦ(M);
(IS2) Q = ΦΨ(Q);
(IS3) для любого объекта X категории E существует морфизм i : X →

Q, принадлежащий M, и такой, что Q ∈ Q.
Класс M := ΨΦ(M) назовём замыканием класса морфизмов M.

Легко видеть, что если для пары (M,Q := Φ(M)) выполняется условие
(IS3), то замыкание M состоит из морфизмов i, для которых найдётся
морфизм j такой, что ji ∈ M.
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В категории Mor C морфизмов предабелевой категории C рассмот-
рим идеал I, состоящий из морфизмов α = (α1, α0) : b → c, описывае-
мых коммутативными квадратами вида

B1
b

−−−−→ B0

α1

y yα0

C1
c

−−−−→ C0,

(5)

для которых выполняется следующее условие:

существует морфизм h : B0 → C1 такой, что α0 = ch.

Обозначим через A(C) фактор-категорию категории Mor C по идеа-
лу I. Композиция морфизмов в A(C) обозначается: α ∗ β. Кроме того,
класс морфизма α : b → c мы будем обозначать также через α. Ка-
тегорию A(C) можно интерпретировать как некоторый вариант гомо-
топической категории (см. [1, 2]). Ввиду [2, теорема 3] A(C) – абелева
категория.

Предложение 2. Морфизм α : b → c в категории A(C) является

мономорфизмом тогда и только тогда, когда он может быть пред-

ставлен в виде α = α̃∗λ, где λ – изоморфизм, а морфизм α̃ представ-

ляется универсальным квадратом.

Доказательство. Напомним (см. [2, теорема 3]), что ядро kerα мор-
физма α (в категории A(C) ) можно описать следующим образом. По-
строим универсальный квадрат

B̃
b̃

−−−−→ B0

α̃1

y yα0

C1 −−−−→
c

C0,

а также морфизмы (в C) i : K → C1, ĩ : K → B̃, ℓ : B1 → B̃ так, что

i = ker c, ĩ = ker b̃, α̃1 ĩ = i, b̃ ℓ = b, α̃1 ℓ = α1.
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Тогда kerα представляется квадратом

B1 ⊕K
(ℓ,̃i)

−−−−→ B̃

(1,0)
y y

b̃

B1 −−−−→
b

B0.

(6)

Если kerα = 0, то найдётся морфизм h такой, что bh = b̃. Тогда
непосредственно проверяется, что

λ = (ℓ, idB0
) : b→ b̃, η = (h, idB0

) : b̃→ b

– взаимно обратные морфизмы; при этом α = α̃ ∗ λ, где α̃ = (α̃1, α0).
Обратно, достаточно проверить, что если квадрат (5) универсален,

то α – мономорфизм. Но в этом случае квадрат (6) принимает вид

B1 ⊕K
(idB1

, ĩ)
−−−−−→ B1

(1,0)
y yb

B1 −−−−→
b

B0.

Поскольку b = b · idB1
, то kerα = 0. �

3. Основные результаты.

Пусть ω – собственный класс ядер в предабелевой категории C. Мор-
физм f в категории C назовём ω-регулярным, если f представляется в
виде f = µν, где ν – коядро, µ – ядро, и при этом µ, ker ν ∈ ω. Ясно, что
в этом случае µ = im f , ν = coim f . Объект категории A(C) называется
ω-регулярным, если он изоморфен объекту вида b : B1 → B0, где b –
ω-регулярный морфизм. Через Aω обозначим полную подкатегорию,
состоящую из ω-регулярных объектов.

Последовательность в C

0 → X
f

−→ Y
g

−→ Z

называется ω-сбалансированной, если g – ω-регулярный морфизм и
f = ker g. Универсальный квадрат вида (2) называется ω-сбалансиро-
ванным, если ω-сбалансирована соответствующая ему последователь-
ность

0 → A
(σ,−τ)T

−→ B ⊕A′
(τ ′, σ′)
−→ B′.
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Мономорфизм α в категории A(C) называется ω-сбалансированным,
если он может быть представлен ω-сбалансированным универсальным
квадратом. Через Nω обозначим класс мономорфизмов в A(C), пред-
ставляющихся в виде α = α̃ ∗ λ, где λ – изоморфизм, а α̃ – ω-сбалан-
сированный мономорфизм.

Через Rω обозначим класс объектов в A(C), изоморфных объектам

вида I1
i

−→ I0, где I1, I0 ∈ Jω(C).

Предложение 3. Любой объект I ∈ Rω инъективен относительно

любого морфизма из Nω.

Доказательство. Достаточно рассмотреть I=
(
I1

i
−→ I0

)
, где I1, I0 ∈

Jω(C). Пусть α : b → c – мономорфизм из Nω; можно считать, что α
представляется ω-сбалансированным универсальным квадратом (5), и
таким образом, в C имеется ω-сбалансированная последовательность

0 → B1
(b,−α1)

T

−→ B0 ⊕ C1
(α0,c)
−→ C0,

в частности, (α0, c) = µν, где ν = coker(b,−α1)
T и µ ∈ ω. Пусть ϕ =

(ϕ1, ϕ0) : b→ i – морфизм в A(C). Так как (b,−α1)
T ∈ ω, то существует

морфизм ψ = (ψ′, ψ′′) : B0 ⊕ C1 → I1 такой, что

ϕ1 = ψ ·

(
b

−α1

)
= ψ′b− ψ′′α1.

Тогда
ϕ0b = iϕ1 = iψ′b− iψ′′α1,

следовательно,
(ϕ0 − iψ′)b+ iψ′′α1 = 0,

и потому найдётся морфизм θ̃, для которого

θ̃ν = (ϕ0 − iψ′,−iψ′′).

Так как µ ∈ ω, а I0 ∈ Jω(C), то существует θ0 такой, что θ0µ = θ̃.
Окончательно получаем:

θ0(α0, c) = θ0µν = (ϕ0 − iψ′,−iψ′′),

т.е. {
θ0α0 = ϕ0 − iψ′,

θ0c = −iψ′′.

Полагая θ1 := −ψ′′, получаем морфизм (в A(C)) θ = (θ1, θ0) : c → i,
для которого ϕ = θ ∗ α. �
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Через Mω обозначим подкласс в Nω, состоящий из морфизмов, дей-
ствующих между объектами подкатегории Aω.

Теорема 4. Предположим, что категория C богата ω-инъективны-

ми объектами. Тогда для любого объекта (B1
b

−→ B0) из Aω суще-

ствует морфизм α : b → i из Mω, для которого i : I1 → I0 – такой

(ω-регулярный) морфизм, что I1, I0 ∈ Jω(C).

Доказательство. Можно считать, что b – ω-регулярный морфизм.
Мы докажем, что в этом случае в качестве α : b → i можно взять ω-
сбалансированный мономорфизм.

Пусть ζ := ker b : K → B1. Рассмотрим ω-собственное ядро ζ′ : K →

I1, где I1 ∈ Jω(C). Так как ζ ∈ ω, то существует морфизм ϕ1 такой,
что ϕ1ζ = ζ′. Построим коуниверсальный квадрат S1 на морфизмах
ϕ1 и ν := coim b:

S1 :

B1
ν

−−−−→ V

ϕ1

y yϕ̃

I1 −−−−→
ν′

V ′.

Ясно, что ν ′ = coker ζ′. Докажем, что S1 – ω-собственный биуни-
версальный квадрат. Для этого построим следующую коммутативную
диаграмму

K
ζ′

−−−−→ I1
ν′

−−−−→ V ′

−ζ
y y(0,1)T

∥∥

B1 −−−−−−→
(ν,−ϕ1)T

V ⊕ I1 −−−−→
(ϕ̃,ν′)

V ′;

(7)

здесь (ϕ̃, ν ′) = coker(ν,−ϕ1)
T. Легко проверяется, что левый квадрат

этой диаграммы коуниверсален. Так как ζ′ ∈ ω, то по аксиоме P2 соб-
ственного класса получаем, что (ν,−ϕ1)

T ∈ ω, и тогда (ν,−ϕ1)
T =

ker(ϕ̃, ν ′). Таким образом, нижняя строка в диаграмме (7) оказывает-
ся ω-собственной короткой точной последовательностью, что означает,
что квадрат S1 и биуниверсальный и ω-собственный.
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Теперь построим коуниверсальный квадрат S2 на морфизмах ϕ̃ и
µ := im b:

S2 :

V
µ

−−−−→ B0

ϕ̃
y yψ

V ′ −−−−→
λ

W ;

поскольку µ ∈ ω, то λ ∈ ω. Кроме того,

(1, 0)

(
µ

−ϕ̃

)
= µ ∈ ω,

и по свойству P3* получаем, что

(
µ

−ϕ̃

)
∈ ω, т.е.

0 → V
(µ,−ϕ̃)T

−→ B0 ⊕ V ′
(ψ,λ)
−→ W → 0

ω-собственная короткая точная последовательность, а квадрат S2 – би-
универсальный ω-собственный. Пользуясь предложением 1, получаем
следующий ω-собственный биуниверсальный квадрат

B1
b

−−−−→ B0

ϕ1

y yψ

I1 −−−−→
λν′

W.

Наконец, рассмотрим ω-собственное ядро λ′ : W → I0, где I0 ∈ Jω(C).
Полагая

ϕ0 := λ′ψ, µ′ := λ′λ, i := µ′ν ′,

получаем ω-сбалансированный универсальный квадрат, который опре-
деляет ω-сбалансированный мономорфизм ϕ = (ϕ1, ϕ0) : b → i; при
этом i ω-регулярен, поскольку µ′ ∈ ω. �

Через Qω обозначим подкласс объектов из Rω, лежащих в подкате-
гории Aω.

Следствие 5. Пусть категория C богата ω-инъективными объек-

тами. Если объект X ∈ Aω инъективен относительно всех морфиз-

мов из Mω, то X изоморфен прямому слагаемому некоторого объекта

из Qω.



28 А. И. ГЕНЕРАЛОВ, Н. С. ЖАМКОВ

Доказательство. По теореме 4 существует морфизм α : X → I из
Mω, где I ∈ Qω. Так как X инъективен относительно α, то α – расщеп-
ляющийся мономорфизм. �

Дополнительную информацию об объектах из класса Qω дает сле-
дующее утверждение.

Предложение 6. Пусть категория C богата ω-инъективными объ-

ектами. Любой объект X ∈ Aω, инъективный относительно всех

морфизмов из Mω, изоморфен (в A(C)) некоторому объекту из Rω .

Доказательство. Ввиду следствия 5 имеет место диаграмма прямой
суммы

X

α

⇄
π

I

ρ

⇄
β

Y,

где I ∈ Qω. Рассмотрим идемпотентный морфизм

ε = (ε1, ε0) := βρ : I → I.

С одной стороны, coker ε = cokerβ = π : I → X. С другой стороны,
ввиду [2, предложение 1] коядро морфизма ε может быть задано квад-
ратом

I1
i

−−−−→ I0

(0,1)T
y ∥∥

I0 ⊕ I1 −−−−→
(ε0,i)

I0.

Следовательно, X ≃ (I0 ⊕ I1
(ε0,i)
−→ I0). �

Из предыдущих результатов вытекает основной результат работы.

Теорема 7. Предположим, что предабелева категория C богата ω-

инъективными объектами. Тогда пара (Mω,Qω) – инъективная

структура в категории Aω.

Замечание. Напомним, что Mω = ΨΦ(Mω) – обозначает замыкание
класса Mω.

Доказательство теоремы 7. Ясно, что ΨΦ(Mω) = Mω. Ввиду пред-
ложения 3 получаем, что

Qω = Φ(Mω) = Φ(Mω),
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и тогда ΦΨ(Qω) = Qω. Наконец, справедливость условия (IS3) для
указанной пары следует из теоремы 4. �
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