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§1. Введение

1.1. Постановка задачи. Пусть Ω – выпуклая область в комплекс-
ной плоскости C, O(Ω) – пространство аналитических функций с то-
пологией равномерной сходимости на компактах, O∗(Ω) – сильное со-
пряженное к O(Ω), S – функционал из O∗(Ω). По свойствам аналити-
ческих функционалов для любого f ∈ O(Ω) имеем

〈S, f 〉 =

∫

d

f(z) dµ,

где d – компакт в Ω, µ – комплексная мера, сосредоточенная на d [1, §4].
Подберем открытый круг U := {h : |h| < ε} и выпуклую область Ω0 из
условий:Ω0+U ⊆ Ω и S ∈ O∗(Ω0). Далее выберем произвольный непре-
рывный эндоморфизм A пространства целых функций O(C). Диффе-
ренциальный оператор

Th : f 7→

∞∑

n=0

A(ehλ)(n)(0)

n!
Dn(f)

называется оператором A-сдвига (на шаг h ∈ U), если он действует
из пространства O(Ω) в пространство O(Ω0) и является непрерывным.
Для произвольного оператора A-сдвига Th определен линейный опе-
ратор MS , который любой функции f ∈ O(Ω) ставит в соответствие
A-свертку 〈S, Th(f) 〉 функции f и функционала S. Если линейный
оператор MS действует из пространства O(Ω) в пространство O(Uε) и
является непрерывным, то его называют оператором A-свертки. Экс-
поненциальные полиномы, являющиеся решениями однородного урав-
нения A-свертки

MS(f) = 0, f ∈ O(Ω), (1)

Ключевые слова: экспоненциальный синтез, спектральный синтез, оператор ти-
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называются элементарными решениями этого уравнения. Говорят, что
для однородного уравнения A-свертки справедлива аппроксимацион-

ная теорема, если любое решение этого уравнения можно аппрокси-
мировать в пространстве O(Ω) его элементарными решениями.

В работе [2] сформулированы некоторые условия, выполнимость ко-
торых обеспечивает справедливость аппроксимационной теоремы для
уравнения (1). Одно из этих условий предполагает, что эндоморфизм
A является оператором симметризации, то есть

A(1) = 1, A(C[λ]) = C[π(λ)], (2)

где π(λ) – какая-либо целая функция минимального типа при поряд-
ке ρ = 1, C[λ] – кольцо многочленов, C[π(λ)] – кольцо π-симметрич-
ных многочленов. При выполнении этого условия множество WS ре-
шений уравнения (1) является замкнутым подпространством в O(Ω),
инвариантным относительно дифференциального оператора π(D). Это
позволяет свести проблему справедливости аппроксимационной теоре-
мы (задачу экспоненциального синтеза) к решению задачи спектраль-
ного синтеза для оператора π(D) по отношению к подпространству
WS ⊆ O(Ω). Возникает вопрос: является ли условие (2) необходимым
для справедливости аппроксимационной теоремы?

В данной статье мы дадим отрицательный ответ на этот вопрос.
Точнее, мы выделим некоторую совокупность однородных уравнений
A-свертки и покажем, что для этих уравнений условие симметризации
в форме (2) не является необходимым. Более того, мы ослабим это
условие и покажем, что новое условие симметризации уже не может
быть опущено, если предполагается, что аппроксимационная теорема
для таких уравнений справедлива.

1.2. Однородные уравнения q-сторонней свертки. Выберем
произвольное натуральное q и произвольный набор комплексных чи-
сел a0, . . . , aq−1, не все из которых равны нулю. Символом ωq обозна-
чим комплексное число exp 2πi

q
. Рассмотрим линейный непрерывный

эндоморфмизм

A : g(λ) 7→

q−1∑

k=0

akg(ω
k
qλ) (3)
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пространства целых функций O(C). Оператор A порождает соответ-
ствующий оператор A-сдвига

Th : f(z) 7→

q−1∑

k=0

akf(z + ωk
qh) (4)

(предложение 1, предложение 2). Этот оператор принято называть
оператором q-стороннего сдвига (на шаг h). Выберем произвольную
функцию f ∈ O(Ω) и произвольный аналитический функционал S ∈
O∗(Ω). При достаточно малом ε > 0 на круге U определена аналитиче-
ская функция h 7→ 〈S, Th(f) 〉, которая называется q-сторонней сверт-
кой функции f и функционала S. Линейный оператор f 7→ 〈S, Th(f) 〉
называется оператором q-сторонней свертки. Однородное уравнение

〈
S,

q−1∑

k=0

akf(z + ωk
qh)

〉
= 0, f ∈ O(Ω), (5)

принято называть однородным уравнением q-сторонней свертки.
Известны два важных случая, в которых аппроксимационная теоре-

ма для однородного уравнения q-сторонней свертки оказывается спра-
ведливой. В первом случае предполагается, что лишь один из коэф-
фициентов a0, . . . , aq−1 отличен от нуля. В этом случае однородное
уравнение q-сторонней свертки равносильно однородному уравнению
свертки

〈Sj , f(z + h)〉 = 0, f ∈ O(Ω).

Справедливость аппроксимационной теоремы для однородных уравне-
ний свертки доказана в работе [3]. Во втором случае предполагается,
что a0 = · · · = aq−1. В этом случае однородное уравнение q-сторонней
свертки равносильно однородному уравнению

〈
S,

q−1∑

k=0

f(z + ωk
qh)

〉
= 0, f ∈ O(Ω).

Уравнения такого вида впервые исследованы в работе [4] и обобщены
в работе И. Ф. Красичкова-Терновского [5]. Справедливость аппрок-
симационной теоремы для таких уравнений следует из более раннего
результата С. Г. Мерзлякова [6]. Результаты статей [4–6] не распро-
страняются на однородные уравнения q-сторонней свертки (5), так как
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уже при q = 3 существует уравнение вида (5), для которого аппрок-
симационная теорема не выполняется [7]. Остается открытой следу-
ющая задача: найти точные условия на коэффициенты однородного
уравнения (5), при выполнении которых аппроксимационная теорема
выполняется.

1.3. Основной результат. Пусть π(λ) – целая функция минималь-
ного типа при порядке 1. Линейный непрерывный операторA : O(C) →
O(C) называется оператором π-симметризации (в обобщенном смыс-
ле), если существует такая целая функция π0(λ) 6≡ 0, что

A(π0(λ)) = π0(λ), A(C[λ]) = π0(λ)C[π(λ)].

Говорим, что оператор A : O(C) → O(C) является оператором сим-

метризации, если он является оператором π-симметризации при неко-
торой целой функции π(λ). Если целая функция π0(λ) 6≡ 0 удовле-
творяет условию A(π0(λ)) = π0(λ), то ее называют неподвижной точ-
кой оператора A. Согласно обобщенному определению любой оператор
симметризации обладает неподвижной точкой, которая не обязана сов-
падать с константой.

В статье доказана следующая теорема: аппроксимационная теоре-

ма для однородного уравнения q-сторонней свертки справедлива при

любом выборе выпуклой области Ω и функционала S ∈ O∗(Ω) тогда

и только тогда, когда оператор (3) является оператором симметри-

зации (теорема 3).
Оператор (3) является оператором симметризации при некоторых

условиях на коэффициенты уравнения (5) (предложение 4, предло-
жение 5). Эти условия гарантируют выполнимость аппроксимацион-
ной теоремы для уравнения (5) и являются точными. Их невыполне-
ние означает, что найдется такая выпуклая область Ω и функционал
S ∈ O∗(Ω), что не всякое решение уравнения (5) с такими коэффициен-
тами аппроксимируется внутри области Ω элементарными решениями
этого уравнения. Доказательство теоремы 3 основано на идеях постро-
ения различных контрпримеров из работ [3, 6–8].

Из теоремы 3 вытекает, что используемая в статьях [2,9] связь зада-
чи экспоненциального синтеза (для однородных уравнений типа сверт-
ки) и задачи спектрального синтеза (для дифференциальных операто-
ров с постоянными коэффициентами) в пространствах аналитических
функций не является случайной и носит принципиальный характер.
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§2. Оператор q-стороннего сдвига

2.1. Оператор A. Выберем произвольный набор комплексных чисел
a0, . . . , aq−1, не все из которых равны 0. Символом a обозначим вектор
(a0, . . . , aq−1), а символом b обозначим вектор (b0, . . . , bq−1), где

bn :=

q−1∑

k=0

ωkn
q ak, (6)

n ∈ {0, . . . , q − 1}, ωq – комплексное число exp 2πi
q

. Определитель ∆

системы линейных уравнений (6) совпадает с определителем Вандер-
монда и, значит, отличен от нуля. Следовательно, неравенство |a0| +
· · ·+ |aq−1| > 0 влечет неравенство |b0|+ · · ·+ |bq−1| > 0, то есть не все
числа b0, . . . , bq−1 равны нулю. Определим целое n0 ∈ {0, 1, . . . , q−1} из
условий: n0 := 0, если b0 6= 0; n0 := k, если b0 = · · · = bk−1 = 0 и bk 6= 0.
Набор комплексных чисел a0, . . . , aq−1, не все из которых равны 0, бу-
дем называть приведенным, если bn0 = 1. Понятно, что произвольный
набор комплексных чисел a0, . . . , aq−1, не все из которых равны нулю,
можно сделать приведенным, если разделить каждое из этих чисел на
число bn0 6= 0.

Выберем произвольный приведенный набор комплексных чисел
a0, . . . , aq−1. Вектор a := (a0, . . . , aq−1) однозначно определяет линей-
ный непрерывный оператор A, действующий в пространстве целых
функций O(C) по правилу (3). Замечаем, что A(λn0 ) = λn0 , то есть
одночлен λn0 является неподвижным элементом эндоморфизма A.

2.2. Оператор A-сдвига. Пусть Ω0,Ω – односвязные области в ком-
плексной плоскости C, U – открытый круг с центром в нуле. Считаем,
что Ω0 + U ⊆ Ω и пространства аналитических функций O(Ω0), O(U)
и O(Ω) наделены топологиями равномерной сходимости на компактах.
Выберем произвольное h ∈ U и рассмотрим дифференциальный опе-
ратор бесконечного порядка

f 7→
∞∑

n=0

bn
hn

n!
f (n), (7)

где коэффициенты bn, n ∈ Z+ определены по правилу (6).

Предложение 1. Дифференциальный оператор (7) действует из

пространства O(Ω) в пространстство O(Ω0) и является операто-

ром A-сдвига.
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Доказательство. Во-первых, простые преобразования

A(ehλ) =

q−1∑

k=0

ake
ωk

qhλ =

q−1∑

k=0

ak

∞∑

n=0

1

n!

(
ωk
qhλ

)n

=

∞∑

n=0

(
q−1∑

k=0

ωkn
q ak

)
hn

n!
λn =

∞∑

n=0

bn
hn

n!
λn

показывают, что характеристическая функция дифференциального
оператора (7) совпадает с образом A(ehλ). Во-вторых, пусть d – ком-
пакт в Ω0, Uε – круг {z : |z| < ε}. Существует такой компакт d′ ⋐ Ω,
что при некотором ε > |h| выполняется вложение d+ Uε ⊆ d′. Значит,
для любой функции f ∈ O(Ω) и любого z ∈ d имеем

∞∑

n=0

∣∣f (n)(z)
∣∣

n!
|h|

n
6

∞∑

n=0

M(d′)

εn
|h|

n
=

ε

ε− |h|
M(d′),

где M(d′) – максимум модуля функции f на компакте d′. При этом
для любого n ∈ {0, 1, . . .}

|bn| =

∣∣∣∣∣

q−1∑

k=0

ωkn
q ak

∣∣∣∣∣ 6
q−1∑

k=0

|ak| 6 q |a| .

Отсюда вытекает, что для любой функции f ∈ O(Ω) и любого z ∈ d
∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

bn
hn

n!
f (n)(z)

∣∣∣∣∣ 6 q |a|

∞∑

n=0

M(d′)

εn
|h|

n
=

εq |a|

ε− |h|
M(d′).

Это означает, что дифференциальный оператор (7) действует из про-
странства O(Ω) в пространство O(Ω0) и является непрерывным. Сле-
довательно, дифференциальный оператор (7) является оператором A-
сдвига. Предложение доказано. �

2.3. Оператор q-стороннего сдвига. Пусть f ∈ O(Ω). Для любых
h ∈ U и z ∈ Ω0 имеем

Th(f) :=

∞∑

n=0

bn
hn

n!
f (n)(z) =

∞∑

n=0

(
q−1∑

k=0

ωkn
q ak

)
hn

n!
f (n)(z)

=

q−1∑

k=0

ak

∞∑

n=0

f (n)(z)

n!

(
ωk
qh
)n

=

q−1∑

k=0

akf(z + ωk
qh).
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Это означает, что оператор A-сдвига Th совпадает с оператором вида

O(Ω) → O(Ω0) | f(z) 7→

q−1∑

k=0

akf(z + ωk
qh), (8)

где |a0|+ · · ·+ |aq−1| > 0. Оператор (8) принято называть оператором

q-стороннего сдвига (на шаг h ∈ U). Из сказанного выше следует, что
всякий оператор q-стороннего сдвига совпадает с дифференциальным
оператором вида

O(Ω) → O(Ω0)| f(z) 7→

∞∑

n=0

bn
hn

n!
f (n)(z), (9)

где bn ∈ C. Понятно, что не всякий дифференциальный оператор вида
(9) с произвольными коэффициентами bn ∈ C является оператором
q-стороннего сдвига. Точные условия, при которых это выполняется,
дает следующее предложение.

Предложение 2. Дифференциальный оператор вида (9) является

оператором q-стороннего сдвига тогда и только тогда, когда коэф-

фициенты bn удовлетворяют следующим условиям:
1) bn+q = bn для любого n ∈ Z+;
2) |b0|+ · · ·+ |bq−1| > 0.

Если дифференциальный оператор вида (9) является оператором q-
стороннего сдвига, то по условию 1) предложения 2 коэффициенты bn,
n ∈ Z+, однозначно восстанавливаются по вектору b := (b0, . . . , bq−1).
При этом вектор b определяется по вектору a := (a0, . . . , aq−1) с помо-
щью соотношений (6), а вектор a определяется по вектору b с помощью
соотношений ak = ∆k/∆, k ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, в которых ∆k – опре-
делитель, полученный из определителя Вандермонда ∆, заменой k-го
столбца на столбец, составленный из коэффициентов b0, . . . , bq−1. Лег-
ко убедиться, что существует более простое средство восстановления
вектора a по вектору b.

Предложение 3. Если дифференциальный оператор вида (9) являет-

ся оператором q-стороннего сдвига, то коэффициенты a0, . . . , aq−1 со-

ответствующего оператора q-стороннего сдвига (8) однозначно вос-

станавливаются по вектору b с помощью следующих соотношений

ak =
1

q

q−1∑

n=0

ω−kn
q bn, k ∈ {0, . . . , q − 1}. (10)
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2.4. Индикатор оператора q-стороннего сдвига. Выберем про-
извольный приведенный набор комплексных чисел a0, . . . , aq−1 и рас-
смотрим оператор q-стороннего сдвига (8), действующий из простран-
ства O(Ω) в пространство O(Ω0). В силу предложения 3 вектор a :=
(a0, . . . , aq−1) однозначно определяется по вектору b := (b0, . . . , bq−1).
Выделим среди компонент вектора b лишь те, которые отличны от ну-
ля. Для этого символом nA обозначим совокупность целых неотрица-
тельных чисел n0, . . . , nν−1, удовлетворяющих следующим условиям:

1) 0 6 n0 < · · · < nν−1 6 q − 1;
2) если n ∈ {n0, . . . , nν−1}, то bn 6= 0;
3) если n ∈ {0, . . . , q − 1} \ {n0, . . . , nν−1}, то bn = 0.

Совокупность nA := {n0, . . . , nν−1} будем называть индикатором опе-
ратора q-стороннего сдвига Th. По условию 2) из предложения 2 ин-
дикатор nA не является пустым, значит, ν > 1. Более того, по опре-
делению приведенной системы комплексных чисел a0, . . . , aq−1 имеем
bn0 = 1. Будем говорить, что индикатор nA периодичен, если существу-
ет такое q0 ∈ N, что для всех k ∈ {0, . . . , ν− 1} выполняется равенство
nk+1 = nk + q0, где nν := n0 + q. Отметим, что индикатор nA перио-
дичен, если ν = 1 или q 6 2. Следующее предложение дает описание
условия периодичности индикатора nA в терминах вектора a.

Предложение 4. Индикатор nA оператора q-стороннего сдвига Th
периодичен тогда и только тогда, когда выполняются следующие ус-

ловия:
1) q = q0ν при некоторых q0, ν ∈ {1, . . . , q};
2) ak+ν = ω−νn0

q ak для любого k ∈ {0, . . . , q − ν − 1};

3)
∑ν−1

k=0 ω
knj
q ak 6= 0 для любого j ∈ {0, . . . , ν − 1}.

Для доказательства предложения 4 достаточно заметить, что перио-
дичность индикатор nA оператора q-стороннего сдвига Th равносильна
представлению его элементов nj ∈ nA в виде nj := q0j + n0, где q0 –
некоторое натуральное число, удовлетворяющее условию q0ν = q.

2.5. Оператор симметризации. Свойство периодичности индика-
тора nA оператора q-стороннего сдвига Th тесно связано со свойством
симметризации (в обобщенном смысле) оператора A. Справедливо сле-
дующее предложение.

Предложение 5. Индикатор nA оператора q-стороннего сдвига Th
периодичен тогда и только тогда, когда оператор A является опера-

тором симметризации.
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Доказательство. Предположим, что индикатор nA оператора q-сто-
роннего сдвига периодичен. Учитывая условие 1) из предложения 2,
заключаем, что

{A(λn) : n = 0, 1, . . . } = {bn0+q0kλ
n0+q0k : k = 0, 1, . . .},

где все коэффициенты bn0+q0k отличны от нуля. Отсюда вытекает, что
A(C[λ]) = λn0C[λq0 ]. Это означает, что оператор A является операто-
ром π-симметризации, где π0(λ) := λn0 , π(λ) := λq0 . Обратно. Пред-
положим, что оператор A является оператором π-симметризации, где
π(λ) – некоторая целая функция. Тогда A(π0(λ)) = π0(λ) и A(C[λ]) =
π0(λ)C[π(λ)] при некоторой π0 ∈ O(C). Из условия A(π0(λ)) = π0(λ)
вытекает, что π0(λ) = λn0 , то есть A(λn0 ) = λn0 . Из условия A(C[λ]) =
λn0C[π(λ)] вытекает, что π(λ) = λq0 , то есть кольцо C[π(λ)] совпадает
с кольцом C[λq0 ]. Значит, если n − n0 не делится на q0, то bn = 0.
Это означает, что индикатор nA совпадает с множеством {n0, n0 +
q0, . . . , n0 + q0(ν − 1)} и, следовательно, периодичен. Предложение до-
казано. �

§3. Синтез в ядре оператора q-сторонней свертки

3.1. Оператор q-сторонней свертки. Выберем произвольный опе-
ратор q-стороннего сдвига Th, произвольную функцию f ∈ O(Ω) и
произвольный линейный непрерывный функционал S на пространстве
O(Ω0). При фиксированных S и U линейный оператор MS : O(Ω) →
O(U) | f 7→ 〈S, Th(f) 〉 называется оператором q-сторонней свертки.
Вполне стандартные выкладки позволяют убедиться в справедливости
следующих двух свойств этого оператора (см., например, [2, 3]).

Предложение 6. Оператор q-сторонней свертки является непре-

рывным.

Предложение 7. Ядро WS оператора q-сторонней свертки инвари-

антно относительно оператора q-кратного дифференцирования Dq.

Пусть O∗(Ω) – сильное сопряженное к пространству O(Ω); LΩ –
преобразование Лапласа; P (Ω) – полный образ LΩ. Отображение LΩ :
O∗(Ω) → P (Ω) каждому функционалу S ∈ O∗(Ω) ставит в соответствие
целую функцию экспоненциального типа ϕ(λ) := 〈S, eλz 〉 (характери-
стическую функцию функционала S). Известно, что отображение LΩ

является взаимно однозначным. Оно индуцирует в P (Ω) отделимую
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локально выпуклую топологию. Символом L∗

Ω обозначим сопряжен-
ное к отображению LΩ. Воспользуемся рефлексивностью пространства
O(Ω) и отождествим это пространство с его вторым сопряжённым про-
странством. Тогда оператор L∗

Ω осуществляет изоморфизм сильного
сопряженного пространства P ∗(Ω) на пространство O(Ω).

Если u : O(Ω) → O(U) – линейный непрерывный оператор, u∗ :
O∗(U) → O(Ω) – его сопряженный оператор, то оператор u⊛ := LΩ ◦
u∗ ◦ L−1

U действует из пространства P (U) в пространство P (Ω) и на-
зывается дуальным по отношению к оператору u. Легко убедиться в
справедливости следующего предложения [2, §4, свойство 6].

Предложение 8. Дуальный оператор M⊛
S : P (U) → P (Ω) по от-

ношению к оператору q-сторонней свертки действует по правилу

g 7→ ϕA(g), где ϕ := LΩ0(S) – характеристическая функция функ-

ционала S.

3.2. Экспоненциальный синтез. Пространство решений f ∈ O(Ω)
однородного уравнения q-сторонней свертки (5) совпадает с ядром WS

оператора q-сторонней свертки и, как отмечено выше (предложения
6 и 7), является замкнутым Dq-инвариантным подпространством в
пространстве O(Ω). Экспоненциальные полиномы, удовлетворяющие
уравнению (5), принято называть элементарными решениями этого
уравнения. Семейство элементарных решений этого уравнения не яв-
ляется пустым. Легко убедиться, например, что оно включает экспо-
ненциальные одночлены eλz, zeλz, . . . , zm−1eλz, где λ – произвольный
нуль (кратности m) характеристической функции ϕ функционала S.
Первое описание семейства всех элементарных решений уравнения (5)
в терминах характеристической функции ϕ дано в работе [10]. В рабо-
те [11] описан общий вид элементарных решений – общее элементарное
решение однородных уравнений типа q-сторонней свертки.

Говорят, что замкнутое подпространство W ⊆ O(Ω) допускает экс-

поненциальный синтез, если оно совпадает с замыканием в O(Ω) си-
стемы экспоненциальных полиномов, лежащих в W . Задача экспо-

ненциального синтеза состоит в определении условий, при которых
замкнутое подпространство W ⊆ O(Ω) допускает экспоненциальный
синтез. По отношению к подпространству WS решений однородно-
го уравнения q-сторонней свертки задача экспоненциального синтеза
совпадает с классической аппроксимационной задачей: найти условия,
при которых произвольное решение f ∈ O(Ω) однородного уравнения
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(5) можно аппроксимировать в топологии пространства O(Ω) линей-
ными комбинациями элементарных решений этого уравнения.

3.3. Спектральный синтез. Рассмотрим дуальный оператор (zq)⊛

по отношению к оператору

(zq)× : O(C) → O(C)
∣∣ f(z) 7→ zqf(z)

умножения на одночлен zq. Легко убедиться, что оператор (zq)⊛ сов-
падает с сужением оператора q-кратного дифференцирования Dq на
подпространство P (C) ⊆ O(C). Отсюда легко вытекает, что алгебраи-
ческий спектр оператора (zq)⊛ совпадает с C, а корневое подпростран-
ство Eλ ⊆ P (C) оператора (zq)⊛, отвечающее собственному значению
λq, совпадает с линейной оболочкой множества экспоненциальных од-

ночленов zjeω
kλz , (j, k) ∈ Z+ × {0, 1, . . . , q − 1} (см. [12]).

Говорят, что корневой элемент e ∈ Eλ ⊆ O(Ω) дуального оператора
(zq)⊛, соответствующий собственному значению λq, погружен в под-
пространство W ⊆ O(Ω), если все корневые элементы вида ((zq)⊛ −
λq)ke лежат в W . Замкнутое подпространство W ⊆ O(Ω) допускает

синтез по корневым элементам дуального оператора (zq)⊛, если оно
совпадает с замыканием в O(Ω) линейной оболочки множества корне-
вых элементов оператора (zq)⊛, погруженных в W . Задача спектраль-

ного синтеза (для оператора (zq)⊛) состоит в определении условий,
при которых замкнутое подпространство W ⊆ O(Ω) допускает синтез
по корневым элементам оператора (zq)⊛.

С другой стороны, сильное сопряженное пространство O∗(C) мож-
но отождествить с векторным подпространством в P ∗(Ω) и говорить о
непрерывном вложении O∗(C) ⊆ P ∗(Ω). При этом оператор умноже-
ния (zq)× является непрерывным эндоморфизмом пространства O(C),
значит, его сопряженный оператор (zq)∗ = (z∗)q является непрерыв-
ным эндоморфизмом пространства O∗(C). Известно, что алгебраиче-
ский спектр сопряженного оператора (zq)∗ : O∗(C) → O∗(C) совпадает
с C, а корневое подпространство ∆λ ⊆ O∗(C), отвечающее собствен-

ному значению λq, совпадает с линейной оболочкой множества δ
(j)

ωkλ
,

(j, k) ∈ Z+×{0, 1, . . . , q−1}}, где δ
(j)

ωkλ
– функционал f 7→ f (j)(ωkλ) [4].

Говорят, что корневой элемент δ ∈ ∆λ ⊆ P ∗(Ω) сопряженного опе-
ратора (zq)∗ : O∗(C) → O∗(C), соответствующий собственному значе-
нию λq, погружен в подпространство V ⊆ P ∗(Ω), если все корневые
элементы вида ((zq)∗ − λq)kδ лежат в V . Замкнутое подпространство
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V ⊆ P ∗(Ω) допускает синтез по корневым элементам сопряженного

оператора (zq)∗, если оно совпадает с замыканием в P ∗(Ω) линейной
оболочки множества корневых элементов оператора (zq)∗, погружен-
ных в V . Задача спектрального синтеза (для оператора (zq)∗) состо-
ит в определении условий, при которых замкнутое подпространство
V ⊆ P ∗(Ω) допускает синтез по корневым элементам оператора (zq)∗.

Функционал f̂ := (L∗

Ω)
−1(f) ∈ P ∗(Ω) называется дуальным элемен-

том функции f ∈ O(Ω). Замкнутое подпространство Ŵ := (L∗

Ω)
−1(W )

⊆ P ∗(Ω) называется дуальным подпространством подпространства
W ⊆ O(Ω). Справедливо следующее предложение, которое сводит за-
дачу экспоненциального синтеза к задачам спектрального синтеза для
операторов (zq)⊛ и (zq)∗ соответственно.

Предложение 9. Пусть W – замкнутое Dq-инвариантное подпро-

странство в O(Ω). Следующие утверждения эквивалентны:

1) подпространство W допускает экспоненциальный синтез;

2) подпространство W допускает синтез по корневым элементам

дуального оператора (zq)⊛;

3) дуальное подпространство Ŵ допускает синтез по корневым

элементам сопряженного оператора (zq)∗.

Доказательство. Из совпадения дуального оператора (zq)⊛ : P (C) →
P (C) с сужением оператора q-кратного дифференцирования Dq на
пространство P (C) вытекает, что корневые элементы дуального опера-
тора (zq)⊛ совпадают с корневыми элементами оператораDq и, значит,
исчерпываются экспоненциальными полиномами вида

eλ =

q−1∑

k=0

pk(z) exp
{
ωk
qλz

}
, λ ∈ C, pk ∈ C[z]. (11)

В статье [11] показано, что любой экспоненциальный полином из Dq-
инвариантного подпространства W ⊆ O(Ω) можно представить как
конечную линейную комбинацию экспоненциальных полиномов из W
вида (11). Отсюда вытекает эквивалентность утверждений 1) и 2). С
другой стороны, сужение отображение L∗

Ω : P ∗(Ω) → O(Ω) на под-
пространство O∗(C) ⊆ P ∗(Ω) совпадает с преобразованием Лапласа
LC : O∗(C) → P (C). Значит, отображение L∗

Ω осуществляет изомор-

физм векторных подпространств ∆λ → Eλ и ŴS →WS . При этом для
любого элемента e ∈ Eλ и его дуального элемента ê := (L∗

Ω)
−1(e) ∈ ∆λ
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выполнены следующие соотношения

((zq)⊛ − λq)e = (LC ◦ (zq)∗ ◦ L−1
C

(δ)− λq)e

= (L∗

Ω ◦ (zq)∗ ◦ (L∗

Ω)
−1 − λq)e = L∗

Ω(((z
q)∗ − λq)ê).

Значит, включение ((zq)⊛ − λq)ke ∈ WS равносильно включению

((zq)∗ − λq)kê ∈ (L∗

Ω)
−1(WS) =: ŴS

для любого k ∈ Z+. Следовательно, корневой элемент e ∈ Eλ погружен
в замкнутое подпространство WS тогда и только тогда, когда корне-

вой элемент ê ∈ ∆λ погружен в дуальное пространство ŴS . Отсюда
вытекает, что замкнутое подпространствоWS допускает синтез по кор-
невым элементам дуального оператора (zq)⊛ тогда и только тогда, ко-

гда его дуальное подпространство ŴS допускает синтез по корневым
элементам сопряженного оператора (zq)∗, то есть утверждения 2) и 3)
эквивалентны. Предложение доказано. �

3.4. Двойственность. Подпространство WS ⊆ O(Ω) решений одно-
родного уравнения q-сторонней свертки является Dq-инвариантным
(предложение 7), значит, предложение 9 сводит задачу экспоненци-
ального синтеза для подпространства WS к задаче спектрального син-
теза (для оператора (zq)∗) по отношению к дуальному подпростран-

ству ŴS .
Основной путь решения задачи спектрального синтеза (для опера-

тора (zq)∗) связан с двойственным переходом к эквивалентной задаче
локального описания. Общая процедура двойственного перехода по-
дробно изучена в работах [12, 13] и не требует дополнительных по-
строений. Сейчас же мы лишь воспользуемся ключевым результатом
статьи [12] и сформулируем нужное нам предложение.

Предложение 10. Пусть V – замкнутое подпространство в P ∗(Ω),
I := V 0 – аннулятор пространства V в пространстве P (Ω), I ′ – за-

мкнутый C[zq]-подмодуль O(C), порождаемый множеством I. Сле-

дующие утверждения эквивалентны:
1) замкнутое подпространство V допускает синтез по корневым

элементам сопряженного оператора (zq)∗,
2) I = P (Ω) ∩ I ′.

Доказательство. Сужение отображения z 7→ zq на круг Un := {z :
|z| < n} является собственным отображением на круг Unq . При этом
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U1 ∪ U2 ∪ · · · = C, значит, комплексная плоскость допускает собствен-
ное zq-исчерпание. Следовательно, доказываемое предложение являет-
ся прямым следствием специальной теоремы двойственности [12, тео-
рема 3]. �

Путь W – замкнутое подпространство в O(Ω), Ŵ := (L∗

Ω)
−1(W ) ⊆

P ∗(Ω) – его дуальное подпространство. Аннулятор Ŵ 0 ⊆ P (Ω) дуаль-

ного подпространства Ŵ называется дуальным аннулятором подпро-
странства W . Легко убедиться, что (L∗

Ω)
−1(W )0 = LΩ(W

0), то есть

Ŵ 0 = LΩ(W
0) [2].

Применим предложение 10 к рассматриваемой в данной статье си-
туации.

Теорема 1. Пусть IS ⊆ P (Ω) – дуальный аннулятор подпростран-

ства WS ⊆ O(Ω), I ′S – замкнутый C[zq]-подмодуль в O(C), порожда-

емый пространством IS . Следующие утверждения эквивалентны:
1) подпространство WS допускает экспоненциальный синтез,

2) IS = P (Ω) ∩ I ′S.

Доказательство. По предложению 9 условие 1) эквивалентно усло-

вию: дуальное подпространство ŴS допускает синтез по корневым эле-
ментам сопряженного оператора (zq)∗. По предложению 10 последнее
условие равносильно условию 2). Теорема доказана. �

§4. Полиномиальная аппроксимация

4.1. Полиномиальные оболочки. Выберем произвольную конеч-
ную систему функций ϕ1, . . . , ϕn из пространства P (Ω). Совокупность
всех элементов из P (Ω), допускающих представление в виде p1ϕ1+· · ·+
pnϕn, где pk ∈ C[λq], называется полиномиальной оболочкой (точнее,
C[λq]-оболочкой) системы функций ϕ1, . . . , ϕn в пространстве P (Ω), а
ее замыкание в пространстве P (Ω) называется замкнутой полиноми-

альной оболочкой (точнее, замкнутой C[λq ]-оболочкой) системы функ-
ций ϕ1, . . . , ϕn в пространстве P (Ω).

Пусть nA = {n0, . . . , nq−1} – индикатор оператора q-стороннего
сдвига Th и ϕ ∈ P (Ω). Полиномиальную оболочку системы функций
{λnkϕ : nk ∈ nA} обозначим символом Jϕ,A, а замкнутую полиномиаль-
ную оболочку системы функций {λnkϕ : nk ∈ nA} обозначим символом
Iϕ,A.
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4.2. Строение дуального аннулятора. Выясним структуру дуаль-

ного аннулятора IS := Ŵ 0
S подпространства WS решений однородного

уравнения q-сторонней свертки. Для этого нам потребуется следующее
предложение.

Лемма 1. Образ A(C[λ]) совпадает с подмодулем C[λq ]-модуля C[λ],
порождаемым элементами λnk , nk ∈ nA.

Доказательство. Для произвольного многочлена p ∈ C[λ] имеем

A(p(λ)) =

q−1∑

k=0

akp(ω
k
qλ) =

q−1∑

k=0

ak

∞∑

n=0

p(n)(0)

n!
ωkn
q λn

=

∞∑

n=0

p(n)(0)

n!
λn

q−1∑

k=0

akω
kn
q =

∞∑

n=0

bn
p(n)(0)

n!
λn.

По свойству периодичности коэффициентов bn (см. условие 1) предло-
жения 2) имеем

A(p(λ)) =

q−1∑

n=0

bnλ
n

∞∑

m=0

p(n+qm)(0)

(n+ qm)!
λqm =

q−1∑

n=0

pn(λ)bnλ
n,

где многочлены

pn(z) :=

∞∑

m=0

p(n+qm)(0)

(n+ qm)!
λqm, n ∈ {0, . . . , q − 1}

принадлежат кольцу C[λq]. Значит, образ A(C[λ]) лежит в подмодуле
C[λq]-модуля C[λ], порождаемом элементами b0, b1λ, . . . , bq−1λ

q−1. Из
определения индикатора nA оператора q-стороннего сдвига вытекает,
что образ A(C[λ]) лежит в подмодуле C[λq]-модуля C[λ], порождаемом
элементами λnk , nk ∈ nA. Обратно, выберем произвольный элемент p
из подмодуля C[λq ]-модуля C[λ], порождаемого элементами λnk , nk ∈
nA. Тогда найдутся такие полиномы p0, . . . , pq−1 ∈ C[λq], что

p(λ) :=

q−1∑

n=0

pn(λ)bnλ
n.

Учитывая, что pn(ω
k
qλ) = pn(λ), получаем

p(λ) :=

q−1∑

n=0

pn(λ)bnλ
n =

q−1∑

n=0

pn(λ)

q−1∑

k=0

akω
kn
q λn =



206 А. А. ТАТАРКИН, А. Б. ШИШКИН

=

q−1∑

k=0

ak

q−1∑

n=0

pn(ω
k
qλ)ω

kn
q λn =

q−1∑

k=0

akr(ω
k
q λ) = A(r(λ)),

где

r(λ) :=

q−1∑

n=0

pn(λ)λ
n

– полином из кольца C[λ]. Предложение доказано. �

Следующее предложение вскрывает строение дуального аннулятора

IS := Ŵ 0
S подпространства WS .

Предложение 11. Дуальный аннулятор IS замкнутого подпрост-

ранства WS совпадает с замкнутой полиномиальной оболочкой Iϕ,A

системы функций {λnkϕ : nk ∈ nA} в пространстве P (Ω).

Доказательство. Множество решений однородного уравнения (5)
совпадает с ядромWS оператора q-сторонней свертки u : O(Ω) → O(U).
Так как пространства O(Ω) и O(U) являются рефлексивными, то вто-
рое сопряженное отображение (u∗)∗ совпадает с u. Отсюда вытекает,
что аннулятор W 0

S ⊆ O∗(Ω) совпадает с замыканием в пространстве
O∗(Ω) образа u∗(O∗(U)). Последнее равносильно тому, что дуальный
аннулятор IS совпадает с замыканием в P (Ω) образа u⊛(P (U)). По
предложению 8 образ u⊛(P (U)) совпадает с замыканием в P (Ω) мно-
жества {ϕA(g) : g ∈ P (U)}. Частичные суммы gn ряда Тейлора функ-
ции g ∈ P (U) сходятся к ней в пространстве P (U), значит,

pn(λ) := A(gn(λ)) =

q−1∑

k=0

akgn(ω
k
qλ) →

q−1∑

k=0

akg(ω
k
qλ) = A(g(λ))

в пространстве P (U). Билинейная операция P (Ω0) × P (U) → P (Ω) |
(ψ, φ) 7→ ψφ является раздельно непрерывной, следовательно, ϕpn 7→
ϕA(g) в топологии пространства P (Ω). Поэтому элементы множества
{ϕA(g) : g ∈ P (Uε)} можно аппроксимировать в топологии P (Ω) эле-
ментами множества {pϕ : p ∈ A(C[z])}. По лемме 1 последнее мно-
жество совпадает с полиномиальной оболочкой Jϕ,A. Следовательно,
дуальный аннулятор IS совпадает с замкнутой полиномиальной обо-
лочкой Iϕ,A. Это и требовалось доказать. �
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4.3. Пространство Oϕ,A. Пусть nA := {n0, . . . , nν−1} – индикатор
оператора q-стороннего сдвига Th. Элементы g декартовой степени
Oν(C) называем целыми ν-функциями. Если g0, . . . , gν−1 – полиномы,
то целую ν-функцию g := (g0, . . . , gν−1) называем ν-полиномом. Вы-
берем произвольную функцию ϕ ∈ P (Ω) и определим линейное непре-
рывное отображение uϕ,A : Oν(C) → O(C) по правилу

g 7→ λnAg(λq)ϕ(λ) := λn0g0(λ
q)ϕ(λ) + · · ·+ λnν−1gν−1(λ

q)ϕ(λ).

Предложение 12. Справедливы следующие утверждения:

1) отображение uϕ,A является взаимно однозначным;
2) полный образ отображения uϕ,A замкнут в пространстве O(C).

Доказательство. Докажем утверждение 1).
Пусть g ∈ Oν(C) и uϕ,A(g) = 0. Тогда вне множества нулей це-
лой функции ϕ выполняется равенство λnAg(λq) := λn0g0(λ

q) + · · · +
λnν−1gν−1(λ

q) = 0. Значит, вне множества нулей функции ϕ выполня-
ются равенства

ωkn0
q λn0g0(λ

q) + · · ·+ ωknν−1
q λnν−1gν−1(λ

q) = 0, k ∈ {0, . . . , ν − 1}.

Определитель указанной системы совпадает с определителем Вандер-
монда ∆nA

6= 0. Следовательно, функции λn0g0(λ
q), . . . , λnν−1gν−1(λ

q)
равны нулю вне нулей целой функции ϕ. Отсюда следует, что g = 0.
Это и означает, что отображение uϕ,A является взаимно однознач-
ным. Докажем утверждение 2). Пусть f ∈ O(C), fm ∈ uϕ,A(O

ν(C)) и
fm → f в пространстве O(C). Нужно доказать, что f ∈ uϕ,A(O

ν(C)).
По определению отображения uϕ,A элементы последовательности fm
допускают представление fm(λ) := uϕ,A(g

(m))(λ) = ψm(λ)ϕ(λ), где

ψm(λ) := λn0g
(m)
0 (λq) + · · · + λnν−1g

(m)
ν−1(λ

q), g(m) := (g
(m)
0 , . . . , g

(m)
ν−1) –

некоторые целые ν-функции. Значит, предельная функция f делится
на функцию ϕ и ψm → ψ := f

ϕ
в пространстве O(C). Замечаем, что

при любом z ∈ C вектор g(m)(zq) удовлетворяет системе линейных
уравнений

ωkn0
q λn0g0(λ

q)+ · · ·+ωknν−1
q λnν−1gν−1(λ

q) = ψ(ωk
qλ), k ∈ {0, . . . , ν − 1},

значит, для любого λ 6= 0 имеем представление

g
(m)
k (λq) =

∆k
nA

(ψm(λ))

λnk∆nA

,
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где ∆k
nA

(ψm(λ)) – определитель, который получен из определителя
Вандермонда ∆nA

заменой k-го столбца на столбец из функций ψm(λ),
ψm(ωqλ), . . . , ψm(ων−1

q λ). Следовательно,

g
(m)
k (λq) → gk(λ

q) :=
∆k

nA
(ψ(λ))

λnk∆nA

в пространстве O(C). При этом на всей комплексной плоскости имеет
место представление ψ(λ) := λn0g0(λ

q)ϕ(λ) + · · · + λnν−1gν−1(λ
q)ϕ(λ),

значит, f = ψϕ ∈ uϕ,A(O
ν(C)). Предложение доказано. �

Обозначим символом Oϕ,A пространство всех целых ν-функций g,
для которых образ uϕ,A(g) := λnAg(λq)ϕ(λ) принадлежит P (Ω). По
предложению 12 отображение uϕ,A : Oϕ,A → P (Ω) является взаимно
однозначным. Наделим Oϕ,A локально выпуклой топологией, индуци-
рованной из пространства P (Ω) отображением uϕ,A. Так как ϕ ∈ P (Ω)
и оператор умножения на многочлен является эндоморфизмом про-
странства P (Ω), то пространство Oϕ,A включает в себя все ν-полино-
мы.

4.4. Плотность ν-полиномов. Принципиальное значение для нас
имеет вопрос плотности множества всех ν-полиномов в пространстве
Oϕ,A. Действительно, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Следующие утверждения эквивалентны:
1) ν-полиномы плотны в пространстве Oϕ,A,

2) подпространство WS допускает экспоненциальный синтез.

Доказательство. Убедимся в справедливости импликации 1) ⇒ 2).
Предположим, что ν-многочлены плотны в пространстве Oϕ,A. В си-
лу теоремы 1 нам достаточно показать, что IS = P (Ω) ∩ I ′S , где I ′S –
замкнутый подмодуль в C[zq]-модуле O(C), порождаемый дуальным
аннулятором IS ⊆ P (Ω). Так как вложение IS ⊆ P (Ω) ∩ I ′S следует
из определения подмодуля I ′S , то нужно доказать лишь выполнимость
обратного вложения. Пусть f ∈ P (Ω)∩ I ′S . Из включения f ∈ I ′S выте-
кает, что f можно аппроксимировать в топологии пространства O(C)
элементами вида p1(λ

q)ϕ1(λ) + . . . + pk(λ
q)ϕk(λ), где p1, . . . , pk – по-

линомы, ϕ1, . . . , ϕk ∈ IS . По предложению 11 дуальный аннулятор IS
совпадает с замкнутой полиномиальной оболочкой Iϕ,A. По определе-
нию Iϕ,A функции ϕ1, . . . , ϕk можно аппроксимировать в топологии
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пространства P (Ω) функциями вида

uϕ,A(r)(λ) := λn0r0(λ
q)ϕ(λ) + . . .+ λnν−1rν−1(λ

q)ϕ(λ),

где r := (r0, . . . , rν−1) – ν-полином, nk ∈ nA. При этом вложение
P (Ω) ⊆ O(C) является непрерывным, значит, функцию f можно ап-
проксимировать в топологии пространства O(C) элементами подпро-
странства uϕ,A(Oϕ,A) ⊆ P (Ω). Но по предложению 12 полный об-
раз uϕ,A(Oϕ,A) замкнут в пространстве O(C), значит, при некотором
g : = (g0, . . . , gν−1) ∈ Oϕ,A имеем представление

f = uϕ,A(g)(λ) := λn0g0(λ
q)ϕ(λ) + . . .+ λnν−1gν−1(λ

q)ϕ(λ).

По предположению ν-полиномы плотны в пространстве Oϕ,A и, кро-
ме того, отображение uϕ,A : Oϕ,A → P (Ω) является непрерывным,
следовательно, f можно аппроксимировать в топологии пространства
P (Ω) элементами вида λn0r0(λ

q)ϕ(λ) + . . . + λnν−1rν−1(λ
q)ϕ(λ), где

r0, . . . , rν−1 – полиномы, то есть f ∈ Iϕ,A = IS . Таким образом P (Ω) ∩
I ′S ⊆ IS и, следовательно, P (Ω) ∩ I ′S = IS .

Проверим выполнение обратной импликации 2) ⇒ 1). Предполо-
жим, что условие 2) выполнено. Выберем произвольную ν-функцию
g : = (g0, . . . , gν−1) ∈ Oϕ,A. Нужно доказать, что g можно аппроксими-
ровать ν-полиномами в топологии пространства Oϕ,A. Из определения
пространства Oϕ,A вытекает, что образ

uϕ,A(g)(λ) := λn0g0(λ
q)ϕ(λ) + . . .+ λnν−1gν−1(λ

q)ϕ(λ)

принадлежит P (Ω). По теореме Рунге ν-полиномы r плотны в тополо-
гическом произведении O(C)ν := O(C) × · · · × O(C). Отсюда следует,
что функцию uϕ,A(g)(λ) можно аппроксимировать в топологии O(C)
функциями вида

uϕ,A(r)(λ) := λn0r0(λ
q)ϕ(λ) + . . .+ λnν−1rν−1(λ

q)ϕ(λ),

где r : = (r0, . . . , rν−1) – ν-полином. При этом функции uϕ,A(r) при-
надлежат замкнутой полиномиальной оболочке Iϕ,A. По предложению
11 Iϕ,A = IS ⊆ I ′S . Следовательно, uϕ,A(g) ∈ P (Ω) ∩ I ′S . По теореме 1
справедливо равенство IS = P (Ω) ∩ I ′S , значит, uϕ,A(g) ∈ IS . Отсюда
вытекает, что функцию uϕ,A(g) можно аппроксимировать в тополо-
гии пространства P (Ω) элементами вида uϕ,A(r), где r – ν-полином.

Из непрерывности обратного отображения u−1
ϕ,A вытекает, что g мож-

но аппроксимировать ν-полиномами в топологии пространства Oϕ,A.
Теорема доказана. �
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§5. Целые симметричные функции

5.1. Симметричные представления. Целая функция f(z) назы-
вается целой q-симметричной, если она представляется в виде ком-
позиции f(z) = g(zq), где g – некоторая целая функция. В ходе до-
казательства основной аппроксимационной теоремы нам потребуются
некоторые дополнительные сведения о целых q-симметричных функ-
циях. Прежде всего, всякая целая функция ψ(z) единственным обра-
зом представляется в комплексной плоскости в виде суммы

ψ(z) = ψ0(z) + zψ1(z) + · · ·+ zq−1ψq−1(z), (12)

где функции ψ0(z), ψ1(z), . . . , ψq−1(z) являются целыми q-симметрич-
ными функциями. При этом справедливо представление

ψp(z) =
∆p(z)

∆(z)
, p ∈ {0, . . . , q − 1}, (13)

где

∆(z) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z · · · zq−1

1 ωqz · · · ωq−1
q zq−1

· · · · · · · · · · · ·

1 ωq−1
q z · · · ω

(q−1)(q−1)
q zq−1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= z1+2+···+q−1
∏

06l<m6q−1

(ωm
q − ωl

q),

∆p(z) := ∆p(ψ(z), ψ(ωqz), . . . , ψ(ω
q−1
q z)) – определитель, полученный

заменой p-го столбца в определителе ∆(z) на столбец из ψ(z), ψ(ωqz),
. . . , ψ(ωq−1

q z) [14]. Представления типа (12) принято называть q-сим-

метричными представлениями (разложениями) целых функций.

5.2. Коэффициенты симметричного представления. Соотно-
шение (13) выражает коэффициенты симметричного разложения (12)
через разлагаемую функцию ψ(z). Рассмотрим еще один способ пред-
ставления коэффициентов симметричного разложения (12).

Из представления (12) вытекает, что для любых p ∈ {0, . . . , q− 1} и
z ∈ C выполняется равенство

zq−pψ(z) =

q−1∑

j=0

zq−p+jψj(z).
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Значит, q-симметричные коэффициенты ψ0(z), ψ1(z), . . . , ψq−1(z) пред-
ставления (12) удовлетворяют системе из q тождеств на C

ω(q−p)k
q zq−pψ(ωkz) =

q−1∑

j=0

ω(q−p+j)k
q zq−p+jψj(z), k ∈ {0, . . . , q − 1}.

Суммируя эти тождества по k, получаем

zq−p

q−1∑

k=0

ω(q−p)k
q ψ(ωk

q z) = qzqψp(z).

Следовательно, для любых z ∈ C имеем

ψp(z) =
1

qzp

q−1∑

k=0

ω(q−p)k
q ψ(ωk

q z), p ∈ {0, . . . , q − 1}.

Если p′ ∈ Z и p′ ≡ −p(mod q), то для любого k ∈ {0, . . . , q − 1} спра-

ведливы равенства ω
(q−p)k
q = ω−pk

q = ωp′k
q . Отсюда вытекает, что для

любого p ∈ {0, . . . , q − 1} справедливо представление

ψp(z) =
1

qzp

q−1∑

k=0

ωp′k
q ψ(ωk

q z), p
′ ∈ Z, p′ ≡ −p(mod q). (14)

5.3. Независимость над кольцом симметричных многочленов.
Говорят, что система многочленов p0, . . . , pν−1 ∈ C[z] независима над

кольцом q-симметричных многочленов C[zq], если выполняется им-
пликация

c0p0 + · · ·+ cν−1pν−1 = 0, c0, . . . , cν−1 ∈ C[zq] ⇒ c0 = · · · = cν−1 = 0.

Пусть n0, . . . , nν−1 ∈ Z+, ν 6 q, n′

0, . . . , n
′

ν−1 – система наимень-
ших неотрицательных вычетов чисел n0, . . . , nν−1 по модулю q соответ-
ственно. Имеет место простой критерий независимости системы одно-
членов zn0 , . . . , znν−1 над кольцом q-симметричных многочленов C[zq].

Предложение 13. Система одночленов zn0, . . . , znν−1 независима над

кольцом C[zq] тогда и только тогда, когда система вычетов n′

0, . . . ,
n′

ν−1 состоит из попарно различных элементов.

Доказательство. Из определения системы вычетов n′

0, . . . , n
′

ν−1 вы-
текает, что найдутся такие целые неотрицательные k0, . . . , kν−1, что
n0 = k0q + n′

0, . . . , nν−1 = kν−1q + n′

ν−1. Предположим, что система
одночленов zn0 , . . . , znν−1 независима над кольцом C[zq] и при этом
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n′

i = n′

j , где i 6= j и i, j ∈ {0, . . . , ν − 1}. Тогда имеет место тождество

ci(z)z
ni ≡ cj(z)z

nj , где ci(z) := zkjq, cj(z) := zkiq ∈ C[zq]. Это тожде-
ство противоречит независимости системы одночленов zn0 , . . . , znν−1

над кольцом C[zq]. Тем самым, необходимость условия доказана.
Докажем достаточность. Пусть система n′

0, . . . , n
′

ν−1 состоит из по-
парно различных элементов. Если при некоторых c0(z), . . . , cν−1(z) ∈
C[zq] имеет место тождество c0(z)z

n0 + · · ·+ cν−1(z)z
nν−1 ≡ 0, то имеет

место следующее q-симметричное разложение нуля 0 ≡ c0(z)z
k0qzn

′

0 +

· · ·+cν−1(z)z
kν−1qzn

′

ν−1. В силу (13) c0(z)z
k0q = 0, . . . , cν−1(z)z

kν−1q = 0,
так как ∆p(z) := ∆p(0, 0, . . . , 0) = 0 и

z−
q(q−1)

2 ∆(z) =
∏

06l<m6q−1

(ωm
q − ωl

q) 6= 0,

то c0(z) = · · · = cν−1(z) = 0 для любого z 6= 0. Из непрерывности
многочленов вытекает, что c0 = · · · = cν−1 = 0. Это и доказывает
независимость системы одночленов zn0 , . . . , znν−1 над кольцом q-сим-
метричных многочленов C[zq]. �

Предложение 14. Если система одночленов zn0 , . . . , znν−1 незави-

сима над кольцом C[zq] и для некоторой целой функции ψ(z) имеет

место разложение

ψ(z) = zn0ψ0(z) + · · ·+ znν−1ψν−1(z),

где функции ψ0(z), . . . , ψν−1(z) являются целыми q-симметричными,

то для любого p ∈ {0, . . . , ν − 1} имеет место представление

ψp(z) =
1

qznp

q−1∑

k=0

ωp′k
q ψ(ωk

q z), p
′ ∈ Z, p′ ≡ −np(mod q). (15)

Доказательство. По предположению имеет место разложение ψ(z) =
zn0ψ0(z)+· · ·+znν−1ψν−1(z). Значит, имеет место представление ψ(z) =

ψ0(z)z
k0qzn

′

0 + · · · + ψν−1(z)z
kν−1qzn

′

ν−1, где функции ψ0(z)z
k0q, . . . ,

ψν−1(z)z
kν−1q являются целыми q-симметричными, n′

0, . . . , n
′

ν−1 – си-
стема наименьших неотрицательных вычетов чисел n0, . . . , nν−1 по
модулю q соответственно, неотрицательные целые числа k0, . . . , kν−1

определяются из условий n0 = k0q + n′

0, . . . , nν−1 = kν−1q + n′

ν−1. По
предложению 13 совокупность {n′

0, . . . , n
′

ν−1} ⊆ {0, . . . , q − 1} состоит
из попарно различных элементов, значит, из (14) вытекает, что для
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любого p ∈ {0, . . . , ν − 1} имеет место представление

ψp(z)z
kpq =

1

qzn
′

p

q−1∑

k=0

ωp′k
q ψ(ωk

q z), p
′ ∈ Z, p′ ≡ −n′

p(mod q).

Из этого представления и вытекает представление (15), если учесть,
что условие p′ ≡ −n′

p(mod q) равносильно условию p′ ≡ −np(mod q).
�

§6. Аппроксимационная теорема для однородного

уравнения q-сторонней свертки

6.1. Аппроксимационная теорема. Пусть Ω – выпуклая область
в комплексной плоскости, ϕ ∈ P (Ω), S := L−1

Ω0
(ϕ) ∈ O∗(Ω0). По свой-

ствам аналитических функционалов существуют такие ε > 0 и вы-
пуклая область Ω0, что ϕ ∈ P (Ω0) и Ω0 + U ⊆ Ω, где U – круг
{z : |z| < ε}. Выберем произвольный приведенный набор комплекс-
ных чисел a0, . . . , aq−1 и рассмотрим однородное уравнение q-сторон-
ней свертки (5). Теорема 2 сводит доказательство аппроксимационной
теоремы для этого уравнения к доказательству плотности ν-полино-
мов в пространстве Oϕ,A. Воспользуемся этим фактом и направим
дальнейшие усилия на доказательство следующей теоремы.

Теорема 3. Аппроксимационная теорема для однородного уравнения

q-сторонней свертки справедлива при любом выборе выпуклой обла-

сти Ω и целой функции ϕ ∈ P (Ω) тогда и только тогда, когда опера-

тор A является оператором симметризации.

6.2. Необходимость. Предположим, что аппроксимационная теоре-
ма для уравнения (5) справедлива при любом выборе выпуклой обла-
сти Ω и целой функции ϕ. Нам необходимо доказать, что оператор A
является оператором симметризации. В силу предложения 5 для этого
достаточно показать, что индикатор nA удовлетворяет условию пери-
одичности: n1 − n0 = n2 − n1 = · · · = nν − nν−1, где nν := q. Допустим,
что это условие нарушено. Нужно показать, что это допущение при-
водит к противоречию.

Прежде всего, нарушение условия периодичности индикатора nA

влечет выполнение неравенств q > 2 и ν > 1. При выполнении этих
неравенств условие периодичности индикатора nA равносильно усло-
вию: n1−n0 = n2−n1 = · · · = nν−nν−1 = nν+1−nν , где nν+1 := q+n1.
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Но n1 − n0 = nν+1 − nν , значит, при нарушении условия периодично-
сти индикатора nA существует такое s ∈ {0, . . . , ν−1}, что ns+1−ns <
ns+2 − ns+1 или

2ns+1 − ns < ns+2. (16)

Выберем произвольное θ ∈ (0, π
q
) и обозначим символом G0,θ угловую

область {z : | arg z| < θ}, а символом G′

0,θ обозначим угловую область

{z : | arg z − π
q
| < π

q
− θ}. Пусть

G1,θ := ωqG0,θ, . . . , Gq−1,θ := ωq−1
q G0,θ,

G′

1,θ := ωqG
′

0,θ, . . . , G
′

q−1,θ := ωq−1
q G′

0,θ,

Gθ := G0,θ ∪ · · · ∪Gq−1,θ, G′

θ := G′

0,θ ∪ · · · ∪G′

q−1,θ.

Множества Gθ и G′

θ дополняют друг друга и имеют общую грани-

цу. По свойствам квазиполиномов [15] нули z
(k)
m целой q-симметричной

функции

e(zq) :=

q−1∑

k=0

expωk
q z

имеют вид

z(k)m =
2πm

ωk+1
q − ωk

q

i+ ck + δ(k)m , ck ∈ C, k ∈ {0, . . . , q − 1},

где |δ
(k)
m | < e−ε0m при некотором ε0 > 0 и всех достаточно больших m.

Лучи

z =
i

ωk+1
q − ωk

q

t, t > 0, k ∈ {0, . . . , q − 1}

являются серединными для угловых областей G′

0,θ, . . . , G
′

q−1,θ. Зна-

чит, лишь конечное число нулей q-симметричного квазиполинома e(zq)
лежит в дополнении открытого множества G′

θ. Следовательно, при
надлежащем выборе q-симметричного полинома p(zq) все нули целой
q-симметричной функции

A(zq) :=
e(zq)

p(zq)
=

1

p(zq)

q−1∑

k=0

exp{ωk
q z}
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будут лежать в множестве G′

θ, а все нули целой q-симметричной функ-
ции

B(zq) := A(ωq
2qz

q) =
1

p(−zq)

q−1∑

k=0

exp{ω2k+1
2q z},

будут лежать в множестве Gθ, где ω2q := exp πi
q

. Сопряженные диа-

граммы D̄A, D̄B функций A(zq) и B(zq) совпадают с правильными q-
угольниками с вершинами в точках

z0,A := ω0
2q = ω0

q , z1,A := ω2
2q = ω1

q , . . . , zq−1,A := ω2q−2
2q = ωq−1

q ,

z0,B := ω1
2q, z1,B := ω3

2q, . . . , zq−1,B := ω2q−1
2q

соответственно и связаны соотношением D̄B = ω2qD̄A. Пусть ζ – вер-
шина правильного 2q-угольника D̄A ∩ D̄B, лежащая на пересечении
двух прямых: первая из этих прямых проходит через точки z0,A := 1,

z1,A := ωq и задается уравнением Reω−1
2q ζ = cos π

q
, а вторая прямая

проходит через точки z0,B := ω2q, zq−1,B := ω2q−1
2q = ω̄2q и задается

уравнением Re ζ = cos π
q
. Решая систему из этих двух уравнений, по-

лучаем ζ = cos π
q

(
1 + i tg π

2q

)
. Выберем r ∈ (r′, r′′), где r′ := |ζ + 1|,

r′′ := 2 cos π
2q . Легко убедиться, что r′ < r′′ и такой выбор возможен. С

другой стороны, при q>2 выполняется неравенство (r′)2>4 cos4 π
2q >1,

значит, r′ > 1. Отсюда вытекает, что сопряженные диаграммы D̄A и
D̄B функций A(zq) и B(zq) соответственно лежат в круговой обла-
сти Ωr := {z : |z| < r}. Значит, A(zq), B(zq) ∈ P (Ωr). Сопряженная
диаграмма D̄AB произведения A(zq)B(zq) совпадает с правильным 2q-

угольником. Так как
∣∣∣ωk

2q+ω
k+1
2q

∣∣∣
2

= 4 cos2 π
2q = (r′′)2 > r2, то вершины

этого 2q-угольника лежат вне области Ωr. При этом по свойствам ква-

зиполиномов вдоль лучей Arg z = Arg
(
ωk
2q+ω

k+1
2q

)
, k ∈ {0, . . . , 2q−1},

выполняются асимптотические оценки

A(zq)B(zq) > exp {r′′ |z| − o(1) |z|} , z → ∞. (17)

Положим

a(zq) :=

2q−1∑

k=0

exp
{
ωk
2qζz

}
, ϕ(z) := A(zq) + zns+1−nsB(zq)

и рассмотрим целую функцию

F (z) := zns+1a(zq)ϕ(z) = zns+1a(zq)A(zq) + z2ns+1−nsa(zq)B(zq).
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Сопряженная диаграмма функции a(zq) совпадает с 2q-угольником
D̄A ∩ D̄B, а сопряженная диаграмма функции ϕ(z) совпадает с вы-
пуклой оболочкой множества D̄A∪ D̄B, значит, сопряженная диаграм-
ма D̄F функции F (z) совпадает с выпуклой оболочкой множества(
D̄A ∩ D̄B + D̄A

)
∪
(
D̄A ∩ D̄B + D̄B

)
. Наибольшее отклонение от нуля

точек из D̄A ∩ D̄B реализуется в точке ζ, значит, наибольшее отклоне-
ние от нуля точек из D̄F реализуется в точке ζ + 1. Отсюда вытекает,
что D̄F лежит в круге |z| 6 r′ := |ζ + 1|. Значит, целая функция F (z)
тоже принадлежит пространству P (Ωr) и, следовательно, ν-функция

a(z) :=





(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, a(z), 0, . . . , 0), если s < ν − 1,

(za(z), 0, . . . , 0), если s = ν − 1,

принадлежит пространству Oϕ,A := Oϕ,A(Ωr).
Предположим, что произвольное решение f ∈ O(Ωr) однородного

уравнения (5) можно аппроксимировать элементарными решениями
этого уравнения в топологии пространства O(Ωr). Тогда по теореме
2 существует обобщенная последовательность ν-полиномов pσ(z) :=
(pσ,0(z), . . . , pσ,ν−1(z)), σ ∈ Σ, сходящаяся к ν-функции a(z) в тополо-
гии пространства Oϕ,A. Значит, обобщенная последовательность

Φσ(z) := znApσ(z
q)ϕ(z) = (zn0pσ,0(z

q) + · · ·+ znν−1pσ,ν−1(z
q))ϕ(z)

= (zn0pσ,0(z
q) + · · ·+ znν−1pσ,ν−1(z

q))(A(zq) + zns+1−nsB(zq)).

сходится к функции F (z) в топологии пространства P (Ωr). При этом

pσ(z) := zn0pσ,0(z
q) + · · ·+ znν−1pσ,ν−1(z

q) → zns+1a(zq) (18)

равномерно на компактах. Если s < ν − 1, то в силу предложения 14
из сходимости (18) вытекает, что

pσ,s+1(z
q) =

1

qzns+1

q−1∑

k=0

ω−ns+1k
q pσ(ω

k
q z) → a(zq) (19)

равномерно на компактах. Если s = ν − 1, то по той же причине

pσ,0(z
q) =

1

q

q−1∑

k=0

pσ(ω
k
q z) → zqa(zq) (20)

равномерно на компактах. Ниже мы покажем, что сходимости (19) и
(20) невозможны.
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Воспользуемся представлением

Φσ(z) = zksPσ(z
q)B(zq) + Cσ(z), (21)

в котором

ks :=

{
2ns+1 − ns, если s < ν − 1,
ns+1 − ns, если s = ν − 1;

Pσ(z
q) :=

{
pσ,s+1(z

q), если s < ν − 1,
pσ,0(z

q), если s = ν − 1;

Cσ(z) – конечная сумма целых функций вида zm1pσ,m1(z
q)A(zq) +

zm2+ns+1−nspσ,m2(z
q)B(zq), где m1 ∈ nA,

m2 ∈ n′

A :=

{
nA \ {ns+1}, если s < ν − 1,
nA \ {n0}, если s = ν − 1.

Выберем r1 ∈ (r, r′′) и рассмотрим множество V := {ψ ∈ P (Ωr) :
|ψ(z)| 6 exp r1|z|}. Это множество является окрестностью нуля в P (Ωr)
[16, §3]. При некоторомM > 1 все Φσ(z) принадлежат MV , то есть для
всех σ ∈ Σ и всех z ∈ C будут выполняться неравенства

|Φσ(z)| 6M exp r1 |z| . (22)

Выберем r2 ∈ (r1, r
′′) и рассмотрим целую 2q-симметричную функцию

D(z2q) :=

2q−1∑

k=0

exp
[
(r2 − r1) γω

k
2qz
]
.

В силу (17) и (22) при некоторых r3 ∈ (0, r′′ − r2) и M ′ > 0 на границе
∂Gθ множества Gθ имеет место равномерная по σ ∈ Σ оценка

∣∣∣∣
Φσ(z)D(z2q)

A(zq)B(zq)

∣∣∣∣ 6M ′ exp [−r3 |z|] . (23)

В силу (16) при s < ν − 1 выполняются неравенства ks = 2ns+1 − ns <
ns+2 6 q, значит, q − ks − 1 > 0. При s = ν − 1 имеем ks = ns+1 − ns =
nν − nν−1 = q − nν−1. Так как ν > 1, то nν−1 > 0 и ks < q, значит, и
в этом случае выполняется неравенство q − ks − 1 > 0. Отступим от
границы множества Gθ и рассмотрим множество Gθ′ := {z : | arg z| <
θ′, |z| > 1} ⊆ Gθ, где θ′ ∈ (0, θ). Выберем произвольную точку z ∈ Gθ′

и проинтегрируем функцию

Φσ(h)D(h2q)hq−ks−1

A(hq)B(hq)(hq − zq)
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по положительно ориентированной границе (∂Gθ)+ множества Gθ. В
силу представления (21) получим Iσ(z) = Iσ,1(z) + Iσ,2(z), где

Iσ(z) :=

∫

(∂Gθ)+

Φσ(h)D(h2q)hq−ks−1

A(hq)B(hq)(hq − zq)
dh,

Iσ,1(z) :=

∫

(∂Gθ)+

Pσ(h
q)D(h2q)hq−1

A(hq)(hq − zq)
dh,

Iσ,2(z) :=

∫

(∂Gθ)+

Cσ(h)D(h2q)hq−ks−1

A(hq)B(hq)(hq − zq)
dh.

Из оценки (23) вытекает равномерная по σ ∈ Σ и по z ∈ Gθ′ оценка

|Iσ(z)| 6 const. (24)

При этом поскольку все нули целой функции A(zq) лежат в G′

θ =
C \ Ḡθ, мы получаем

Iσ,1(z) =
Pσ(z

q)D(z2q)

A(zq)

q−1∑

k=0

(
hq−1(h− ωk

q z)

hq − zq

)∣∣∣∣∣
h=ωk

q z

=
Pσ(z

q)D(z2q)

A(zq)

q−1∑

k=0

ω
k(q−1)
q

ω
k(q−1)
q + · · ·+ ω

k(q−1)
q

=
Pσ(z

q)D(z2q)

A(zq)
.

Покажем далее, что интеграл Iσ,2(z) равен нулю. Действительно,

Iσ,2(z) =
∑

m1∈nA

I ′m1
(z) +

∑

m2∈n′

A

I ′′m2
(z),

где

I ′m1
(z) =

∫

(∂Gθ)+

pσ,m1(h
q)D(h2q)hm1+q−ks−1

B(hq)(hq − zq)
dh

= −

∫

(∂G′

θ
)+

pσ,m1(h
q)D(h2q)hm1+q−ks−1

B(hq)(hq − zq)
dh,

I ′′m2
(z) :=

∫

(∂Gθ)+

pσ,m2(h
q)D(h2q)hm2+ns+1−ns+q−ks−1

A(hq)(hq − zq)
dh.
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Так как все нули целой функции B(zq) лежат в Gθ и z ∈ Gθ′ ⊆ Gθ,
то I ′m1

(z) = 0 для любого m1 ∈ nA. При этом все нули целой функции

A(zq) лежат в G′

θ = C \ Ḡθ, значит,

I ′′m2
(z) :=

q−1∑

k=0

∫

(∂Gk,θ)+

pσ,m2(h
q)D(h2q)hm2+ns+1−ns+q−ks−1

A(hq)(hq − zq)
dh

=
pσ,m2(z

q)D(z2q)

A(zq)

q−1∑

k=0

(
hm2+ns+1−ns+q−ks−1(h− ωk

q z)

(hq − zq)

)∣∣∣∣∣
h=ωk

q z

=
pσ,m2(z

q)D(z2q)

A(zq)

q−1∑

k=0

(
ωk
q z
)m2+ns+1−ns+q−ks−1

(
ωk
q z
)q−1

+ · · ·+
(
ωk
q z
)q−1

=
pσ,m2(z

q)D(z2q)

qA(zq)

q−1∑

k=0

(
ωk
q z
)m2+ns+1−ns−ks

= 0,

так как целое число ls := m2+ns+1−ns−ks не делится на q для любого
m2 ∈ n′

A. Действительно, если s < ν − 1, то ls = m2 − ns+1 6= 0 и при
этом −q < −ns+1 6 ls 6 m2 < q. Если s = ν − 1, то ls := m2 и при
этом 0 = n0 < ls < q. Далее, в силу (24)

∣∣Pσ(z
q)D(z2q)

∣∣ 6const
∣∣A(zq)

∣∣
для любого σ ∈ Σ и любого z ∈ Gθ′ . Значит, в силу (19) и (20) для
предельных функций получаем:

∣∣a(zq)D(z2q)
∣∣ 6 const |A(zq)| , z ∈ Gθ′ , s < ν − 1;

∣∣zqa(zq)D(z2q)
∣∣ 6 const |A(zq)| , z ∈ Gθ′ , s = ν − 1.

Но эти неравенства не могут выполняться для всех z ∈ Gθ′ , если θ и θ′

выбраны достаточно близко к π
q
, так как рост функций a(zq)D(z2q)

и zqa(zq)D(z2q) на лучах | arg z| = π
q

больше роста функции A(zq).

Необходимость доказана.

6.3. Достаточность. Рассмотрим произвольное однородное уравне-
ние q-сторонней свертки (5) с индикатором nA := {n0, . . . , nν−1}. Пред-
положим, что оператор A является оператором симметризации. Нам
нужно показать, что аппроксимационная теорема для однородного
уравнения q-сторонней свертки справедлива при любом выборе выпук-
лой области Ω и целой функции ϕ ∈ P (Ω). Зафиксируем произвольную
выпуклую области Ω и целую функцию ϕ ∈ P (Ω). По предложению 11
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дуальный аннулятор IS подпространства WS ⊆ O(Ω) решений одно-
родного уравнения q-сторонней свертки совпадает с замкнутой C[zq]-
оболочкой системы функций λn0ϕ(λ), . . . , λnν−1ϕ(λ)} в пространстве
P (Ω). В силу предложения 5 индикатор nA оператора q-стороннего
сдвига ATh является периодичным. По предложению 4 q = q0ν и инди-
катор nA совпадает с множеством {q0j+n0 : j ∈ {0, . . . , ν−1}}. Значит,
дуальный аннулятор IS совпадает с замкнутой C[zq]-оболочкой систе-
мы функций ϕ0(λ), λ

q0ϕ0(λ), . . . , λ
q0(ν−1)ϕ0(λ), где ϕ0 – целая функция

λn0ϕ(λ). Отсюда и из равенства q = q0ν вытекает, что дуальный ан-
нулятор IS совпадает с замкнутой C[zq0 ]-оболочкой Iϕ̂0

функции ϕ0 в

пространстве P (Ω), где ϕ̂0 – дуальный функционал L−1
Ω (ϕ0) ∈ O∗(Ω)

по отношению к функции ϕ0 ∈ P (Ω). Из равенства IS = Iϕ̂0
очевидным

образом вытекает равенство WS = Wϕ̂0
, где Wϕ̂0

– подпространство
решений однородного уравнения q0-сторонней свертки

〈
ϕ̂0,

q0−1∑

k=0

f
(
z + ωk

q0
h
)
〉

= 0, f ∈ O(Ω),

где ωq0 := exp 2πi
q0

. Такие уравнения уже исследованы ранее [4]. Извест-
но, что аппроксимационная теорема для таких уравнений справедли-
ва. Это означает, что подпространство WS = Wϕ̂0

⊆ O(Ω) допускает
экспоненциальный синтез. Таким образом, теорема 3 доказана.
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Tatarkin A. A., Shishkin A. B. Exponential synthesis in the kernel of a
q-sided convolution operator.

The traditional approach to the problem of exponential synthesis for
the space of solutions of a homogeneous convolution-type equation in a
convex domain assumes that this space is invariant under some differential
operator. This assumption makes it possible to reduce the problem of
exponential synthesis to the problem of spectral synthesis. Is this assum-
ption due to the method used to solve the problem, or the invariance
of the solution space is necessary for a positive answer to the problem of
exponential synthesis? To resolve this question the article considers special
equations of the convolution type – the equations with q-sided convolution.
It is shown that for such equations the requirement that the space of
solutions be invariant is necessary and cannot be omitted if we assume
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that the solution space admits exponential synthesis with a free choice of
the convex region and the characteristic function of the equation.
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