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Введение

Универсальные ядерные разбиения T (v, µ, ρ) порождаются парал-
лелепипедами T0, T1, . . . , Td, разбивающими пространство Rd. Разбие-
ния T (v, µ, ρ) параметризуются тройками (v, µ, ρ), пробегающими бес-
конечный цилиндр △× △×R с основанием △×△ – прямым произ-
ведением двух симплексов △ размерности d. Параметр v определяет
геометрию параллелепипедов Tk, а два дугих µ, ρ – симметрию ядер-
ного разбиения T (v, µ, ρ).

В настоящей статье мы сосредотачиваемся на важном классе раз-
биений

T (v, µ) = T (v, µ, 0) (0.1)

содержащих в себе ядро

Kr = T0 ∪ T1 ∪ . . . ∪ Td (0.2)

– центрально-симметричный многогранник, представляющим собою
параллелоэдр. Еще одна характерная особенность ядерных разбиений
(0.1) состоит в существовании для них двойственных разбиений

T ∗(v, µ) = s T (v, µ) (0.3)

– симметричных образов разбиений T (v, µ) относительно центральной
симметрии s, центр которой совпадает с центром ядра (0.2).

В настоящей статье мы покажем, что ядерные разбиения T (v, µ)
имеют два вида симметрий: 1) обычные симметрии, переводящие раз-
биения T (v, µ) в себя; 2) квазисимметрии, связывающие разбиения
T (v, µ) с двойственными им разбиениями T ∗(v, µ) из (см. предложе-
ние 4.1, теоремы 8.1, 10.1, 11.1). Название ядро, по-видимому, появи-
лось впервые в [1] при изучении одномерных разбиений Фибоначчи.
Однако роль ядер была осознана после открытия и исследования фрак-
тального разбиения Рози [2, 3].

Ключевые слова: универсальные ядерные разбиения, ступенчатые поверхности
(stepped surfaces), звездные графы разбиений.
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К построению ядерных разбиений произвольной размерности d ве-
дут два пути: 1) метод дифференцирования индуцированных ториче-
ских разбиений [4] и 2) метод локальных правил [5,6]. Другой подход,
не связанный с ядерными разбиениями и использующий ступенчатые
поверхности (stepped surfaces) в трехмерном пространстве, изложен
в [7–11].

Ядерные разбиения обладают множеством интересных арифмети-
ческих, геометрических, комбинаторных свойств и уже нашли приме-
нения в кристаллографии [12–14], а также в изучении множеств огра-
ниченного остатка [3, 15] и многомерных цепных дробей [4, 16].

§1. Универсальные ядерные разбиения. Основные

определения

1.1. Взвешенные звезды. Обозначим через Σ совокупность всех со-
четаний σ из двух элементов {k1, k2} из множества индексов
{0, 1, . . . , d}. Пусть v0, v1, . . . , vd – произвольные векторы из Rd и σ′ =
{k′1, . . . , k

′
d−1} = {0, 1, . . . , d} \σ – дополнительное к σ сочетение. Меж-

ду σ ∈ Σ и дополнительными к ним сочетаниями σ′ ∈ Σ существует
взаимно однозначное соответствие σ ⇔ σ′. Далее мы будем рассмат-
ривать неупорядоченные множества векторов {v0, v1, . . . , vd}.

Определение 1.1. Пусть любые d− 1 вектора из {v0, v1, . . . , vd} ли-
нейно независимы. Обозначим через

Hσ′ = {λk′

1
vk′

1
+ . . .+ λk′

d−1
vk′

d−1
; λk′

1
, . . . , λk′

d−1
∈ R} (1.1)

гиперплоскость, содержащую векторы vk′

j
с индексами k′j из σ′. Такое

множество векторов

v = {v0, v1, . . . , vd} (1.2)

назовем звездой, если для всех дополнительных к σ′ сочетаний σ =
{k1, k2} ∈ Σ векторы vk1

, vk2
из {v0, v1, . . . , vd} не принадлежат ги-

перплоскости (1.1) и лежат по отношению к ней в разных полупро-
странствах H+

σ′ и H−
σ′ .

Непосредственно из определения звезды следует, что любые d век-
тора из {v0, v1, . . . , vd} будут линейно независимы.

Каждому вектору vk звезды v из (1.2) поставим в соответствие его
вес µk – вещественное число, а всей звезде v – весовой вектор

µ = (µ0, µ1, . . . , µd) (1.3)
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с нормирующим условием

µ0 + µ1 + . . .+ µd = 1, (1.4)

где

µk > 0 для k = 0, 1, . . . , d. (1.5)

Звезда v = vµ, снабженная весовым вектором (1.3)–(1.5), называется
взвешенной звездой.

1.2. Перекладывающиеся параллелоэдры. Определим для
m = 0, 1, . . . , d замкнутые d-мерные параллелепипеды

Tk = {λk1
vk1

+ . . .+ λkd
vkd

; 0 6 λki
6 1}, (1.6)

где k1, . . . , kd – дополнительные к k индексы в {0, 1, . . . , d}. Множество
лучей vk1

, . . . , vkd
назовем остовом параллелепипеда Tk из (1.6). Ес-

ли множество векторов v = {v0, v1, . . . , vd} является звездой (1.2), то
объединение

T = T0 ∪ T1 ∪ . . . ∪ Td (1.7)

параллелепипедов (1.6) образует параллелоэдр [15,17] – многогранник,
разбивающий пространство

Rd =
⋃

l∈L

T [l] (1.8)

с помощью параллельных переносов T [l] = T + l на векторы l решетки
L. Причем различные многогранники T [l] из (1.8) не имеют общих
внутренних точек. Здесь

L = Z[l1, . . . , ld] (1.9)

– полная решетка в пространстве Rd с базисом l1, . . . , ld, состоящим
из векторов

lk = vk − v0 для k = 1, . . . , d (1.10)

Для d = 2 параллелоэдр T из (1.7) является выпуклым шестиуголь-
ником с попарно равными и параллельными сторонами, для d = 3 –
ромбододекаэдром Федорова [18], а для d = 4 – параллелоэдром Воро-
ного [19].

Из разбиения (1.8) следует, что параллелоэдр T является разверт-
кой тора Td

L = Rd/L, т.е. параллелоэдр T можно отождествить с самим
тором Td

L через каноническое отображение

T
−→
∼ Td

L : x 7→ xmodL, (1.11)



СИММЕТРИИ УНИВЕРСАЛЬНЫХ ЯДЕРНЫХ РАЗБИЕНИЙ 103

при этом, с точностью до множества граничных точек ∂T = T \ T int,
отображение (1.11) есть биекция. В [17] доказано, что для развертки
T существует перекладывание

T
S′

−→ T : S′(x) = x+ vcol(x) (1.12)

на векторы v0, v1, . . . , vd звезды v, связанные с базисом (1.9) решет-
ки L равенствами (1.10). В формуле (1.12) использовано обозначение
col(x) = k для цвета точек x, принадлежащих подмножеству Tk из
разбиения (1.7), где k = 0, 1, . . . , d. Развертки T , обладающие свой-
ством (1.12), называются перекладывающимися.

Заметим, что при переходе (1.10) от векторов переклыдывания v0,
v1, . . . , vd к базизу l1, . . . , ld решетки L нарушается симметрия, когда
выделяется вектор v0. Удобно ввести для него дополнительное обозна-
чение

v0 = α′. (1.13)

В частности, из равенств (1.10) и (1.13) вытекают сравнения

vk ≡ α′ mod L

для всех k = 0, 1, . . . , d. Поэтому перекладывание (1.12) эквивалентно
сдвигу

T
S′

−→ T : S′(x) ≡ x+ α′ mod L (1.14)

тора T = Td
L на вектор α′ modL.

1.3. Звездный граф. Дополнительно к (1.2) введем симметризо-
ванную звезду

w = {w0, w1, . . . , wd}, (1.15)

состоящую из лучей wk = ±vk, где vk принадлежат звезде v, и имею-
щих соответственно веса

µwk = sign(wk)µk. (1.16)

Здесь знаки sign(wk) звезд wk определены условиями sign(wk) = +1
или −1 для wk = +vk или wk = −vk соответственно.

Рассмотрим ориентированный граф
−→
G с вершинами

−→
G ver = {x = x(a); a ∈ Zd+1, µx ∈ I}, (1.17)

при этом

x = x(a) = a0v0 + a1v1 + . . .+ advd (1.18)
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или в других обозначениях, которые далее будут использоваться,

x = x(a) = a ◦ v, (1.19)

где полагаем

a ◦ v = a0v0 + a1v1 + . . .+ advd (1.20)

– точка из пространства Rd с индексом a = (a0, a1, . . . , ad) из решетки
Zd+1; вес µx точки x = x(a) определен равенством

µx = a0 µv0 + a1 µv1 + . . .+ ad µvd = µa, (1.21)

где справа

µa = a0µ0 + a1µ1 + . . .+ adµd (1.22)

– вес индекса a, определяемый по весовому вектору µ = (µ0, µ1, . . . , µd)
из (1.3); I= [0, 1) – единичный полуинтервал.

Вершины x, x′ ∈
−→
G ver соединим дугой wk – ориентированным реб-

ром с номером k = 0, 1, . . . , d, если

x′ − x = wk ∈ w. (1.23)

Здесь справа указана симметризованная звезда (1.15). Если же верши-
ны x = x(a), x′ = x′(a′) записать в терминах индексов (1.18), то (1.23)
будет эквивалентно условию

a′ − a = ε±k ∈ ε±, (1.24)

при этом

ε± = {ε±0 , ε
±
1 , . . . , ε

±
d }, (1.25)

где ε±k = ±εk, – симметризованная единичная звезда, получающаяся
симметризацией единичного базиса

ε0 = (0, . . . , 0, 1), ε1 = (1, . . . , 0, 0), εd = (0, . . . , 1, 0) (1.26)

пространства Rd+1. Если единичным векторам εk придать веса

µεk = µk (1.27)

для k = 0, 1, . . . , d, то вес (1.22) индекса a запишется

µa = a0 µε0 + a1 µε1 + . . .+ ad µεd (1.28)

аналогично весу (1.21) вершины x = x(a).

Определенный в (1.17) и (1.23) граф
−→
G назовем звездным графом.
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1.4. Вершины базисных параллелепипедов. Напомним, что па-
раллелепипед Tk в (1.6) порождается векторами vi ∈ v с номерами i
из множества

Dk = D \ {k}, (1.29)

где D = {0, 1, . . . , d}. Множество векторов

Skk = {vi; i ∈ Dk} (1.30)

назовем остовом (skeleton) параллелепипеда Tk. Остов Skk порождает
параллелепипед Tk и содержит наименьшее число векторов с указан-
ным свойством.

Согласно определению (1.6) параллелепипед Tk имеет следующие
вершины

T ver
k = {vi; i ⊆ Dk}. (1.31)

Здесь i = {i1, . . . , iι} – мультииндекс, являющийся произвольным под-
множеством индексов из множества (1.29), и

vi = vi1 + . . .+ viι . (1.32)

Далее нам потребуется понятие отмеченного параллелепипеда Tk,i

– это параллелепипед Tk с некоторой выделенной фиксированной его
вершиной vi ∈ T ver

k .

1.5. Графы базисных параллелепипедов. Граф
−→
G(Tk) паралле-

лепипеда Tk – это ориентированный граф, имеющий вершины
−→
G ver(Tk) = T ver

k . (1.33)

По аналогии с (1.23) вершины vi, vi′ ∈ T ver
k считаются соединенными

дугой wk, если

vi′ − vi = wk ∈ w. (1.34)

Отмеченному параллелепипеду Tk,i отвечает граф
−→
G(Tk,i), в котором

выделена та же вершина vi ∈
−→
G ver(Tk), что и у параллелепипеда Tk,i.

Заметим, согласно определениям (1.6) и (1.17), (1.23) имеют место
включения

Tk,i ⊂ Rd,
−→
G ⊂ Rd. (1.35)

Учитывая (1.35), будем говорить, что граф
−→
G(Tk,i) отмеченного па-

раллелепипеда Tk,i вкладывается

x :
−→
G(Tk,i) →֒

−→
G (1.36)
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в граф
−→
G в его вершине x ∈

−→
G ver, если выполняется включение графов

−→
G(Tk,i) + (x− vi) ⊂

−→
G. (1.37)

Последнее означает, что
−→
G (Tk,i) является подграфом графа

−→
G при

условии, если выделенную вершину vi графа
−→
G (Tk,i) параллельным

сдвигом совместить с вершиной x графа
−→
G . Обозначим через Xk,i мно-

жество вершин x графа
−→
G , в которых имеет место включение (1.36).

1.6. Универсальные ядерные разбиения. Приведенные выше кон-
струкции позволяют строить специальные разбиения T (v,µ), называе-
мые универсальными ядерными разбиениями пространства Rd.

В [5] доказана

Основная теорема 1.1. Пусть

xTk,i = Tk,i + (x − vi) ⊂ Rd (1.38)

обозначает параллелепипед, получающийся сдвигом Tk,i на вектор x−

vi, где x принадлежит множеству вершин Xk,i ⊂
−→
G ver и vi ∈ T ver

k –
вершина базисного параллелепипеда Tk с мультииндексом i ⊆ Dk.

Тогда имеет место разбиение

Rd =
⋃

06k6d

⋃

i⊆Dk

⋃

x∈Xk,i

xTk,i (1.39)

пространства Rd любой размерности d. В объединении (1.39) любые
два параллелепипеда xTk,i и x′Tk′,i′ совпадают

xTk,i = x′Tk′,i′ (1.40)

или не имеют общих внутренних точек. �

Из основной теоремы 1.1 следует, что при любом выборе звезды v и
весового параметра µ, определенных в (1.2) и (1.3), объединение

T (v, µ) =
⋃

06k6d

⋃

i⊆Dk

⋃

x∈Xk,i

xTk,i (1.41)

представляет собою разбиение пространства Rd.

Замечание 1.1. Упомянутые во введении универсальные ядерные
разбиения T (v, µ, ρ) получаются аналогично разбиениям (1.41) с заме-
ной единичного полуинтервала I на сдвинутый полуинтервал I + ρ.
Разбиения T (v, µ) = T (v, µ, 0) являются типичными: они образуют
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всюду плотное подмножество среди всех разбиений вида T (v, µ, ρ).
Среди других, разбиения T (v, µ) выделяет наличие у них ядра, со-
держащего начало координат.

§2. Единичный граф

2.1. Ориентированный граф
−→
G . В пространстве Rd+1 выделим (d+

1)-мерный слой

Rd+1
µ = {x̂ ∈ Rd+1; µ · x̂ ∈ I}, (2.1)

где µ · x̂ – скалярное произведение весового вектора µ = (µ0, µ1, . . . , µd)
из (1.3) и x̂; I = [0, 1) – снова единичный полуинтервал. В свою оче-
редь, в слое Rd+1

µ выделим решетку

Zd+1
µ = Rd+1

µ ∩ Zd+1 = {a ∈ Zd+1; µa ∈ I} (2.2)

точек a = (a0, a1, . . . , ad) с целыми координатами ak. Здесь µa обозна-
чает вес точки a, определяемый формулой (1.22), и согласно которой
можем записать µa = µ · a. Поэтому µx = µ · x также будем называть
весом и для произвольной вещественной точки x ∈ Rd+1.

Используя решетку (2.2), можем определить ориентированный граф
−→
G с вершинами

−→
G ver = Zd+1

µ . (2.3)

Его вершины a, a′ ∈
−→
G ver соединим дугой ε±k , если выполнено условие

a′ − a = ε±k , (2.4)

где ε±k , k = 0, 1, . . . , d, принадлежит симметризованной единичной звез-

де ε± из (1.25). Определенный в (2.3) и (2.4) граф
−→
G назовем единич-

ным графом, поскольку его ребрами являются векторы единичного
базиса (1.26).

2.2. Симплекс. Рассмотрим замкнутый d-мерный симплекс △ε =
△d

ε, вершины которого есть концы векторов единичного базиса ε =
{ε0, ε1, . . . , εd} из (1.26). Вершины △ver

ε симплекса △ε будем обозначать
так же, как и самими векторы εk. Различать их будем по указательным
терминам “вершина” или “вектор”. Внутренность △int

ε симплекса △ε

образуют точки x̂ = (x̂0, x̂1, . . . , x̂d) вида

x̂ = x̂0ε0 + x̂1ε1 + . . .+ x̂dεd, (2.5)



108 В. Г. ЖУРАВЛЕВ

где координаты ограничены условиями

x̂0 + x̂1 + . . .+ x̂d = 1, x̂k > 0. (2.6)

Заметим, что x̂0, x̂1, . . . , x̂d в равенстве (2.5) можно интерпретировать
и как барицентрические координаты внутренней точки x̂ симплекса
△ε относительно его вершин ε0, ε1, . . . , εd ∈ △ver

ε .

2.3. Проекция. Выберем произвольную точку π из внутренности
симплекса △int

ε и зададим проекцию

prπ : Rd+1
µ −→ Rd+1

µ,0 (2.7)

вдоль соответствующего вектора π, отображающую слой (2.1) на его
нижнюю граничную гиперплоскость

Rd+1
µ,0 = {x̂ ∈ Rd+1; µ · x̂ = 0}. (2.8)

2.4. Изоморфизм графов. Чтобы не усложнять обозначения, ус-
ловимся отождествлять

Rd+1
µ,0 = Rd (2.9)

гиперплоскость (2.8) с обычным d-мерным пространством Rd; и пусть
вложение Rd ⊂ Rd+1 будет согласовано с (2.9).

Проекция

v = prπε (2.10)

единичного базиса ε={ε0, ε1, . . . , εd} из (1.26) на гиперплоскость Rd+1
µ,0 =

Rd образует звезду v (см. определение 1.1).

Теорема 2.1. Пусть
−→
G – звездный граф (1.17), (1.23) и

−→
G – единич-

ный граф (2.3), (2.4). Если звезда v имеет вид (2.10), где в качестве π
выбрана произвольная внутренняя точка симплекса △ε, то проекция
prπ из (2.7), перенесенная на указанные графы

prπ :
−→
G

−→
∼

−→
G, (2.11)

задает изоморфизм этих графов.

Доказательство. См. [5]. �
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§3. Эквивалентность вложения графов и разбиений

3.1. Локальная эквивалентность. Скажем, что отмеченный парал-
лелепипед Tk,i вкладывается

x : Tk,i →֒ T(v, µ) (3.1)

(ср. с определением вложения графов (1.36)) в разбиение T(v, µ) в его
вершине x ∈ TL(v, µ) ver, если выполняется включение

Tk,i + (x− vi) ⊂ T(v, µ), (3.2)

означающее, что в вершине x присутствует параллелепипед P разби-
ения T(v, µ), получающийся параллельным сдвигом параллелепипеда
Tk,i, переводящим его выделенную вершину vi ∈ T ver

k,i в вершину x

разбиения T(v, µ).

Предложение 3.1. Пусть T (v, µ) – ядерное разбиение (1.41) про-

странства Rd и
−→
G – звездный граф данного разбиения, определенный

в (1.17) и (1.23). Тогда для любой вершины x ∈
−→
G ver имеет место

равносильность

x :
−→
G(Tk,i) →֒

−→
G ⇔ x : Tk,i →֒ T(v, µ) (3.3)

вложений графов (1.36) отмеченных многогранников Tk,i и вложений
(3.1) самих многогранников.

Доказательство. Для периодических разбиений T(v, µ) равносиль-
ность (3.3) доказана в лемме 5.1 из [5]. Непериодические разбиения
и разбиения смешанного типа T(v, µ) получаются из периодических
предельным переходом [5]. Отсюда следует, что утверждение (3.3) вы-
полняется и для произвольных ядерных разбиений T(v, µ). �

3.2. Группа симметрий S. Согласно (1.41) и (1.6), ядерные раз-
биения T(v, µ) состоят из трансляций параллелепипедов T0, T1, . . . , Td,
имеющих в общем случае лишь центральные симметрии. Поэтому в
поисках изоморфизмов разбиений T(v, µ) можно ограничиться группой
движений S, порождаемой параллельными сдвигами и центральными
симметриями.

3.3. Глобальная эквивалентность. Из предложения 3.1 вытекает
следующая
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Теорема 3.1. Для любой симметрии s из группы S выполняется
равносильность свойств

s : T(v, µ)
−→
∼ T(v, µ) ⇔ s :

−→
G

−→
∼

−→
G (3.4)

быть s симметрией разбиения T(v, µ) и его звездного графа
−→
G .

§4. Типы ядерных разбиений пространства

4.1. Ранг весового вектора. Определим ранг rankµ весового век-
тора µ = (µ0, µ1, . . . , µd) из (1.3) как максимальное число r = rankµ
линейно независимых его координат

µmax = {µi1 , . . . , µir} ⊆ {µ0, µ1, . . . , µd} (4.1)

над кольцом целых чисел Z или, что равносильно – над полем рацио-
нальных чисел Q. Из (4.1) и определения (1.3)–(1.5) весового вектора
µ следует, что ранг rankµ должен удовлетворять неравенствам

1 6 rankµ 6 d+ 1. (4.2)

4.2. Решетка периодов ядерного разбиения T (v, µ). Обозначим
через

L = Lµ ⊂ Zd+1 (4.3)

решетку решений a = (a0, a1, . . . , ad) ∈ Zd+1 однородного уравнения

µa = µ · a = µ0a0 + µ1a1 + . . .+ µdad = 0, (4.4)

т.е. решетку целочисленных векторов a, ортогональных a⊥µ весовому
вектору µ = (µ0, µ1, . . . , µd). Ранг rankL = ρ решетки

L = Z[l1, . . . , lρ] ⊂ Zd+1 (4.5)

– это максимальное число ρ векторов l1, . . . , lρ из L, линейно незави-
симых над Z. Таким образом, ранг решетки L – это ее размерность

dimL = rankL (4.6)

над кольцом целых чисел Z или, что равносильно в данном случае –
над полем вещественных чисел R.

Размерность dimL решетки L и ранг rankµ соответствующего ве-
сового вектора µ связаны условием

dimL = d+ 1− rankµ. (4.7)

Из [5] следует
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Предложение 4.1. Ядерное разбиение T (v, µ) пространства Rd из
(1.41) периодично

T (v, µ) + l = T (v, µ) (4.8)

относительно трансляций (параллельных сдвигов) на векторы l ре-

шетки L из (4.3), принадлежащей гиперплоскости Rd+1
µ,0 ⊂ R

d+1, ор-
тогональной весовому вектору µ.

4.3. Типы ядерных разбиений T (v, µ). В зависимости от величины
ранга rankµ весового вектора µ будем различать три типа ядерных
разбиений T (v, µ) пространства Rd, построенных в (1.41).

Тип I: непериодические разбиения T (v, µ), если

rankµ = d+ 1; (4.9)

Тип II: разбиения смешанного типа T (v, µ), если

1 < rankµ < d+ 1; (4.10)

Тип III: периодические разбиения T (v, µ), если

rankµ = 1. (4.11)

Из предложения 4.1 видно, что в случае минимального ранга rankµ
= 1 весового вектора µ ядерное разбиение T (v, µ) имеет решетку пе-
риодов L максимально возможной размерности

dimL = d. (4.12)

Наоборот, если весовой вектор µ имеет максимальный ранг rankµ =
d + 1, то у ядерного разбиения T (v, µ) будет решетка периодов L ми-
нимальной размерности

dimL = 0, (4.13)

так как решетка L = {0} в силу формулы (4.7). У разбиений T (v, µ)
смешанного типа (4.10) решетка периодов L имеет размерность

1 6 dimL 6 d− 1. (4.14)

Весовой вектор µ максимального ранга rankµ = d + 1 естественно
назвать вектором общего положения. Вырожденному случаю мини-
мального ранга rankµ = 1 отвечает рациональный весовой вектор µ
из (4.18).
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4.4. Весовой вектор общего положения. Из определения следует,
что весовой вектор µ будет вектором общего положения, если

координаты µ0, µ1, . . . , µd линейно независимы над Z. (4.15)

В этом случае множество точек a = (a0, a1, . . . , ad) решетки Zd+1,
являющихся решениями однородного уравнения (4.4), будет состоять
из единственной точки 0 = (0, 0, . . . , 0), а неоднородного

µa = µ · a = a0m0 + a1m1 + . . .+ admd = 1 (4.16)

в силу нормирующего условия (1.4) – из единственной точки 1 =
(1, 1, . . . , 1).

Поэтому имеем
−→
G ver ∩Rd+1

µ,0 = {0},
−→
G

∗ ver ∩ (Rd+1
µ,0 + 1) = {1}, (4.17)

где
−→
G ver = Zd+1

µ – вершины единичного графа (2.3) и Rd+1
µ,0 – гипер-

плоскость (2.8).

4.5. Рациональный весовой вектор. Такой весовой вектор имеет
вид

µ = (µ0, µ1, . . . , µd) =
(m0

m
,
m1

m
, . . . ,

md

m

)
, (4.18)

где mk, m – натуральные числа, имеющие наибольший общий делитель

g.c.d.(m0,m1, . . . ,md, m) = 1 (4.19)

и удовлетворяющие нормирующему условию (1.4), которое в данном
случае принимает вид

m0 +m1 + . . .+md = m. (4.20)

Как уже говорилось, теперь целые решения a = (a0, a1, . . . , ad) одно-
родного уравнения (4.4) образуют решетку максимально возможной
размерности dimL = d.

§5. Двойственные разбиения и графы

5.1. Основная центральная симметрия s. Обозначим через

s = s
− = s−vsum : x 7→ −x+ vsum = −

(
x−

1

2
vsum

)
+

1

2
vsum (5.1)

центральную симметрию пространства Rd с центром

c =
1

2
vsum, (5.2)
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где

vsum = v0 + v1 + . . .+ vd (5.3)

– сумма всех лучей vk звезды v из (1.2). Назовем s = s−vsum основной
центральной симметрией пространства Rd. Иногда сумму лучей vsum

удобно записывать в обозначениях (1.20):

vsum = 1 ◦ v, (5.4)

где

1 = ε0 + ε1 + . . .+ εd = {1, 1, . . . , 1}︸ ︷︷ ︸
d+1

(5.5)

– сумма всех векторов εk единичного базиса (1.26).

5.2. Двойственные разбиения и звездные графы. С помощью
центральной симметрии (5.1) для разбиения T (v, µ) определим двой-
ственное ядерное разбиение

T ∗(v, µ) = s T (v, µ) (5.6)

пространства Rd.

Звездный граф
−→
G , определенный в (1.17) и (1.23), вложен

−→
G ⊂ Rd

согласно (1.35) в пространство Rd. Поэтому для него можно рассмот-

реть двойственный звездный граф
−→
G∗, полагая

−→
G∗ = s

−→
G. (5.7)

5.3. Двойственная основная центральная симметрия s. В до-
полнение к (5.1) рассмотрим еще

s = s
− = s

−
1
: x 7→ −x+ 1 (5.8)

– центральную симметрию пространства Rd+1 с центром

c =
1

2
1, (5.9)

где 1 – вектор (5.5). Симметрию s = s
−
1

будем называть основной
центральной симметрией, но уже бо́льшего пространства Rd+1.

5.4. Двойственный единичный граф
−→
G ∗. Пусть

−→
G – единичный

граф (2.3), (2.4), вложенный в пространство Rd+1. Тогда с помощью
симметрии s = s

−
1

можно определить двойственный единичный граф

−→
G ∗ = s

−→
G . (5.10)
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Двойственный граф
−→
G ∗ можно также получить, если в определении

(2.1)-(2.4) графа
−→
G единичный полуинтервал I = [0, 1) заменить двой-

ственным полуинтервалом

I
∗ = (0, 1], (5.11)

где
∗ : x 7→ −x+ 1 (5.12)

– центральная симметрия прямой R с центром в точке 1
2 . При указан-

ной замене ориентированный граф
−→
G ∗ по определению будет иметь

вершины
−→
G

∗ver = Z
∗d+1
µ , (5.13)

где
Z

∗d+1
µ = R

∗d+1
µ ∩ Zd+1 = {a ∈ Zd+1; µa ∈ I

∗} (5.14)

– решетка целых точек из (d+ 1)-мерного слоя

R
∗d+1
µ = {x̂ ∈ Rd+1; µ · x̂ ∈ I

∗}. (5.15)

Определение же соседства

a′ − a = ε±k (5.16)

вершин a, a′ ∈
−→
G

∗ver дугами ε±k , k = 0, 1, . . . , d, симметризованной
единичной звезды ε± из (1.25) остается без изменения.

5.5. Коммутативная диаграмма для графов.

Предложение 5.1. Имеет место коммутативная диаграмма
−→
G

s

−→
−→
G

∗

prπ ↓ ↓ prπ,−→
G

s
−→

−→
G∗

(5.17)

где prπ – проекция (2.11), s и s – центральные симметрии (5.1) и
(5.8).

Доказательство. Для доказательства коммутативности диаграммы
(5.17) на графах достаточно проверить ее коммутативность на верши-

нах a ∈
−→
G ver. Используя обозначение (1.20), получаем

prπ (sa) = prπ (−a+ 1) = (−a+ 1) ◦ v. (5.18)

С другой стороны имеем

s (prπa) = s (a ◦ v) = −a ◦ v + vsum = (−a+ 1) ◦ v, (5.19)
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так как vsum = 1◦ v согласно (5.4). Сравнивая (5.18) и (5.19) приходим
к формуле коммутирования

(prπ · s) a = (s · prπ) a. (5.20)

�

§6. Проколотые единичные разбиения и графы

6.1. Вершинные звезды единичных графов
−→
G ,

−→
G ∗. Первая вер-

шинная звезда e(0) имеет единственную вершину

e(0) ver = {0}, (6.1)

из которой выходят дуги-лучи ε0, ε1, . . . , εd единичного базиса (1.26)
Остальные вершины, концы дуг εk, считаем пустыми или свободными.
По определению лучи звезды e(0) – это в точности дуги единичного

графа
−→
G , инцидентные его вершине 0.

Вторая вершинная звезда e(1) принадлежит двойственному единич-

ному графу
−→
G ∗ из (5.10). Эта звезда также с единственной вершиной

e(1) ver = {1}, (6.2)

в которую входят дуги-лучи −ε0,−ε1, . . . ,−εd симметризованной еди-
ничной звезды ε± из (1.25). Вершины, начала дуг −εk, полагаются
пустыми. Уточним: вершина из (6.2) – это конец вектора 1, выходяще-
го из начала координат, а лучи звезды e(1) – это дуги двойственного

графа
−→
G ∗, инцидентные вершине 1.

Если воспользоваться центральной симметрией s пространстваRd+1

из (5.8), то связь между вершинными звездами e(0) и e(1) можно
кратко записать в виде формулы

e(1) = s e(0) = e
∗(0). (6.3)

Поэтому вторую вершинную звезду e(1) можно назвать двойственной
для звезды e(0).

6.2. Проколотые графы
−→
G◦,

−→
G ∗
◦ : непериодический случай. Сна-

чала сосредоточимся на более простом случае иррационального весо-
вого вектора µ = (µ0, µ1, . . . , µd) из (1.3) или вектора общего положе-
ния (4.15).

Построим проколотый граф
−→
G◦, вырезая

−→
G ver
◦ =

−→
G ver \ {0} (6.4)
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из единичного графа
−→
G его вершину 0 = (0, 0, . . . , 0) и все инцидентные

с ней дуги. Аналогично определим граф
−→
G ∗
◦ , вырезая

−→
G

∗ ver
◦ =

−→
G

∗ ver \ {1} (6.5)

из двойственного графа
−→
G ∗ его вершину 1 = (1, 1, . . . , 1) и все инци-

дентные с ней дуги. Проколотые графы
−→
G◦,

−→
G ∗
◦ можно определить с

помощью операции вырезания (excision, cutting-out)
−→
G◦ =

−→
G

.
− e(0), (6.6)

−→
G ∗
◦ =

−→
G ∗

.
− e

∗(0) =
−→
G ∗

.
− e(1) (6.7)

из единичных графов
−→
G ,

−→
G ∗ вершинных звезд e(0) и e

∗(0) = e(1),
рассмотренных в (6.1) и (6.2). Вклейка (embedding) – это обратная
операция к операции вырезания

−→
G =

−→
G◦ ∔ e(0), (6.8)

−→
G ∗ =

−→
G ∗
◦ ∔ e

∗(0) =
−→
G ∗
◦ ∔ e(1). (6.9)

Лемма 6.1. 1. Если µ = (µ0, µ1, . . . , µd) является весовым вектором
общего положения (4.15), то имеет место совпадение

−→
G◦ =

−→
G ∗
◦ (6.10)

проколотых графов (6.4), (6.5) для единичного графа
−→
G , определенного

в (2.3), (2.4), и двойственного ему графа
−→
G ∗ из (5.10).

2. Ограничение основной центральной симметрии s из (5.8) на про-

колотый граф
−→
G◦ задает его автоморфизм

s :
−→
G◦

−→
∼

−→
G◦. (6.11)

3. Двойственный граф
−→
G ∗ получается из проколотого графа

−→
G◦

через вклейку
−→
G ∗ =

−→
G◦ ∔ e

∗(0) (6.12)

вершинной звезды e
∗(0) = e(1).

Доказательство. 1. В случае весового вектора общего положения µ

единичный граф
−→
G и двойственный граф

−→
G ∗ имеют одни и те же

вершины, исключая вершины 0 ∈
−→
G ver и 1 = 0

∗ ∈
−→
G

∗ ver, как это
следует из (4.17). Вырезание же этих вершин (6.6), (6.7) приводит к

совпадению (6.10) проколотых графов
−→
G◦ и

−→
G ∗
◦ .
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2. Вытекает из равенства (6.10) и определения центральной симмет-
рии (5.8).

3. Разложение (6.12) получается подстановкой
−→
G ∗
◦ =

−→
G◦ в разложе-

ние (6.9). �

§7. Проколотые звездные разбиения и графы

7.1. Вершинные звезды графов
−→
G ,

−→
G∗. Данные звезды опреде-

ляются по аналогии с вершинными звездами единичных графов (6.1),
(6.2). Вершинная звезда v(0) имеет единственную вершину

v(0) ver = {0}, (7.1)

из которой выходят дуги-лучи v0, v1, . . . , vd зведы v = {v0, v1, . . . , vd}
из (1.2). Остальные вершины, концы дуг vk, считаются пустыми. Вер-
шинная звезда v(0) представляет собою звезду v с фиксированным
центром в начале координат и лучи звезды v(0) – это в точности дуги

звездного графа
−→
G , инцидентные вершине 0.

Двойственная звезда v(vsum), принадлежащая двойственному гра-

фу
−→
G∗ из (5.7), имеет

v(vsum) ver = {vsum} (7.2)

единственную вершину (5.3), в которую входят дуги-лучи
−v0,−v1, . . . ,−vd зведы −v = {−v0,−v1, . . . ,−vd}. Вершины, начала
дуг −vk, полагаются пустыми. Вершина из (7.2) – это конец вектора
vsum, выходящего из начала координат, а лучи звезды v(vsum) – это

дуги двойственного графа
−→
G∗, инцидентные вершине vsum.

Если воспользоваться центральной симметрией s пространства Rd

из (5.1), то связь вершинной звездой v(0) и двойственной звездой
v(vsum) можно кратко записать в виде формулы

v(vsum) = s v(0) = v
∗(0). (7.3)

7.2. Проколотые графы
−→
G◦,

−→
G∗
◦ : непериодический случай. Про-

колотые графы
−→
G◦,

−→
G∗
◦ будем строить сразу с помощью операции вы-

резания, минуя промежуточные этапы (6.4) и (6.5):

−→
G◦ =

−→
G

.
− v(0), (7.4)

−→
G∗
◦ =

−→
G∗

.
− v

∗(0) =
−→
G∗

.
− v(vsum) (7.5)
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из единичных графов
−→
G ,

−→
G∗ и вершинных звезд v(0), v∗(0) = v(vsum),

определенных в (7.1) и (7.2).

Лемма 7.1. 1. Если µ = (µ0, µ1, . . . , µd) является весовым вектором
общего положения (4.15), то имеет место совпадение

−→
G◦ =

−→
G∗
◦ (7.6)

проколотых графов (7.4), (7.5) для звездного графа
−→
G , определенного

в (1.17), (1.23), и двойственного ему графа
−→
G∗ из (5.7).

2. Ограничение центральной симметрии s из (5.1) на проколотый

граф
−→
G◦ задает его автоморфизм

s :
−→
G◦

−→
∼

−→
G◦. (7.7)

3. Двойственный граф
−→
G∗ получается из проколотого графа

−→
G◦

через вклейку
−→
G∗ =

−→
G◦ ∔ v

∗(0) (7.8)

вершинной звезды v
∗(0) = v(vsum).

Доказательство. Рассмотрев ограничение диаграммы (5.17) на вер-
шинные звезды, убеждаемся в коммутативности диаграммы

e(0)
s

−→ e
∗(0)

prπ ↓ ↓ prπ,

v(0)
s

−→ v
∗(0)

(7.9)

где prπ – проекция (2.11). Отсюда, предложения 5.1 и леммы 6.1 вы-
текают утверждения 1–3. �

7.3. Проколотые разбиения T◦, T ∗
◦ : непериодический случай.

Далее для построенного в (1.41) разбиения пространства R
d будем

использовать сокращенное обозначение

T = T (v, µ). (7.10)

Множество

T = Kr = Kr(T ) (7.11)

– параллелоэдр (1.7) – по отношению ко всему разбиению T , опреде-
ленному в (1.41), называется ядром (karyon) разбиения T (ср. [4, 16]).
Согласно (1.7) ядро Kr разбивается

K = T0 ∪ T1 ∪ . . . ∪ Td (7.12)
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на d+1 базисный параллелепипед T0, T1, . . . , Td из (1.6). Для каждого
параллелепипеда Tk множество задающих его лучей vk1

, . . . , vkd
зведы

v = {v0, v1, . . . , vd} образует остов Skk из (1.30).

Замечание 7.1. Далее будем различать ядро Kr – множество (7.11)
от ядра K – разбиения (7.12).

По (1.37) для всех k = 0, 1, . . . , d графы
−→
G(Tk,0) отмеченных парал-

лелепипедов Tk,0 вкладываются

x0 :
−→
G (Tk,0) →֒

−→
G (7.13)

в граф
−→
G разбиения T в его вершине x0 = 0 ∈

−→
G ver. Тогда из (7.13) и

предложения 3.1 заключаем, что соответствующие отмеченные парал-
лелепипеды Tk,0 вкладываются

x0 : Tk,0 →֒ T (7.14)

и в само разбиение T в той же вершине x0 = 0 общего с графом
−→
G

пространства R
d. Поскольку x0 = 0 – общая вершина всех параллеле-

пипедов

Tk = Tk,0, (7.15)

а последние разбивают (7.12) ядро K, то в силу (7.14) будет вклады-
ваться

x0 : K →֒ T (7.16)

и все ядро K в разбиение T в вершине x0 = 0. Итак, в силу (7.16)
имеем теоретико-множественное включение

K ⊂ T ⊂ Rd, (7.17)

поэтому можно определить проколотое разбиение

T◦ = T \ K. (7.18)

7.4. Действие основной центральной симметрии s на ядро Kr.

Предложение 7.1. Ядро Kr является выпуклым d-мерным цент-
рально-симметричным многогранником с числом вершин

♯Krver = 2d+1 − 2 (7.19)
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и с центром симметрии

cKr = c =
1

2
vsum, (7.20)

где c – центр основной центральной симметрии s из (5.1), (5.2).

Число вершин Krver многогранника Kr равно количеству мультиин-
дексов i = {i1, . . . , iι} из множества D = {0, 1, . . . , d}, исключая i = ∅ и
i = D. Отсюда получаем формулу (7.20).

Используя данную формулу найдем центр тяжести многогранника
Kr:

1

♯Krver
∑

i
∗

⊂ D

vi =
2d − 1

2d+1 − 2
(v0 + v1 + . . .+ vd), (7.21)

где суммирование ведется по описанным выше мультииндексам i.
Вспоминая обозначение (5.2), устанавливаем связь

1

♯Krver
∑

i
∗

⊂D

vi =
1

2
vsum = c (7.22)

с центром c центральной симметрии s из (5.1).
Далее, воспользовавшись определением (5.1), выводим формулу

действия
s vi = vi′ (7.23)

центральной симметрии s на вершины vi ∈ Krver многогранника Kr.
Здесь i

′ = D \ i – дополнительный мультииндекс к i. Следовательно,
многогранник Kr является центрально-симметричным

s : Kr
−→
∼ Kr (7.24)

с тем же центром симметрии, что и у центральной симметрии s.
Остальные утверждения предложения 7.1 вытекают из определений

(1.7), (1.2) многогранника Kr = T и звезды v.

7.5. Основная центральная симметрия и перекладывание яд-
ра. Следующий материал потребуется нам в §11. Свяжем симметрию
(7.24) с перекладыванием (1.12) ядра Kr. Перекладывание S′ допуска-
ет факторизацию

K
S′

−→ K : Tk
S′

−→ Tk + vk (7.25)

на параллелепипеды T0, T1, . . . , Td, образующие ядро Kr. В (7.25)
индекс k пробегает все значения k = 0, 1, . . . , d и vk – лучи звезды v. Из
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приведенной факторизации (7.25) становится понятным термин [17]:
перекладывание ядра.

Таким образом, ядро K – перекладывающаяся фигура. В резуль-
тате перекладывания или параллельных переносов составляющих ее
многогранников Tk снова получается исходная фигура.

Согласно (1.6) параллелепипеды Tk центрально-симметричны

sk : Tk
−→
∼ Tk, (7.26)

где

sk : x −→ −x+ vsumk , (7.27)

относительно собственных центров

ck =
1

2
vsumk , при этом vsumk = vsum − vk. (7.28)

Предложение 7.2. Диаграмма

K
s

−→ K
id ↓ ↓ id

K
S′

−→ K

(7.29)

коммутативна. Здесь K – разбиение (7.12) ядра Kr на параллелепипе-
ды T0, T1, . . . , Td , вертикальные стрелки id обозначают поточечные
тождественные отображения, s – центральная симметрия (5.1) и
S′ – перекладывание ядра (7.25).

Доказательство. Коммутативность диаграммы (7.29) вытекает из
совпадений образов параллелепипедов

sTk = S′Tk (7.30)

для всех k = 0, 1, . . . , d. Согласно (5.1) и (7.25) последнее равенство
можно переписать в виде

−Tk + vsum = Tk + vk (7.31)

или, используя (7.27) и (7.28), – в виде

Tk = −Tk + vsum − vk = −Tk + vsumk = skTk. (7.32)

Поскольку параллелепипеды Tk симметричны skTk = Tk, получаем
равенство (7.30). �
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Таким образом, согласно предложению 7.2 имеет место эквивалент-
ность

K
s

−→ sK ∼ K
S′

−→ S′K (7.33)

действий на ядро K центральной симметриии s и перекладывания S′.
Ядро

K∗ = sK = S′K (7.34)

назовем двойственным ядром.

Замечание 7.2. Из предложения 7.2 и симметричности (7.24) ядра
Kr вытекает независимое от [17] доказательство замкнутости ядра Kr
относительно перекладывания S′ в (1.12), (7.25).

§8. Теорема о квазисимметрии s для разбиений типа I

Разбиение (7.12) ядра K является подразбиением

K ⊂ T (8.1)

всего разбиения (7.10). Поэтому можем определить проколотое разби-
ение T◦, вырезая

T◦ = T \ K (8.2)

из разбиения T его ядро K. На этом пути приходим к разложению

T = T◦ ∪K (8.3)

исходного разбиения T на два подразбиения T◦ и K, не имеющих общих
внутренних точек

T int
◦ ∩ Kint = ∅. (8.4)

Теорема 8.1. Пусть T = T (v, µ) – ядерное разбиение типа I, т.е.
непериодическое разбиение (4.9), и s – основная центральная симмет-
рия (5.1). Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Проколотое разбиение (8.2) центрально-симметрично

sT◦ = T◦ (8.5)

относительно симметрии s.
2. Действие симметрии s на все разбиение (8.3) сводится

sT = T◦ ∪ sK (8.6)

к центрально-симметричному преобразованию

s : K −→ sK (8.7)

его конечного ядра K.
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Доказательство. 1. Из построения (8.2) проколотого разбиения T◦
следует, что его звездный граф

−→
G(T◦) совпадает

−→
G(T◦) =

−→
G◦ (8.8)

с проколотым графом
−→
G◦, ранее определенным в (7.4). Применяя лем-

му 7.1 видим, что звездный граф
−→
G(T◦) симметричен

s :
−→
G(T◦)

−→
∼

−→
G(T◦) (8.9)

относительно центральной симметрии s из (5.1). Из теоремы 3.1 и (8.9)
вытекает центральная симметричность (8.5) проколотого разбиения.

2. Если на разложение (8.3) разбиения T подействовать симметрией
s и принять во внимание симметрию ядра (7.24), то получим разложе-
ние

sT = s T◦ ∪ sK (8.10)

Теперь формула (8.6) следует из (8.10) и (8.5). �

§9. Теорема о квазисимметрии s для разбиений типа

II, III

9.1. Определения для разбиений типа II, III. Согласно (4.12)
и (4.14) ядерные разбиения T = T (v, µ) типа II или III допускают
нетривиальную решетку периодов L 6= {0}:

T + l = T (9.1)

для векторов трансляций l из решетки L. Поэтому в определение (8.2)
проколотого разбиения T◦ нужно ввести изменения, заменяя ядро K
на

KL = K + L (9.2)

– объединение разбиений K + l для всех l ∈ L. Из включения (8.1) и
периодичности (9.1) разбиения T следует, что решетка ядер KL явля-
ется подразбиением

KL ⊂ T (9.3)

всего разбиения T . Проколотое разбиение

T◦ = T \ KL (9.4)

определяем через вырезание из разбиения T решетки ядер KL. Снова
приходим к разложению

T = T◦ ∪ KL (9.5)
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исходного разбиения T на два подразбиения T◦ и KL, не имеющих
общих внутренних точек

T int
◦ ∩ Kint

L = ∅. (9.6)

Основную центральную симметрию s из (5.1) расширим через сдвиги
из решетки L до композиции

sL = s ◦ L = L ◦ s, (9.7)

состоящей из всевозможных преобразований вида

s ◦ l : x
l
7→ x+ l

s
7→ −x+ (vsum − l) (9.8)

или

l ◦ s : x
s
7→ −x+ vsum

l
7→ −x+ (vsum + l), (9.9)

образующих одно и то же множество s◦L = L◦s, так как для решетки
L справедливо равенство L = −L. Композиции (9.8) и (9.9) представ-
ляют собою центральные симметрии соответственно с центрами

c ◦ l = c−
1

2
l, l ◦ c = c+

1

2
l, (9.10)

где c – центр (5.2) симметрии s. Таким образом центры (9.10) компо-
зиций sL образуют решетку центров

cL = c+
1

2
L. (9.11)

9.2. Проколотые графы для разбиений типа II, III. Единичный
проколотый граф

−→
G◦ =

−→
G

.
− eL(0) (9.12)

определяем вырезанием, заменяя в (6.6) вершинную звезду e(0) ре-
шеткой

eL(0) = e(0) + L (9.13)

вершинных звезд el(0) = e(0)+ l, получающихся сдвигами на векторы
l ∈ L вершинной звезды e(0) из (6.1).

По аналогии с (9.12) определим проколотый звездный граф
−→
G◦ =

−→
G

.
− vL(0), (9.14)

где

vL(0) = v(0) + L (9.15)

– решетка вершинных звезд vl(0) = v(0)+ l, получающихся сдвигами
вершинной звезды v(0) из (7.1).
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Пусть prπ – проекция (2.11), s и s – центральные симметрии (5.1) и
(5.8). Далее нам потребуется коммутативная диаграмма

−→
G

sl−→
−→
G

∗

prπ ↓ ↓ prπ,−→
G

sl−→
−→
G∗

(9.16)

где sl – любая центральная симметрия из множества sL, определенного
в (9.7), и sl – центральная симметрия из композиции

sL = s ◦ L = L ◦ s. (9.17)

Лемма 9.1. Пусть
−→
G◦,

−→
G◦ – проколотые графы (9.12), (9.14); и пусть

sl и sl – центральные симметрии из множества композиций (9.17)
и (9.7). Тогда указанные симметрии задают соответственно авто-
морфизмы

sl :
−→
G◦

−→
∼

−→
G◦ (9.18)

и

sl :
−→
G◦

−→
∼

−→
G◦. (9.19)

Доказательство. За основу доказательства (9.18) возьмем автомор-
физм

s :
−→
G◦

−→
∼

−→
G◦ (9.20)

из леммы 6.1 и свойство решетки L быть решеткой периодов l ∈ L

единичного графа
−→
G :

l :
−→
G

−→
∼

−→
G . (9.21)

Теперь утверждение (9.18) вытекает из (9.20), (9.21) и равенства

−→
G ver ∩Rd+1

µ,0 = L, (9.22)

означающего, что все вершины
−→
G ver графа

−→
G , лежащие на нижней

граничной гиперплоскости Rd+1
µ,0 слоя Rd+1

µ (см. (2.1) и (2.8)), – это в
точности узлы решетки L.

Второй автоморфизм (9.19) вытекает из коммутативности диаграм-
мы

−→
G◦

sl−→
−→
G◦

prπ ↓ ↓ prπ−→
G◦

sl−→
−→
G◦

(9.23)

– следствия (9.16). �
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9.3. Теорема о квазисимметрии s для разбиений типа II, III.

Теорема 9.1. Пусть T = T (v, µ) – ядерное разбиение типа II или
III, т.е. разбиение смешанного типа (4.10) или периодическое разби-
ение (4.11), и sl – любая центральная симметрия из множества sL,
определенного в (9.7). Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Проколотое разбиение (9.4) центрально-симметрично

slT◦ = T◦ (9.24)

относительно симметрии sl.
2. Действие симметрии sl ∈ sL на все разбиение (9.5) сводится

slT = T◦ ∪ sl KL (9.25)

к центрально-симметричному преобразованию

sl : KL −→ sl KL (9.26)

решетки ядер KL из (9.2), при этом

sl KL = K∗
L = K∗ + L, (9.27)

где

K∗ = sK (9.28)

– двойственное ядро для ядра K.

Доказательство. 1. Из построения (9.4) проколотого разбиения T◦
следует, что его звездный граф

−→
G(T◦) совпадает

−→
G(T◦) =

−→
G◦ (9.29)

с вершинным проколотым графом
−→
G◦ из (9.14). Применяя лемму 9.1

видим, что граф разбиения
−→
G(T◦) симметричен

sl :
−→
G(T◦)

−→
∼

−→
G (T◦) (9.30)

относительно центральных симметрий sl из множества sL. Из теоре-
мы 3.1 и (9.30) вытекает центральная симметричность (9.24) проколо-
того разбиения T◦.

2. Рассмотрим решетку многогранников

KrL = Kr + L, (9.31)

где Kr – параллелоэдр (7.11) ядра K. Из (7.24) следует центральная
симметричность

sl : KrL
−→
∼ KrL (9.32)
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решетки многогранников (9.31) относительно симметрий sl ∈ sL. Ес-
ли на разложение (9.5) разбиения T подействовать симметрией sl и
принять во внимание симметрию (9.32), то получим разложение

slT = slT◦ ∪ sl KL. (9.33)

Теперь формула (9.25) следует из (9.33) и (9.24).
Равенства (9.27) и (9.28) вытекают из определения (9.2) решетки

ядер KrL и формул преобразований симметрий (9.8), (9.9).

§10. Симметрии периодических разбиений

10.1. Центральные симметрии единичного графа
−→
G . Нетри-

виальные центральные симметрии у единичного графа
−→
G возможны

только для рационального весового вектора

µ = (µ0, µ1, . . . , µd) =
(m0

m
,
m1

m
, . . . ,

md

m

)
, (10.1)

т.е. для случая (4.11) периодических разбиений T = T (v, µ) или раз-
биений типа III. Из условий (4.19), (4.20) следует, что множество весов

Iµ = {µa; a ∈ Zd+1
µ } ⊂ I, (10.2)

где Zd+1
µ – решетка (2.2) и I = [0, 1) – единичный вещественный полу-

интервал, заполняет весь дискретный интервал

Iµ =
{ i

m
; i = 0, 1, . . . ,m− 1

}
. (10.3)

Поэтому среди вершин
−→
G ver единичного графа

−→
G найдется вершина

amax = am−1

m
(10.4)

с целыми координатами amax = (a0, a1, . . . , ad) максимально возмож-
ного веса

µamax =
m− 1

m
. (10.5)

Все вершины a ∈
−→
G ver графа

−→
G максимального веса образуют мно-

жество

Amax =
{
a; a ∈ Zd+1, µa =

m− 1

m

}
, (10.6)

получающееся
Amax = amax + L (10.7)

из произвольной фиксированной вершины максимального веса (10.4)
сдвигами на векторы решетки периодов L разбиения T .
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Обозначим через

s
max : x 7→ −x+ amax (10.8)

– центральную симметрию пространства Rd+1 с центром

c
max =

1

2
amax. (10.9)

Расширим данную симметрию через сдвиги из решетки L до группы

s
max
L = 〈smax ◦ L〉 = 〈L ◦ smax〉, (10.10)

порождаемой центральными симметриями вида

s
max ◦ l : x

l
7→ x+ l

s
max

7→ −x+ (amax − l) (10.11)

или

l ◦ smax : x
s
max

7→ −x+ amax l
7→ −x+ (amax + l) (10.12)

и всевозможными их композициями. Центральные симметрии (10.11)
и (10.12) имеют соответственно центры

c
max ◦ l = c

max −
1

2
l, l ◦ c

max = c
max +

1

2
l. (10.13)

Поэтому центры (10.13) образуют решетку центров

c
max
L = c

max +
1

2
L (10.14)

композиций s
max
L . Из формул (10.11)–(10.13) вытекает связь

c
max
L =

1

2
Amax (10.15)

решетки центров (10.14) с максимальными вершинами (10.7).
Далее условимся одной и той же буквой L обозначать решетку и

группу параллельных переносов на векторы этой решетки.

Лемма 10.1. 1. Имеет место включение

L ⊂ s
max
L (10.16)

группы сдвигов L в группу (10.10).
2. Любая симметрия s

max
l из группы s

max
L является изоморфизмом

s
max
l :

−→
G

−→
∼

−→
G (10.17)

единичного графа
−→
G .
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1. Включение (10.16) получается непосредственно из формул пре-
образований (10.11) и (10.12).

2. Проверим выполнение биекции вершин

s
max
l :

−→
G ver −→

∼
−→
G ver (10.18)

для центральных симметрий s
max
l из группы s

max
L . По определению

(2.3) множество вершин
−→
G ver = Zd+1

µ представляет собою решетку
(2.2). Любая симметрия s

max
l ∈ s

max
L переводит s

max
l (x) = −x+a целые

точки в целые. Вес образа точки x равен

µsmax
l = −µx+ µa = −µx+

m− 1

m
,

где согласно (2.2) вес самой точки x удовлетворяет неравенствам 0 6

µx < 1. Поэтому для образа s
max
l (x) выполняются неравенства

−1

m
< µs−a (x) 6

m− 1

m
,

т.е. 0 6 µs−a (x) < 1, что доказывает биекцию (10.18).

Если x, x′ – две соседние вершины из
−→
G ver, то их разность x′−x = ε±k

принадлежит симметризованной единичной звезде ε± из (1.25). Для
x′ = x+ ε±k находим образ

s
max
l (x′) = −(x+ ε±k ) + a = (−x+ a)− ε±k = s

−
a (x)− ε±k .

Поэтому разность образов

s
max
l (x′)− s

max
l (x) = −ε±k (10.19)

меняет только знак и снова принадлежит симметризованной звезде
ε±. Это озназает, что образы вершин s

max
l (x) и s

max
l (x′) сохраняют

соседство для всех центральных симметрий s
max
l из s

max
L .

Отсюда вытекает общий изоморфизм (10.17), поскольку группа s
max
L

порождается (10.10) центральными симметриями s
max
l . �

10.2. Центральные симметрии звездного графа
−→
G . Пусть prπ –

проекция (2.11). Для максимальной вершины amax из (10.4) рассмот-
рим ее образ

vmax = prπa
max = amax ◦ v, (10.20)

являющийся в силу (1.21) и (10.5) вершиной максимально возможного
веса

µvmax = µamax =
m− 1

m
(10.21)
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вершинного графа
−→
G . Тогда всем вершинам a ∈

−→
G ver графа

−→
G мак-

симального веса (10.6), (10.7) будет соответствовать множество

V max = prπA
max = vmax + L. (10.22)

Обозначим через
s
max : x 7→ −x+ vmax (10.23)

центральную симметрию пространства Rd с центром

c
max =

1

2
vmax. (10.24)

Расширим данную симметрию через сдвиги из решетки L ⊂ Rd до
группы

s
max
L = 〈smax ◦ L〉 = 〈L ◦ smax〉, (10.25)

порождаемой центральными симметриями вида

s
max ◦ l : x

l
7→ x+ l

s
max

7→ −x+ (vmax − l) (10.26)

или

l ◦ smax : x
s
max

7→ −x+ vmax l
7→ −x+ (vmax + l) (10.27)

и всевозможными их композициями. Центральные симметрии (10.26)
и (10.27) имеют соответственно центры

c
max ◦ l = c

max −
1

2
l, l ◦ cmax = c

max +
1

2
l. (10.28)

Поэтому центры (10.28) образуют решетку центров

c
max
L = c

max +
1

2
L (10.29)

композиций s
max
L . Из формул (10.26)–(10.28) вытекает связь

c
max
L =

1

2
V max (10.30)

решетки центров (10.29) с максимальными вершинами (10.22).

Лемма 10.2. 1. Имеет место включение

L ⊂ s
max
L (10.31)

группы сдвигов L в группу (10.25).
2. Любая симметрия s

max
l из группы s

max
L является изоморфизмом

s
max
l :

−→
G

−→
∼

−→
G (10.32)

звездного графа
−→
G .
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Доказательство. Это следует из определения (10.25) группы s
max
L и

диаграммы
−→
G

s
max

l−→
−→
G

prπ ↓ ↓ prπ,
−→
G

s
max

l−→
−→
G

(10.33)

коммутативной в силу равенства vmax = prπa
max из (10.20). �

10.3. Теорема о симметриях s
max
L разбиений типа III.

Теорема 10.1. Пусть T = T (v, µ) – ядерное разбиение типа III, т.е.
периодическое разбиение (4.11), и s

max
l – любая центральная симмет-

рия из группы s
max
L , определенной в (10.25). Тогда периодическое раз-

биение T центрально-симметрично

s
max
l T = T (10.34)

относительно симметрии s
max
l .

Доказательство. Это следствие леммы 10.2 и теоремы 3.1. �

§11. Симметрии минимальных сдвигов

11.1. Векторы минимального ненулевого веса. Рассмотрим ком-
позиции основной центральной симметрии s с центральными симмет-
риями s

max
l из группы s

max
L . По (5.1) и (10.26), (10.27) имеем

s ◦ smax
l : x

s
max

l7→ −x+ (vmax − l)
s
7→ x− (vmax − l) + vsum, (11.1)

т.е.

s ◦ smax
l : x 7→ x+ (vmin + l), (11.2)

где l – произвольный вектор решетки L и

vmin = vsum − vmax (11.3)

– вектор минимального ненулевого веса

µv1 = µvsum − µvmax = 1−
m− 1

m
=

1

m
(11.4)

в силу (5.3) и (10.21). Поскольку, согласно (4.3) и (4.4), векторы l из
решетки L – это целые векторы нулевого веса µl = 0, то все векторы
v1 + l из множества v1 +L также имеют минимальные ненулевые веса

µ(vmin + l) = µvmin + µl = µvmin =
1

m
. (11.5)
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Обозначим через

tL = s ◦ smax
L (11.6)

множество минимальных сдвигов (shifts) (11.2). Все такие сдвиги tl ∈
tL характеризуются свойством (11.5).

11.2. Минимальные сдвиги как квазисимметрии разбиений.

Теорема 11.1. Пусть T = T (v, µ) – ядерное разбиение типа III, т.е.
периодическое разбиение (4.11), T = T◦∪KL – его разложение (9.5) два
подразбиения T◦ и KL; кроме того, пусть tl – любой сдвиг из множе-
ства минимальных сдвигов tL и s – основная центральная симмет-
рия (5.1). Тогда действие сдвига tl на все разбиение (9.5) сводится

tlT = T◦ ∪ S′ KL (11.7)

к перекладыванию

S′ : KL −→ S′ KL (11.8)

решетки ядер KL из (9.2), при этом

S′ KL = S′K + L, (11.9)

где

K
S′

−→ S′K (11.10)

– перекладывание (7.25) ядра K.

Подействуем композицией tl = s ◦ s
max
l на разбиение T , последо-

вательно применяя теоремы 10.1 и 9.1. Получаем соответственно изо-
морфизмы разбиений

s
max
l : T

−→
∼ T (11.11)

и

s : T
−→
∼ T◦ ∪ sKL, (11.12)

где sKL = sK+L – центрально-симметричноое преобразование (9.26)-
(9.28) решетки ядер KL. Согласно (7.34) действие симметрии s экви-
валентно

sK = S′K (11.13)

перекладыванию S′ ядра (7.25). Из (11.11)–(11.13) получаем утвержде-
ния (11.7) и (11.8).
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§12. Двойственное разбиение: определение,

построение, симметрии

12.1. Двойственное разбиение. Возвращаемся к двойственному
разбиению

T ∗ = s T , (12.1)

введенному ранее в (5.6). Если основное разбиение T представить в
виде разложения T = T◦ ∪ KL из (9.5) на проколотое разбиение T◦
и решетки ядер KL = K + L, то двойственное разбиение (12.1) будет
допускать соответственно разложение

T ∗ = T◦ ∪ K∗
L, (12.2)

в котором KL заменяется решеткой двойственных ядер

K∗
L = K∗ + L, где K∗ = sK. (12.3)

Замечание 12.1. Названия “основного” и “двойственного” разби-
ений условны. Можно за основное выбрать разбиение T ∗, которое в
этом случае придется строить с самого начала, как разбиение T в ос-
новной теореме 1.1, заменив единичный полуинтервал I = [0, 1) двой-
ственным ему полуинтервалом I

∗ = (0, 1]. Выбор за основное разбие-
ние T обусловлен исторически, начиная с разбиений Рози [2, 3].

12.2. Периодичность двойственного разбиения. Поскольку
выполняется формула коммутирования

l ◦ s = s ◦ (−l) (12.4)

между трансляциями l ∈ L и основной центральной симметрией s из
(5.1), то двойственное разбиение T ∗ имеет

T ∗ + L = T ∗ (12.5)

ту же определенную в (4.12)–(4.14) решетку периодов L, что и исходное
разбиение T .

12.3. Действие расширенных основных центральных симмет-
рий. Пусть sl – любая центральная симметрия из множества sL, опре-
деленного в (9.7). Тогда из периодичности (12.5) вытекает серия фор-
мул связи

slT
∗ = T (12.6)

между разбиениями T и T ∗.
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12.4. Действие максимальных центральных симметрий. Обо-
значим через

s
∗max : x 7→ −x+ v∗max (12.7)

– центральную симметрию пространства Rd с центром

c
∗max =

1

2
v∗max, (12.8)

где
v∗max = vsum + vmin (12.9)

– вектор веса

µv∗max = µvsum + µvmin = 1 +
1

m
=

m+ 1

m
. (12.10)

Расширим симметрию s
∗max через сдвиги из решетки L ⊂ Rd до груп-

пы
s
∗max
L = 〈s∗max ◦ L〉 = 〈L ◦ s∗max〉 (12.11)

аналогично (10.25)-(10.27). Центры симметрий группы s
∗max
L образуют

решетку центров

c
∗max
L = c

∗max +
1

2
L. (12.12)

Теорема 12.1. Пусть T ∗ – двойственное разбиение (12.1) для пери-
одического ядерного разбиения T = T (v, µ) из (4.11), и s

∗max
l – любая

центральная симметрия из группы s
∗max
L , определенной в (12.11). То-

гда периодическое разбиение T ∗ центрально-симметрично

s
∗max
l T ∗ = T ∗ (12.13)

относительно симметрии s
∗max
l .

Доказательство. Рассмотрим композицию ss
max

s центральных сим-
метрий из (5.1) и (10.23). Имеем

ss
max

s(x) = ss
max(−x+ vsum) = s(x− vsum + vmax)

= −x+ vsum + (vsum − vmax) = −x+ vsum + v1

= −x+ v∗max = −x+ vsum + v1 = −x+ v∗max,

(12.14)

где v∗max – вектор (12.9). В цепочке

T ∗ s
−→ T

s
max

−→ T
s

−→ T ∗ (12.15)

крайние отображения являются изоморфизмами разбиений. Таковым
же будет и среднее отображение в силу теоремы 10.1. Следователь-
но, композиция ss

max
s задает изоморфизм двойственного разбиения
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T ∗. Отсюда, периодичности (12.5) и определения (12.11) группы s
∗max
L

получаем равенство (12.13). �

12.5. Действие минимальных сдвигов.

Теорема 12.2. Пусть T ∗ – двойственное разбиение (12.1) для перио-
дического ядерного разбиения T = T (v, µ) из (4.11), и tl – любой сдвиг
из множества минимальных сдвигов tL (11.6). Тогда через сдвиг tl

основное T и двойственное T ∗ разбиения связаны изоморфизмами

tlT = T ∗, t
−1
l T ∗ = T . (12.16)

Доказательство. Используя равенство (11.7) теоремы 11.1 и диа-
грамму (7.29), можем записать

tlT = T◦ ∪ sKL, (12.17)

где

sKL = K∗
L. (12.18)

Из равенств (12.17), (12.18) и разложения (12.2) получаем первый изо-
морфизм из (12.16), из которого будет следовать и второй изомор-
физм. �
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Zhuravlev V. G. Symmetries of the universal karyon tilings.
Universal karyon tilings T (v, µ, ρ) are generated by the parallelepipeds

T0, T1, . . . , Td dividing the real space Rd. The tilings T (v, µ, ρ) are parame-
terized by triples (v, µ, ρ) running through the infinite cylinder △×△×R

with the base △×△ that is the direct product of two simplices △ of
dimension d. The parameter v defines the geometry of the parallelepipeds
Tk and the two others µ, ρ define the symmetry of the karyon tiling
T (v, µ, ρ). We consider the usual and generalized symmetries of tilings
T (v, µ, 0). The generalized symmetries are quasi-symmetries that map the
tilings T (v, µ, 0) to their dual tilings T ∗(v, µ, 0).
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