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Введение

Двойные смежные классы групп преобразований. Пусть G – груп-
па, действующая на множестве X . Далее, пусть x1, x2 ∈ X , H1 = Stx1

,
H2 = Stx2

– стабилизаторы x1, x2 и пусть Ox1
, Ox2

– орбиты x1, x2. То-
гда существует взаимно-однозначное соответствие между множеством
G-орбит естественного действия на Ox2

×Ox1
и множеством двойных

смежных классов {H1gαH2}α∈U (это простой и общеизвестный факт).
А именно,

{(gα(x2), x1)}α∈U

– минимальное множество представителей G-орбит Ox2
×Ox1

.

Пары максимальных торов простых алгебраических групп. В этой
статье мы рассматриваем случай, когда G – простая алгебраическая
группа над алгебраически замкнутым полем K. Разложение группы
G в объединение двойных смежных классов G =

⋃

gi
H2giH1 – очень

важная конструкция в теории алгебраических групп, особенно в слу-
чае, когда H1, H2 – параболические подгруппы. В этих случаях раз-
ложение конечно. Здесь мы рассматриваем случай, когда H1 = H2 =
N = NG(T ) – нормализатор зафиксированного максимального тора
T . Теперь пусть X – множество максимальных торов из G. Группа G
действует на X сопряжениями. Тогда X – всего одна G-орбита T ∈ X
и N := NG(T ) = StT . Отсюда мы получаем взаимно-однозначное соот-
ветствие между множеством G-орбит множества X×X и множеством
двойных смежных классов {NgαN}α∈U. Далее, мы имеем разложение

G = NU−UN, где U = Ru(B), U− = Ru(B
−)

Ключевые слова: простая алгебраическая группа, большая клетка Гаусса, ча-
стичные действия групп, группа Кремоны аффинного пространства.
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(здесь B – зафиксированная подгруппа Бореля, содержащая T , B− =
w0Bw0 – противоположная подгруппа Бореля, Ru(B) – унипотетный
радикал B). Заметим, что

U := U−U ≈ Am
K ,

гдеm – количество корней соответствующей системы корней и Am
K –m-

мерное аффинное пространство над K. Таким образом, мы получаем
взаимно-однозначное соответствие между множеством G-орбит произ-
ведения X ×X и множеством двойных смежных классов {NuN}u∈U .

Группа N 6 Crm(K). Чтобы выделить минимальное множество
представителей {uα ∈ U} двойных смежных классов {NuN}u∈U , мы
используем следующую конструкцию. С помощью умножений G на
элементы группы N слева и справа мы строим некоторую подгруппу
N 6 Crm(K) группы Кремоны Crm(K), которая частично действует

(см. параграф 1) на U ≈ Am
K . Мы получаем следующую теорему и ее

следствие.

Теорема 1. Элементы u1, u2 ∈ U принадлежат одному и тому же

двойному смежному классу NuN тогда и только тогда, когда они

лежат в одной N -орбите.

Следствие 1. Существует взаимно-однозначное соответствие

между множеством G-орбит пар максимальных торов G и N -ор-

битами подгруппы N 6 Crm(K) относительно частичного действия

на Am
K .

Определение группы N не единственно. Это определение, в частно-
сти, зависит от вложения группы N × N в соответствующую группу
Кремоны.

Проблема пар матриц. Хорошо известна “дикая” проблема класси-

фикации пар матриц (A,B) с точностью до сопряжения единственным
элементом из GLn(C), где A,B ∈ Mn(C). Можно “упростить” задачу,
заменяя описание всех GLn(C)-орбит действия (A,B)→(gAg−1, gBg−1)
на описание слоев

π : Mn(C)×Mn(C) → (Mn(C)×Mn(C))/G,

где π – фактор-отображение и Mn(C) ×Mn(C)/G – соответствующий
алгебраический фактор (см. [6], 9.5), G = GLn(C).
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Также мы можем сформулировать “подпроблему”: классифициро-
вать GLn(C)-орбиты множества CA×CB , с CA, CB⊂Mn(C) – GLn(C)-
орбитыA, B для данных A, B. Мы также можем дать такую классифи-
кацию “с точностью до изоморфизма централизаторов”. Допустим, ес-
ли A, B – регулярные полупростые унимодулярные матрицы, то клас-
сификация таких пар “с точностью до изоморфизма централизаторов”
в точности является классификацией пар максимальных торов SLn(C).

Случай G = SL2(C). Здесь мы вычисляем систему представите-
лей максимального тора в простейшем случае G = SL2(C) (см. Cлед-
ствие 4.7). А именно, пусть

gα :=

(
1 α
1 1 + α

)

∈ U ⊂ SL2(C),

K :=

{

α = a+ bi ∈ C | a > −1

2

}∖{

α = −1

2
+ bi ∈ C | b < 0

}

.

Теорема 2. Множество пар {(T, T )}∪{(gαTg−1
α , T )}α∈K – минималь-

ное множество представителей орбит пар торов в G×G, получен-

ных сопряжениями элементами из G.

Заметим, что K – подмножество C, гомеоморфное C в стандартной
топологии (действительно, отображение ε : K → C, полученное по
формуле ε(z) = (z+ 1

2 )
2, определяет соответствующий гомеоморфизм).

В конце статьи мы также описываем SL2(K)-орбиты пар (s, t) нецен-
тральных полупростых элементов SL2(K).

Данная работа написана на основе текста [1].

Обозначения и терминология.

K – алгебраически замкнутое поле; C – поле комплексных чисел;

G – простая алгебраическая группа над K (мы отождествляем G с
группой K-точек G(K)), соответствующая системе корней R ранга r,
R = R+ ∪ R− – зафиксированное разложение в объединение положи-
тельных и отрицательных корней;

T – фиксированный максимальный тор группы G;

B 6 G – фиксированная подгруппа Бореля, содержащая T , B− =
w0Bw0 – противоположная подгруппа Бореля (здесь w0 – элемент
группы Вейля максимальной длины), U = Ru(B), U− = Ru(B

−) –
унипотентные радикалы B, B−;
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N = NG(T ) – нормализатор T ,N/T =W – группа ВейляG; для w ∈W
мы обозначаем через ẇ ∈ N любой фиксированный прообраз w.

§1. Частичное действие групп

Частичное действие группы используется в различных случаях (см.,
например, [2], [4]). Здесь мы дадим определение частичного действия
в немного другой форме.

Определение 1.1. Пусть Γ – группа иX – множество. Будем говорить,
что определено частичное действие Γ на X, если для любого x ∈
X зафиксировано подмножество Γ(x) ⊂ Γ и выполнены следующие
условия:

(i) для любого σ ∈ Γ(x) определен элемент σ(x) ∈ X ;
(ii) нейтральный элемент e ∈ Γ принадлежит каждому из подмно-

жеств Γ(x) и e(x) = x;
(iii) если τ ∈ Γ(σ(x)), то τσ ∈ Γ(x) и τ(σ(x)) = τσ(x);
(iv) σ−1 ∈ Γ(σ(x)).

1.1. Орбиты частичного действия. Для частичных действий мы
можем определить орбиты. А именно, будем говорить, что x, y ∈ X
принадлежат одной Γ-орбите тогда и только тогда, когда можно най-
ти такой элемент σ ∈ Γ(x), что σ(x) = y. Очевидно, что из условий
(i)–(iv). Определения 1.1 вытекает, что Γ-орбиты являются классами
эквивалентности относительно эквивалентности:

x ∼Γ y ⇔ σ(x) = y для некоторых σ ∈ Γ(x).

1.2. Действие группы Кремоны на аффинном пространстве.
Здесь мы рассматриваем группу Кремоны Crn(K) как группу авто-
морфизмов поля K(x1, . . . , xn) (см., например, [5]). Пусть

An
K = {(α1, . . . , αn) | αi ∈ K}

– это n-мерное аффинное пространство. Любой элемент σ ∈ Crn(K)
представляется в виде последовательности рациональных функций

σ =

(
ϕ1

ψ1
, . . . ,

ϕn

ψn

)

,

где ϕi, ψi ∈ K[x1, . . . , xn], ψi 6= 0, (ϕi, ψi) = 1, и мы можем определить

σ(a) :=

(
ϕ1(a)

ψ1(a)
, . . . ,

ϕn(a)

ψn(a)

)
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для всех таких точек a ∈ An
K , что

a ∈ Uσ := {a′ ∈ An
K | ψi(a

′) 6= 0 для всех i}.
Множество Uσ – это открытое подмножество An

K , в котором рацио-
нальное отображение σ регулярно.

Пусть

τ =

(
µ1

ν1
, . . . ,

µn

νn

)

∈ Crn(K).

Если σ(a) ∈ Uτ := {a′ ∈ An
K | νi(a′) 6= 0 для всех i}, то τ(σ(a)) =

(τσ)(a), где

τσ =







µ1

(
ϕ1

ψ1
, . . . ,

ϕn

ψn

)

ν1

(
ϕ1

ψ1
, . . . ,

ϕn

ψn

) , . . . ,

µn

(
ϕ1

ψ1
, . . . ,

ϕn

ψn

)

νn

(
ϕ1

ψ1
, . . . ,

ϕn

ψn

)






.

Пусть теперь Γ 6 Crn(K). Для любого x ∈ An
K положим Γ(x) :=

{σ ∈ Γ | x ∈ Uσ}. Очевидно, что условия (i)–(iii) выполнены для Γ.
Однако, условие (iv) не обязательно выполняется. Например, пусть
n = 2 и

Γ =

〈

σ =
(

x1,
x1 − 1

x2

)〉

.

Тогда σ−1 = σ и σ−1 6= Γ(σ((1, 1))).
Ниже мы рассмотрим некоторые подгруппы группы Кремоны Crn(K),

которые частично действуют на аффинном пространстве An
K .

§2. Разложение G = NU−UN

Имеется разложение
G = NU−UN. (2.1)

Действительно, для любой клетки Брюа BẇB имеем BẇB = UwẇTU ,
где Uw – произведение (в любом фиксированном порядке) таких кор-
невых подгрупп Xα, что α ∈ R+ и w−1(α) ∈ R−. Следовательно,
ẇ−1Uwẇ ⊂ U− и мы получаем

BẇB = ẇẇ−1UwẇTU

= ẇ ẇ−1Uwẇ
︸ ︷︷ ︸

⊂U−

UT ⊂ ẇU−UT ⊂ ẇTU−UN ⊂ NU−UN.

Положим
U = U−U, UG = U−TU. (2.2)
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Тогда UG – это “большая клетка Гаусса” группы G, которая соответ-
ствует подгруппе Бореля B и U ≈ Am

K , где m = dimG− dim T = |R |.

2.1. Уравнения, определяющие U = U−U . Для доминантного ве-
са λ : T → K∗ существует такая регулярная функция δλ на G, что
ограничение δλ на T совпадает с λ (см., например, [3]). Напомним
конструкцию δλ. Пусть Vλ – простой G-модуль со старшим весом λ.
Далее, пусть B = {e1, . . . , ed} – это базис, состоящий из весовых век-
торов из T , где e1 соответствует λ. Пусть ρλ : G→ GLn(K) – матрич-
ное представление, соответствующее базису B. Регулярная функция
δλ : T → K, определенная по формуле δλ := g11, где g11 – это (1, 1)-
элемент матрицы ρλ(g), удовлетворяет следующему условию:

δλ(vtu) = λ(t) для любых t ∈ T и v ∈ U−, u ∈ U.

Далее, пусть δλ1
, . . . , δλr

– регулярные функции на G, соответствую-
щие фундаментальным весам λ1, . . . , λr. Тогда большая клетка Гаусса
UG определяется неравенствами

g ∈ UG ⇔ δλi
(g) 6= 0 для любых i = 1, . . . , r. (2.3)

Замкнутое подмножество U ⊂ G определяется уравнениями

g ∈ U ⇔ δλi
(g) = 1 для любых i = 1, . . . , r. (2.4)

Замечание 2.1. В случае G = SLr+1(K), элемент δλi
(g) ∈ K – это

главный i-тый минор матрицы g ∈ SLr+1(K).

2.2. Рациональное отображение δ∗ : G → T . Рассмотрим регу-
лярное отображение

δ : G→ Ar
K ,

определенное формулой δ(g) = (δλ1
(g), . . . , δλr

(g)). Очевидно,

δ(vtu) = δ(t) для любых v ∈ U−, t ∈ T, u ∈ U. (2.5)

При ограничении отображения δ на T получаем изоморфизм

T
δ≈ (Ar

K)∗ := {(a1, . . . , ar) | ai 6= 0 для любых i} ≈ K∗r.

Мы будем отождествлять группу G с замкнутой подгруппой (в топо-
логии Зарисского) группы SLn(K) (для некотого фиксированного n), а
группу T с подгруппой группы диагональных матриц SLn(K). Таким
образом, если t ∈ T , то

t = diag(t1, t2, . . . , tn) для некоторых ti ∈ K.
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Пусть

κ : (Ar
K)∗ → T

– такое регулярное отображение, что κ◦ δ(t) = t для любых t ∈ T . Так
как ограничение δ |T : T → (Ar

K)∗ – это рациональный гомоморфизм
тора T (напомним, что δ(t) = (δλ1

(t), . . . , δλr
(t)) = (λ1(t), . . . , λr(t)) для

любого t ∈ T ), то κ также рациональный гомоморфизм тора (Ar
K)∗.

Тогда

κ((a1, . . . , ar)) =

(
r∏

i=1

az1ii , . . . ,

r∏

i=1

azni

i

)

(2.6)

для некоторых zij ∈ Z. Так как det diag(t1, . . . , tn) = 1, получаем

n∑

j=1

zji = 0 для любого i = 1, . . . , r. (2.7)

Таким образом, мы можем рассматривать отображение κ как раци-
ональное отображение

κ : Ar
K → An

K ,

определенное формулой (2.6). При этом, отображение κ регулярно в
точке (a1, . . . , ar) тогда и только тогда, когда (a1, . . . , ar) ∈ (Ar

K)∗; см.
(2.7).

Пример. Пусть G = SLr+1(K) и t = diag

(

t1, . . . , tr,
1

t1t2 . . . tr

)

∈ T .

Тогда δ(t) = (t1, t1t2, . . . , t1t2 . . . tr) и следовательно,

κ((a1, . . . , ar)) =

(

a1,
a2
a1
, . . . ,

ar
ar−1

,
1

ar

)

.

Теперь мы определим рациональное отображение

δ∗ = κ ◦ δ : G→ An
K .

Это отображение регулярно только в точках большой клетки Гаусса
UG и его образ Im δ∗ изоморфен T . Мы будем отождествлять Im δ∗ c
тором T . Из определения δ∗ имеем равенство

δ∗(t) = t для любых t ∈ T. (2.8)

Из (2.5) получаем

δ∗(t1vtut2) = t1tt2 для любых t1, t2, t ∈ T, v ∈ U−, u ∈ U. (2.9)
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2.3. Рациональное отображение wẇ1,ẇ2
: U → U . Пусть ω : G→ G

– изоморфизм аффинного многообразия G. Напомним, что замкнутое
(по Зарисскому) подмножество U = U−U мы также рассматриваем как

аффинное многообразие Am
K ≈ A

m
2

K × A
m
2

K . Рассмотрим рациональное
отображение wω : G→ G, определенное формулой

wω(g) = (δ∗(ω(g)))−1ω(g).

Пусть отображение wω регулярно в точке g ∈ U . Тогда элемент ω(g)
принадлежит большой клетке Гаусса UG ⊂ G (это непосредственно
следует из определения wω и (2.6), (2.7)) и следовательно, ω(g) = vtu
для некоторых v ∈ U−, t ∈ T , u ∈ U . Таким образом, δ∗(ω(g)) = t,
(cм. (2.9)), и мы получаем, что

wω(g) = t−1vtu = (t−1vt)t−1tu = (t−1vt)u ∈ U .
Пусть Uω := {u ∈ U | wω регулярно в точке u}. Рассмотрим ограни-
чение wω на замкнутое подмножество U . Если Uω 6= ∅, то мы будем
считать wω рациональным отображением wω : U → U . Так как ω –
изоморфизм многообразий, то из определения wω мы получаем экви-
валентность

g ∈ Uω ⇔ ω(g) ∈ UG.

Следовательно,

Uω = U ∩ ω−1(UG). (2.10)

Теперь мы рассмотрим отображение ω : U → U , определенное левы-
ми и правыми умножениями на элементы из подгруппы N . А именно,
пусть w1, w2 ∈ W и пусть ẇ1, ẇ2 ∈ N – зафиксированные прообразы.
Далее, пусть ω : G→ G – изоморфизм (многообразия G), полученный
по формуле ω(g) = ẇ1gẇ2. Тогда положим, что

wẇ1,ẇ2
:= wω, Uw1,w2

:= Uω.

Множество Uw1,w2
= U ∩ ẇ−1

1 UGẇ
−1
2 – это пересечение замкнутого и

открытого подмножества из G и следовательно, – это открытое под-
множество в U . Так как UG = U−TU , то множество U ∩ ẇ−1

1 UGẇ
−1
2 не

зависит от выбора прообразов ẇ1, ẇ2 элементов w1, w2. Отсюда сле-
дует, что множество Uw1,w2

также не зависит от выбора прообразов
ẇ1, ẇ2.

Лемма 2.2. Uw1,w2
6= ∅.
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Доказательство. Так как UG 6= ∅, то это непустое открытое подмно-
жество G, а значит, ẇ1UGẇ2 ∩ UG 6= ∅. Пусть

ẇ1vtuẇ2 = v′t′u′ ∈ ẇ1UGẇ2 ∩ UG,

где v, v′ ∈ U−, t, t′ ∈ T , u, u′ ∈ U . Пусть s = ẇ1t
−1ẇ−1

1 . Тогда s ∈ T и

sẇ1vtuẇ2 = (ẇ1t
−1ẇ−1

1 )ẇ1vtuẇ2 = ẇ1 (t
−1vt)
︸ ︷︷ ︸

∈U−

u

︸ ︷︷ ︸

∈U

ẇ2

= sv′t′u′ = (sv′s−1)
︸ ︷︷ ︸

∈U−

(st′)
︸︷︷︸

∈T

u′ ∈ UG ⇒ U ∩ ẇ−1
1 UGẇ

−1
2 6= ∅. �

Таким образом у нас есть такое рациональное отображение

wẇ1,ẇ2
: U → U ,

что множество точек u ∈ U , где wẇ1,ẇ2
регулярно, соответствует непу-

стому открытому (в U) подмножеству Uw1,w2
= U ∩ ẇ−1

1 UGẇ
−1
2 .

Предложение 2.3. Отображение wẇ1,ẇ2
: Uw1,w2

→ wẇ1,ẇ2
(Uw1,w2

) –

изоморфизм открытых подмножеств U и wẇ1,ẇ2
(Uw1,w2

) = Uw−1

1
,w−1

2

.

Доказательство. Пусть u ∈ Uw1,w2
. Далее, пусть

ẇ1uẇ2 = vtu (2.11)

для некоторых v ∈ U−, u ∈ U , t ∈ T . Тогда u
′ = wẇ1,ẇ2

(u) = t−1vtu.
Далее,

wẇ−1

1
,ẇ−1

2

(u′) = (δ∗(ẇ−1
1 u

′ẇ−1
2 ))−1ẇ−1

1 u
′ẇ−1

2

= (δ∗(ẇ−1
1 u

′ẇ−1
2 ))−1 (ẇ−1

1 t−1ẇ1)
︸ ︷︷ ︸

:=s∈T

(ẇ−1
1 vtuẇ−1

2 )
︸ ︷︷ ︸

=u см. (2.11)

= (δ∗(su)
︸ ︷︷ ︸

=s

)−1su = u.

Следовательно, wẇ−1

1
,ẇ−1

2

(u′) = u и, таким образом, отображение

wẇ−1

1
,ẇ−1

2

◦wẇ1,ẇ2
: Uw1,w2

→ Uw1,w2
тождественно. (2.12)

Так как (2.12) выполняется для всех пар ẇ1, ẇ2, мы получаем, что
отображение

wẇ1,ẇ2
◦ wẇ−1

1
,ẇ−1

2

: Uw−1

1
,w−1

2

→ Uw−1

1
,w−1

2

тождественно. (2.13)

Так как wẇ−1

1
,ẇ−1

2

регулярно в каждой точке u
′ = wẇ1,ẇ2

(u), получаем
включение

wẇ1,ẇ2
(Uw1,w2

) ⊂ Uw−1

1
,w−1

2

. (2.14)
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Тогда включение (2.14) сохраняется при замене wi на w−1
i

wẇ−1

1
,ẇ−1

2

(Uw−1

1
,w−1

2

) ⊂ Uw1,w2
. (2.15)

Мы можем рассмотреть отображения

Uw1,w2

wẇ1,ẇ2−→ Uw−1

1
,w−1

2

w
ẇ

−1

1
,ẇ

−1

2−→ Uw1,w2

wẇ1,ẇ2−→ Uw−1

1
,w−1

2

,

см. (2.14) и (2.15). Таким образом из (2.12) и (2.15) получаем, что

wẇ1,ẇ2
: Uw1,w2

→ wẇ1,ẇ2
(Uw1,w2

)

– изоморфизм открытых подмножеств U и wẇ1,ẇ2
(Uw1,w2

) = Uw−1

1
,w−1

2

.

�

Следствие 2.4. wẇ1,ẇ2
∈ Crm(K) и w−1

ẇ1,ẇ2
= wẇ−1

1
,ẇ−1

2

.

Замечание 2.5. Заметим, что wẇ−1

1
,ẇ−1

2

– отображение, соответству-

ющее ẇ−1
1 , ẇ−1

2 . Таким образом, здесь мы берем зафиксированные про-
образы ẇ1, ẇ2 элементов w1, w2, а затем берем обратные элементы к

этим прообразам. Взяв другие прообразы ˙(w−1
1 ), ˙(w−1

2 ), мы получа-
ем соответствующее отображение w ˙

(w−1

1
),

˙
(w−1

2
)
, которое отличается от

wẇ−1

1
,ẇ−1

2

.

§3. Определение группы N
3.1. Группа Ts 6 Crm(K). Теперь мы определим некоторую группу
T 6 Crm(K), действующую на U ≈ Am.

Лемма 3.1. Пусть u ∈ U и t, s ∈ T . Тогда tus ∈ U ⇔ s = t−1.

Доказательство. Пусть u = vu, где v ∈ U−, u ∈ U . Тогда

tus = (tvt−1)
︸ ︷︷ ︸

∈U−

ts
︸︷︷︸

∈T

(s−1us)
︸ ︷︷ ︸

∈U

∈ U ⇔ ts = 1

(напомним, что разложение Гаусса g = vtu любого g ∈ UG единствен-
но). �

Для любого s ∈ T мы определяем преобразование ts : U → U фор-
мулой ts(u) = sus−1. Пусть

T := 〈ts | s ∈ T 〉.
Мы будем рассматривать группу T как и подгруппу в группе Crm(K).
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Лемма 3.2. Пусть TZ := T∩Z(G), где Z(G) – центр группы G. Тогда

T ≈ T/TZ.

Доказательство. Пусть φ : T → T – отображение, определенное
формулой φ(s) = ts. Из опредления группы T следует, что φ – эпи-
морфизм, ядро которого Ker φ состоит из элементов тора T , коммути-
рующих co всеми элементами множества U . Поскольку множество U
содержит все корневые подгруппы группы G, Ker φ = TZ . �

3.2. Левые и правые умножения множества U на элементы ẇ.

Предложение 3.3. Пусть w1, w
′
1, w2, w

′
2 ∈ W, ω1 = w′

1w1, ω2 =
w2w

′
2. Далее, пусть ẇ1, ẇ2, ẇ

′
1, ẇ

′
2, ω̇1, ω̇2 – какой-либо фиксирован-

ный набор прообразов элементов группы Вейля в группе N и пусть

t1ω̇1 = ẇ′
1ẇ1, ω̇2t2 = ẇ2ẇ

′
2 для некоторых t1, t2 ∈ T. (3.1)

Тогда wẇ′

1
, ẇ′

2
wẇ1, ẇ2

= tswω̇1, ω̇2
, где s = t−1

2 .

Доказательство. Пусть

u ∈ Uw1,w2
∩ w−1

ẇ1,ẇ2
(Uw′

1
,w′

2
∩ Uw−1

1
,w−1

2

)

(заметим, что пересечения непустых открытых подмножеств из U –
это непустые открытые подмножества). Таким образом, отображение
wẇ′

1
, ẇ′

2
регулярно в точке wẇ1, ẇ2

(u) и мы получаем, что

wẇ′

1
, ẇ′

2
wẇ1, ẇ2

(u) = wẇ′

1
, ẇ′

2
((δ∗(ẇ1uẇ2))

−1

︸ ︷︷ ︸

:=t∈T

ẇ1uẇ2)

= (δ∗((ẇ′
1tẇ

′−1
1 )ẇ′

1(ẇ1uẇ2)ẇ
′
2))

−1(ẇ′
1tẇ

′−1
1 )ẇ′

1(ẇ1uẇ2)ẇ
′
2

(2.9)
= (δ∗(ẇ′

1(ẇ1uẇ2)ẇ
′
2))

−1ẇ′
1(ẇ1uẇ2)ẇ

′
2

(3.1)
= (δ∗(t1ω̇1uω̇2t2))

−1t1ω̇1uω̇2t2

(2.9)
= t−1

2 (δ∗(ω̇1uω̇2))
−1ω̇1uω̇2t2 = tswω̇1, ω̇2

, где s = t−1
2 . �

Следствие 3.4. Пусть w1, w2 ∈W и пусть ẇ1, ẇ2 ∈ N – их прообра-

зы. Далее, пусть ẁ1 = t1ẇ1, ẁ2 = ẇ2t2 – другая пара прообразов тех

же элементов w1, w2. Тогда

wẁ1,ẁ2
= ts wẇ1,ẇ2

(u), где s = t−1
2 .
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Доказательство. В равенстве (3.1) Предложения 3.3 положим w′
1 =

w′
2 = e, где e – нейтральный элемент группы W . Пусть, далее,

ẇ′
1 = t1e = t1, ẇ′

2 = et2 = t2, ω̇1 = ẇ1, ω̇2 = ẇ2.

Тогда

t1ω̇1 = t1ẇ1 = ẁ1, ω̇2t2 = ẇ2t2 = ẁ2.

Теперь из Предложения 3.3 следует wẁ1, ẁ2
= ts wẇ1, ẇ2

, где s = t−1
2 .
�

Далее, мы будем считать, что прообраз ė нейтрального элемента
группы W – это нейтральный элемент группы N и G.

Предложение 3.5. Пусть s ∈ T, w1, w2 ∈ W . Тогда

w−1
ẇ1,ẇ2

ts wẇ1,ẇ2
= ts′ , где s′ = w2sw

−1
2 .

Доказательство. Пусть u ∈ Uw1,w2
. Тогда

ts wẇ1, ẇ2
(u)

︸ ︷︷ ︸

∈U
w

−1

1
,w

−1

2

= s((δ∗(ẇ1uẇ2))
−1

︸ ︷︷ ︸

:=t∈T

(ẇ1uẇ2))s
−1 = t(ẇ1uẇ2)s

−1.

Следовательно,

w−1
ẇ1,ẇ2

tswẇ1,ẇ2
(u)

Сл. 2.4
= wẇ−1

1
,ẇ−1

2

tswẇ1,ẇ2
(u)

︸ ︷︷ ︸

∈Uẇ1,ẇ2

= (δ∗(ẇ−1
1 t(ẇ1uẇ2)s

−1ẇ−1
2 ))−1(ẇ−1

1 t(ẇ1
︸ ︷︷ ︸

:=t1∈T

u ẇ2)s
−1ẇ−1

2 )
︸ ︷︷ ︸

:=t2∈T

= t1ut2
︸ ︷︷ ︸

∈U

Лем. 3.1
= t−1

2 ut2 = ts′(u), где s′ = t−1
2 . �

Следствие 3.6. Пусть s ∈ T, w ∈W . Тогда

(i) w−1
ẇ, ė ts wẇ, ė = ts;

(ii) w−1
ė, ẇ ts wė, ẇ = twsw−1.

Доказательство. Непосредственно вытекает из Предложения 3.5 при
w1 = w, w2 = e и w1 = e, w2 = w. �
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3.3. Группа N . Зафиксируем некоторое множество {ẇ}w∈W прооб-
разов элементов группы Вейля, предполагая, что ė – нейтральный эле-
мент группы N = NG(T ) и G. Положим

N = 〈T ,wẇ1,ẇ2
| (w1, w2) ∈ W ×W 〉 6 Crm(K).

Ввиду Следствия 3.4, группа T не зависит от произвола выбора про-
образов {ẇ}w∈W . Далее, из Предложения 3.5 следует, что T является
нормальной подгруппой N . Ниже мы описываем более детально струк-
туру группы N . Положим

Wl = 〈wẇ, ė | w ∈ W 〉, Wr = 〈wė, ẇ | w ∈ W 〉, Nr = 〈T ,Wr〉.

Предложение 3.7. Имеют место следующие изоморфизмы:
(i) N ≈Wl ×Nr;
(ii) Wl ≈W ;
(iii) Nr/T ≈W.

Доказательство. Пусть e ∈ Crm(K) – нейтральный элемент группы
Кремоны.

Лемма 3.8. ts wẇ1, ẇ2
= e ⇔ w1 = w2 = e, s ∈ TZ .

Доказательство. Пусть ts wẇ1, ẇ2
= e : Uw1, w2

→ Uw−1

1
, w−1

2

. Так как

Uw1, w2
– непустое открытое подмножество в U , то ts wẇ1, ẇ2

– тожде-
ственное отображение на всем множестве U . В частнoсти, ts wẇ1, ẇ2

(ė) =
ė (нейтральный элемент ė группы G содержится в U = U−U). Из ра-
венства ts wẇ1, ẇ2

(ė) = ė и определений отображений ts, wẇ1, ẇ2
вытека-

ет w1 = w, w2 = w−1 для некоторогоw ∈ W . Если w 6= e, то существует
корневая подгруппа Uα 6 U ⊂ U , для которой ts wẇ1, ẇ2

(Uα) = U−α 6=
Uα. Таким образом, w = e. Из определений отображений ts, wė, ė по-
лучим, что из равенства ts wė, ė = e следует s ∈ TZ . �

(i) Из определения группы N и Предложения 3.3 следует, что N =
〈Wl, Nr〉 и элементы группыWl коммутируют с элементами группыNr.
Поэтому изоморфизм N ≈Wl ×Nr следут из равентства Wl ∩Nr = e.
Пусть wẇ1, ė = ts wė, ẇ2

. Тогда ts wẇ−1

1
, ẇ2

= e. Из Леммы 3.8 получаем
w1 = w2 = e, а значит, wẇ1, ė = e.

(ii) Отображение ψ : W → Wl, определенное формулой φ(w) =
wẇ, ė, является изоморфизмом. Это следует из Предложения 3.1 и Лем-
мы 3.8.
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(iii) Отображение θ : Nr →W , определенное формулой θ(ts wė, ẇ) =
w, является эпиморфизмом, ядро которого совпадает с подгруппой T .
Это следует из Леммы 3.8. �

3.4. Доказательство Теоремы 1. Теперь мы покажем, что груп-
па N частично действует на аффинном пространстве U . Для любого
u ∈ U мы определяем N (u) как множество элементов из N , регуляр-
ных в точке u. Тогда условия (i), (ii) и (iii) из Определения 1.1 оче-
видно выполнены. Из Предложения 2.3 и Следствия 2.4 мы получаем
условие (iv):

n
−1 ∈ N (n(u)) для любых n ∈ N (u).

Теперь мы можем доказать Теорему 1.

Доказательство. Импликация ⇐ прямо следует из определения двой-
ных смежных классов. Пусть u1, u2 ∈ U . Тогда

u1, u2 ∈ NuN
(2.1)⇔ n1u1n2 = u2 для некоторых n1, n2 ∈ N.

Пусть n1u1n2 = u2. Тогда n1= t1ẇ1, n2= ẇ2t2 для некоторых t1, t2∈T .
Так как u1, u2 ∈ U , то u1 ∈ Uw1,w2

. Получаем

n1u1n2 = t1ẇ1u1ẇ2t2 = t1(δ
∗(ẇ1u1ẇ2))

︸ ︷︷ ︸

:=t′
1
∈T

wẇ1,ẇ2
(u1)

︸ ︷︷ ︸

∈U

t2 = u2 ∈ U ⇒

Лем. 3.1⇒ t′1t2 = 1 ⇒ u2 = tsww1,w2
(u1), где s = t−1

2 . �

§4. Пример. Случай G = SL2(C)

4.1. Группа N . Пусть G = SL2(K). Тогда

U =

{(
1 α
β 1 + αβ

) ∣
∣
∣ α, β ∈ K

}

.

Здесь W = {e, w} – группа из двух элементов: нейтрального элемента
e и инволюции w. Положим

ė =

(
1 0
0 1

)

, ẇ =

(
0 1
−1 0

)

.
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Следовательно,

wẇ,ė

(

(

1 α

β 1 + αβ

)

)

=

(

β−1 0
0 β

)(

β 1 + αβ

−1 −α

)

=

(

1 β−1(1 + αβ)
−β −αβ

)

,

wė,ẇ

(

(

1 α

β 1 + αβ

)

)

=

(

−α−1 0
0 −α

)(

−α 1
−(1 + αβ) β

)

=

(

1 −α−1

α(1 + αβ) −αβ

)

,

wẇ,ẇ

(

(

1 α

β 1 + αβ

)

)

=

(

−(1 + αβ)−1 0
0 −(1 + αβ)

)(

−(1 + αβ) β

α −1

)

=

(

1 −β(1 + αβ)−1

−α(1 + αβ) (1 + αβ)

)

.

Легко проверить, что wė,ẇwẇ,ė = wẇ,ėwė,ẇ = wẇ,ẇ и w2
ė,ẇ = w2

ẇ,ė =

wė,ė = e (здесь e – нейтральный элемент Cr2(K)). Положим

wl := wẇ,ė, wr := wė,ẇ, wd := wẇ,ẇ.

Таким образом,wl, wr, wd ∈ Cr2(K) – бирациональные преобразования
аффинного пространства A2

K = {(α, β) | α, β ∈ K}. А именно,

wl((α, β)) = (β−1(1 + αβ),−β),
wr((α, β)) = (−α−1, α(1 + αβ)),

wd((α, β)) = (−β(1 + αβ)−1,−α(1 + αβ)).

Элемент ts ∈ T 6 Cr2(K) действует на A2
K по формуле

ts((α, β)) = (s2α, s−2β).

4.2. Разложение A2
K . Пусть

M = {(α, β) | α 6= 0, β 6= 0, αβ 6= −1}.

Лемма 4.1. Любой элемент g ∈ N стабилизирует открытое мно-

жество M.

Доказательство. Мы должны проверить, что если (α, β) ∈ M, то
g((α, β)) ∈ M, если g = ts,wl,wr. Для ts – это очевидно. Далее,

wl((α, β)) = (β−1(1 + αβ)
︸ ︷︷ ︸

=α′ 6=0

, −β
︸︷︷︸

=β′ 6=0

), wr((α, β)) = (−α−1

︸ ︷︷ ︸

=α′ 6=0

, α(1 + αβ)
︸ ︷︷ ︸

=β′ 6=0

).

В обоих случаях α′β′ = −(1 + αβ). Отсюда (1 + α′β′) = −αβ 6= 0 и

wl((α, β)), wr((α, β)) ∈ M. �
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Пусть M0,1 = {(0, β) | β 6= 0}, M1,0 = {(α, 0) | α 6= 0} и M−1 =
{(α, β) | αβ = −1}. Из определения wl, wr, wd получаем следующие
формулы

wl(M0,1) = {(β−1,−β) | β 6= 0} = M−1,

wl(M−1) = {(0,−β) | β 6= 0} = M0,1,

wr(M1,0) = {(−α−1, α) | α 6= 0} = M−1, (4.1)

wr(M−1) = {(−α−1, 0) | α 6= 0} = M1,0,

wd(M1,0) = M0,1, wd(M0,1) = M1,0.

Лемма 4.2. Множество M̃ = M0,1 ∪ M1,0 ∪ M−1 является N -

орбитой. Точку (0, 1) можно взять как представителя этой орбиты.

Доказательство. Так как K – алгебраически замкнутое поле, то
множества M0,1, M1,0, M−1 – три T -орбиты точек (0, 1), (1, 0), (1,−1)
соответственно. Но эти точки лежат в одной N -орбите (это следует
из 4.1). �

4.3. Представители N -орбит на A2
K = M∪M̃ ∪ {(0, 0)}. Пусть

M1 := {(α, 1) | α 6= 0,−1} ⊂ M.

Лемма 4.3. Если (α′, β′) ∈ M, то существует элемент (α, 1) ∈ M1,

принадлежащий той же орбите (α′, β′).

Доказательство. Имеем ts((α
′, β′)) = (s2α′, s−2β′). Так как K – ал-

гебраически замкнутое поле, то мы можем найти такой элемент s ∈ K,
что s−2β′ = 1. Следовательно, в каждой N -орбите множества M най-
дется элемент вида (α′, 1). �

Лемма 4.4. Элементы (α, 1) 6= (α′, 1) ∈ M1 принадлежат одной и

той же N -орбите тогда и только тогда, когда α′ = −1− α.

Доказательство. Элементы (α, 1), (α′, 1) ∈ M1 принадлежат одной
и той же N -орбите тогда и только тогда, когда

tsw((α, 1)) = (α′, 1) (4.2)

для некоторых s = s(α,w) ∈ K∗ и w = e,wl,wr,wd (это следует из
Предложения 3.7). Далее,

tse((α, 1)) = ts((α, 1)) ∈ M1 ⇔ ts = e ⇔ α′ = α.
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Имеем

wl((α, 1)) = ((1 + α),−1),

wr((α, 1)) = (−α−1, α(1 + α)), (4.3)

wd((α, 1)) = (−(1 + α)−1,−α(1 + α)).

Для w = wl или w = wr или w = wd и для зафиксированного α
существует такой единственный элемент ts, что tsw((α, 1)) ∈ M1. Из
(4.3) следует

s =







√
−1 при w = wl,

√

α(1 + α) при w = wr,
√

−α(1 + α) при w = wd

(4.4)

(напомним, что ts((α, β)) = (s2α, s−2β) и следовательно, ts1 = ts2 тогда
и только тогда, когда s1 = ±s2). Из (4.3), (4.4) для соответствующих
s получаем

tswl((α, 1)) = (−(1 + α), 1),

tswr((α, 1)) = (−(1 + α), 1), (4.5)

tswd((α, 1)) = (α, 1).

Теперь утверждение леммы следует из (4.2) и (4.5). �

Пусть ♭ : K → K – отображение, определенное по формуле

♭(α) = −1− α

для всех α ∈ K. Тогда ♭2 – тождественное отображение поля K и,
если charK 6= 2, то существует единственный элемент α, что ♭(α) =
α, а именно α = − 1

2 . Тогда мы можем разложить K = K−
♭

∪ K♭ в

объединение двух непересекающихся подмножествK−
♭

, K♭, где − 1
2 , 0 ∈

K♭ и если − 1
2 6= α ∈ K♭, то ♭(α) ∈ K−

♭
. Теперь зафиксируем разложение

K = K−
♭
∪K♭. Положим

ΩK := {(α, 1)}α∈Kδ
∪ {(0, 0)}.

Теорема 4.5. Пусть charK 6= 2. Тогда множество ΩK – это наи-

меньшее множество представителей N -орбит A2
K .

Доказательство. Пусть (α, β) ∈ A2
K и пусть Oα,β – N -орбита (α, β).

Предположим, что (α, β) ∈ M. Тогда Oα,β = Oα′,1, где α′ ∈ K+
♭

(см.
леммы 4.3, 4.4). Более того, из определения K♭ и леммы 4.4 получаем,
что такой элемент α′ ∈ K♭ единственный. Предположим, что (α, β) ∈
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M̃, тогда Oα,β = M̃ и мы можем взять представителя (0, 1) ∈ ΩK этой
орбиты (Лемма 4.2). Заметим, что только элементы вида ts и tswd

регулярны в точке (0, 0) и в этих случаях точка (0, 0) инвариантна.
Таким образом, множество {(0, 0)} – это одна N -орбита. �

Из теоремы 1 и (4.4) получаем

Следствие 4.6. SL2(K) = N ∪
( ⋃

α∈K♭

NgαN
)

c gα :=

(
1 α
1 1 + α

)

.

Из Следствия 4.6 (см. Введение) получаем

Следствие 4.7. Множество пар {(T, T )} ∪ {(gαTg−1
α , T )}α∈K♭

– ми-

нимальное множество представителей орбит пар торов из G × G
при сопряжении элементами из G.

4.4. Случай K = C. Пусть

K =

{

z = a+ bi ∈ C | a >
1

2

}∖{

z = −1

2
+ bi ∈ C | b < 0

}

.

Лемма 4.8. K = C♭.

Доказательство. Имеем − 1
2 , 0 ∈ K. Пусть z = a + bi ∈ K. Если

a 6= − 1
2 , то

♭(z) = (−1− a)
︸ ︷︷ ︸

<− 1

2

−bi ∈ C \ K.

Если a = − 1
2 и z 6= − 1

2 , то b > 0 и следовательно,

♭(z) = −1

2
−b
︸︷︷︸

<0

i ∈ C \ K. �

4.5. Орбиты пар полупростых матриц. Пусть

Uw := ẇU =

{(
0 1
−1 0

)(
1 β
0 1

) ∣
∣
∣ β ∈ K

}

=

{(
0 1
−1 −β

) ∣
∣
∣ β ∈ K

}

.

Имеем

G = ẇG = ẇB ∪ ẇBẇ−1B = T ẇU ∪ (ẇUẇ−1)
︸ ︷︷ ︸

=U−

UT = T (Uw ∪ U)T.

Очевидно, что для всех v ∈ Uw и t1, t2 ∈ T из выражения t1vt2 ∈
Uw получаем t1 = t2. Отсюда следует, что только две T × T -орбиты
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пересекают Uw – орбита матрицы ẇ =

(
0 1
−1 0

)

и орбита матрицы
(

0 1
−1 1

)

.

По Лемме 3.1 для u ∈ U получаем включение t1ut2 ∈ U тогда и
только тогда, когда t2 = t−1

1 . Следовательно, минимальное множество
представителей двойных смежных классов TgT группы G – это

{gα}α∈K
︸ ︷︷ ︸

≈A1

K

⋃

{(
0 1
−1 1

)

︸ ︷︷ ︸

=: ẇ(1)

,

(
0 1
−1 0

)

︸ ︷︷ ︸

=ẇ

,

(
1 1
0 1

)

︸ ︷︷ ︸

=: u(1)

,

(
1 0
0 1

)

︸ ︷︷ ︸

=ė

}

. (4.6)

Пусть t =

(
s 0
0 s−1

)

. Тогда

gαtg
−1
α =

(
s+ α(s− s−1) α(s−1 − s)
(1 + α)(s− s−1) s−1 + α(s−1 − s)

)

=

(
s+ α∆t −α∆t

(1 + α)∆t s−1 + α∆t

)

,

(4.7)

где ∆t = s− s−1. Заметим, что данный элемент ∆t ∈ K соответствует

только матрицам t и t̄ =

(
−s−1 0
0 −s

)

. Теперь пусть t′ =

(
r 0
0 r−1

)

.

Предположим, что s, r 6= ±1. Тогда централизаторы матриц t и t′ при-
надлежат T . Из (4.6) следует, что наименьшее множество представи-
телей G-орбит (относительно сопряжений) из Ct × Ct′ , где Ct, Ct′ –
классы сопряженности элементов t, t′ соответственно, состоит из сле-
дующих пар

(gαtg
−1
α , t′) с α ∈ K,

(ẇ(1)tẇ(1)−1, t′), (ẇtẇ−1, t′), (u(1)tu(1)−1, t′), (t, t′).

Отсюда получаем следующее

Предложение 4.9. Пусть t, t′ ∈ T, где t, t′ 6= ±ė, и пусть Ct и Ct′ –
оответствующие классы сопряженности. Тогда существуют толь-
ко следующие G-орбиты на Ct × Ct′ :

Oα :=

{

A

((

s+ α∆t −α∆t

(1 + α)∆t s−1
− α∆t

)

,

(

r 0
0 r−1

))

A
−1

∣

∣

∣
α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

(орбита (gαtg
−1
α , t′)α∈K);

O+
U :=

{

A

((
s ∆t

0 s−1

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}
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(орбита (u(1)tu(1)−1, t′));

O−
V :=

{

A

((
s−1 0
∆t s

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

(орбита (ẇ(1)tẇ(1)−1, t′));

O+
T :=

{

A

((
s 0
0 s−1

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

(орбитa (t, t′));

O−
T :=

{

A

((
s−1 0
0 s

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

(орбита (ẇtẇ−1, t′));

Примыкание орбит. Рассмотрим примыкание G-орбит (в топологии
Зарисского) на Ct ×Ct′ . Заметим, что инвариантная алгебра M2(K)×
M2(K), соответствующая действию сопряжениями из SL2(K), порож-
дается trX , trX2, trY , trY 2, trXY , где (X,Y ) ∈ M2(K)×M2(K) (см.,
например, [6], 9.5). Алгебраический фактор M2(K) × M2(K)/SL2(K)
изоморфен A5

K . Отсюда получаем фактор-отображение π : M2(K) ×
M2(K) → A5

K , где π : (X,Y ) → (trX, trX2, trXY, trY, trY 2). В каж-
дом слое этого отображения существует только одна замкнутая орби-
та.

Теперь мы рассмотрим ограничение πt,t′ на замкнутое подмноже-
ство Ct × Ct′ ⊂ M2(K)×M2(K) (напомним, что класс сопряженности
полупростого элемента – это замкнутое подмножество M2(K)). Так
как trX, trX2, trY, tr Y 2 – константы на Ct × Ct′ , то мы можем рас-
сматривать отображение πt,t′ как

πt,t′ : Ct × Ct′ → A1
K = K, где πt,t′((X,Y )) = tr(XY ).

Каждый слой πt,t′ содержит только одну замкнутую G-орбиту в Ct ×
Ct′ . Также, каждый слой πt,t′ имеет размерность > 3 (действительно,
dimCt × Ct′ − dim Imπt,t′ = 3).

Рассмотрим орбиту вида Oα. Пусть (Xα, Y ) ∈ Oα – представитель,
указанный в Предложении 4.9 (здесь Xα = gαtg

−1
α , Y = t′). Тогда

tr(XαY ) = tr

((
s+ α∆t −α∆t

(1 + α)∆t s−1 − α∆t

)(
r 0
0 r−1

))

= sr + s−1r−1 + α∆t∆t′ . (4.8)
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Далее, для любого a ∈ K

tr(XY ) =







sr + s−1r−1, если X =

(

s a

0 s−1

)

,

(

s 0

a s−1

)

,

s−1r + sr−1, если X =

(

s−1 a

0 s

)

,

(

s−1 0

a s

)

.

(4.9)

Заметим, что

(sr + s−1r−1)− (s−1r + sr−1) = (s− s−1)(r − r−1) = ∆t∆t′ 6= 0.

Следовательно,

sr + s−1r−1 + (−1)
︸︷︷︸

=α

∆t∆t′ = (s−1r + sr−1). (4.10)

Пусть α 6= 0,−1. Из (4.8), (4.10) получаем, что

tr(XαY ) 6= sr + s−1r−1, s−1r + sr−1. (4.11)

Теперь из (4.9) и (4.11) получаем, что G-орбиты O+
U , O+

T , O−
V , O−

T

не могут лежать в том же слое πt,t′ , что содержит (Xα, Y ). Так как
стабилизатор (Xα, Y ) равен {±ė}, то размерность G-орбиты равна 3.
Отсюда следует, что орбита (Xα, Y ) замкнута и совпадает со слоем
πt,t′ , содержащим (Xα, Y ).

Рассмотрим орбиты O0, O+
U . Обе орбиты имеют размерность 3 и

принадлежат слою π−1(sr + s−1r−1), см. (4.9). Более того, в том же
слое лежит 2-мерная орбита O+

T и

O0 \ O0 = O+
U \ O+

U = O+
T .

Действительно, для любых зафиксированных 0 6= a, b ∈ K получаем

{(
a c
0 b

) ∣
∣
∣ 0 6= c ∈ K

}∖{(a c
0 b

) ∣
∣
∣ 0 6= c ∈ K

}

=

{(
a 0
0 b

)}

(здесь X – замыкание X в топологии Зарисского). То же выполняется
и для нижнетреугольных матриц.

Для O−1, O−
V , O−

T получаем аналогичный результат.

Теперь мы обобщим факты о прикосновении орбит.
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Предложение 4.10. (i) Орбиты Oα, где α 6= 0,−1 – замкнутые

3-мерные G-орбиты, совпадающие со слоями π−1
t,t′(lα) для

lα = tr(XαY ) = sr + s−1r−1 + α∆t∆t′ 6= sr + s−1r−1, s−1r + sr−1.

(ii)Слой π−1
t,t′(l0), где l0 = sr+s−1r−1, состоит из двух 3-мерных орбит

O0 :=

{

A

((
s 0
∆t s−1

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

,

O+
U :=

{

A

((
s −∆t

0 s−1

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

и замкнутой 2-мерной орбиты

O+
T :=

{

A

((
s 0
0 s−1

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

,

которая совпадает с Ō0 ∩ Ō+
U .

(iii)Слой π−1
t,t′(l−1), где l−1 = tr(X−1Y ) = s−1r+ sr−1 состоит из двух

3-мерных орбит

O−1 :=

{

A

((
s−1 ∆t

0 s

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

,

O−
V :=

{

A

((
s−1 0
∆t s

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

и замкнутой 2-мерной орбиты

O−
T :=

{

A

((
s−1 0
0 s

)

,

(
r 0
0 r−1

))

A−1
∣
∣
∣ α ∈ K, A ∈ SL2(K)

}

,

которая совпадает с Ō−1 ∩ Ō−
V .
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Gordeev N. L., Egorchenkova E. A. Double cosets NgN of normalizers
of maximal tori of simple algebraic groups and orbits of partial actions of
Cremona subgroups.

Let G be a simple algebraic group over an algebraically closed field K
and let N = NG(T ) be the normalizer of a fixed maximal torus T 6

G. Further, let U be the unipotent radical of a fixed Borel subgroup
B that contains T and let U− be the unipotent radical of the opposite
Borel subgroup B−. The Bruhat decomposition implies the decomposition
G = NU−UN . The Zariski closed subset U−U ⊂ G is isomorphic to the
affine space Am

K where m = dimG − dimT is the number of roots in the
corresponding root system. Here we construct a subgroup N 6 Crm(K)
that “acts partially” on Am

K ≈ U and we show that there is one-to-one
correspondence between the orbits of such a partial action and the set of
double cosets {NgN}. Here we also calculate the set {gα}α∈A ⊂ U in the
simplest case G = SL2(C).
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