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§1. Введение и основные результаты

1.1. Случайные множества Ципфа. Эмпирический закон Ципфа
(G. K. Zipf [7,8], см. также [5]) заключается в том, что самое употреби-
тельное слово языка встречается вдвое чаще следующего по частоте,
втрое чаще следующего, и т.д. Ципф также применял свой закон к
таким объектам экономики, как население городов, размеры индиви-
дуальных состояний и др.1

Среди относительно недавних работ упомянем приложения в линг-
вистике [9,12] и ряд работ, посвящённых исследованию вероятностных
и комбинаторных механизмов, приводящих к закону Ципфа [13–17].

Пусть имеется счётное множество объектов W = {w1, w2, . . . }. Слу-

чайным множеством Ципфа с параметрами a ∈ (0, 1], α ∈ (0, 1] назо-
вём случайное подмножество A ⊂ W , для которого события {wm ∈ A}
независимы и P(wm ∈ A) = a

mα .
В дальнейшем для краткости обозначений мы отождествляем W c

множеством натуральных чисел N, а wm с m.
Отметим, что условие a 6 1 совершенно несущественно и выбрано

только для удобства работы с произвольными натуральными индек-
сами. Все результаты статьи остаются верными для случайных мно-
жеств, удовлетворяющих асимптотическому условию

lim
m→∞

mα
P(wm ∈ A) = a

с произвольным a > 0.

Ключевые слова: предельные теоремы, максимальные пересечения, множества
Ципфа, случайные множества, наиболее редкий элемент пересечения.

Работа поддержана грантом РНФ No. 21-11-00047.
1В лингвистическом аспекте Ципф существенно опирался на данные, накоп-

ленные стенографами, в числе которых Ж.-Б.Эсту (J.-B.Estoup [2]) уже в нача-
ле XX века отмечал гиперболический характер наблюдаемых частот, см. [4, 6], а
применительно к размеру городов закон сформулировал ещё физик Ф.Ауэрбах
(F.Auerbach, 1913, [1]).
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1.2. Максимальные элементы пересечений множеств Ципфа.
Пусть A – случайное множество Ципфа с параметрами a ∈ (0, 1], α ∈
(0, 1]. Очевидно, что такое множество почти наверное бесконечно (но
его пересечение с независимым случайным множеством Ципфа с па-
раметрами x ∈ (0, 1], β ∈ (1 − α, 1] почти наверное конечно). Поэто-
му, прежде всего, нас будут интересовать характеристики пересечений
случайных множеств Ципфа с указанным выше ограничением на па-
раметры.

Будем писать cn ∼ dn, если lim
n→∞

cn
dn

= 1 и cn � dn, если выполнено

lim sup
n→∞

cn
dn

6 1.

Задача о максимальных характеристиках пересечений множеств
возникает в математическом моделировании функционирования баз
данных. Представим себе, что база данных состоит из документов
X1, . . . , Xn, каждый из которых можно охарактеризовать набором слов
(или ключевых слов), и имеется запрос A, который также характери-
зуется набором слов. Релевантность документа X запросу A можно
определять различными способами. В работах [3,11] релевантность по-
нимается как количество общих слов в запросе и документе. В них по-
лучены законы больших чисел для максимальной меры релевантности
при объёме базы, стремящемся к бесконечности.

В данной работе релевантность определяется другим естественным
способом – как номер самого редкого (имеющего максимальный но-
мер) общего слова в A и X . Задачей выполнения запроса является
нахождение наиболее релевантного документа, т.е.

argmax16j6nVj , (1)

где через Vj обозначен максимальный элемент множества A ∩Xj .
Разумеется, представляет интерес и величина самого редкого обще-

го элемента

V n := max
16j6n

Vj ,

например, для того, чтобы оценивать качество приближённых реше-
ний задачи (1). Отметим, что задача о максимальном пересечении име-
ет многочисленные приложения: в интернет-поиске, в рекомендатель-
ных системах, онлайн-рекламе и т.д.

Следующая предельная теорема характеризует распределение само-
го редкого общего элемента пересечения в модели, где и документы, и
запрос рассматриваются как случайные множества Ципфа.
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Теорема 1. Пусть a, x ∈ (0, 1], α ∈ (0, 1], β ∈ (1− α, 1].
Тогда при α < 1 для любого r > 0 и n → ∞ выполнено

P

(
V n < r n

1
α+β−1

)
→ Fα,β(r) := exp

(
−

ax

(α+ β − 1) rα+β−1

)
,

а при α = 1 для любого r > 0 и n → ∞ выполнено

P

(
V n < r n

1
β

)
→ F1,β(r) := exp

(
−
aI(x/rβ)

β

)
,

где

I(v) :=

v∫

0

1− e−w

w
dw, v > 0.

Отметим, что при α < 1 предельное распределение Fα,β есть не что
иное, как распределение Фреше, хорошо известное в теории предель-
ных теорем для максимумов независимых одинаково распределённых
величин [10]. Это не слишком удивительно, так как величины Vj при

фиксированном A независимы и одинаково распределены. Однако рас-
пределение F1,β совсем не относится к классическим. Авторы сталки-
ваются с ним впервые.

Представляют интерес и меры релевантности, промежуточные меж-
ду номером самого редкого общего элемента и количеством общих эле-
ментов. Пусть (qm)m>1 – последовательность неотрицательных чисел
(весов). Определим связанную с ними интегральную меру релевантно-
сти документа X запросу A как

Q(A,X) :=
∑

m∈A∩X

qm.

Если qm = 1 при всех m > 1, то Q(A,X) – количество общих элементов.
Если же qm ր ∞ достаточно быстро, то асимптотическое поведение
максимальной интегральной меры релевантности определяется асимп-
тотикой самого редкого общего элемента. Сейчас мы установим этот
факт для экспоненциально растущих весов.

Пусть b > 0, qm := ebm, Qj := Q(A,Xj), Q
n := max16j6n Qj.

Теорема 2. Пусть a, x ∈ (0, 1], α ∈ (0, 1], β ∈ (1− α, 1].
Тогда для любого r > 0 при n → ∞ выполнено

P (logQn
6 b r nγ) → Fα,β(r),
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где функции распределения Fα,β( · ) определены в теореме 1 и

γ := (α+ β − 1)−1.

В заключение отметим, что случай степенных весов ещё предстоит
исследовать.

Доказательство теоремы 1. Пользуясь независимостью A и Xj, а
также независимостью появления отдельных элементов в множествах
Ципфа, преобразуем интересующую нас вероятность в произведение
вероятностей: для любого N верно

P (V n < N) = P

(
m 6∈

n⋃

j=1

(A ∩Xj), ∀m > N
)

=
∏

m>N

P

(
m 6∈

n⋃

j=1

(A ∩Xj)
)

=
∏

m>N

(
1− P

(
m ∈

n⋃

j=1

(A ∩Xj)
))

=
∏

m>N

(
1− P(m ∈ A)P

(
m ∈

n⋃

j=1

Xj

))

=
∏

m>N

(
1− P(m ∈ A)

(
1− P

(
m 6∈

n⋃

j=1

Xj

)))

=
∏

m>N

(
1−

a

mα

(
1−

(
(1 −

x

mβ

)n))
. (2)

Будем оценивать это произведение.

Пусть сначала α < 1. Фиксируем r > 0 и положим N := r n
1

α+β−1 .
При α < 1 в зоне {m : m > N} верно mβ ≫ n. Поэтому

1−
(
1−

x

mβ

)n

∼
xn

mβ

и

log P (V n < N) ∼ −
∑

m>N

anx

mα+β
∼ −

anx

(α+ β − 1)Nα+β−1

= −
ax

(α+ β − 1)rα+β−1
.
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Последнее соотношение эквивалентно утверждению теоремы при
α < 1.

В случае α = 1 для фиксированного r > 0 положим N := rn
1
β .

Нам нужно показать, что величина pn := − logP(V n < N) имеет
соответствующий предел. В силу соотношения (2), имеем

pn ∼
∑

m>N

a

m

(
1−

(
1−

x

mβ

)n)
:= p̃n. (3)

Рассмотрим близкую к p̃n сумму ряда

sn :=
∑

m>N

a

m

(
1− e

−nx

mβ

)

и покажем, что

lim
n→∞

sn =
a I(x/rβ)

β
. (4)

Действительно, заменяя сумму интегралом и делая замену переменной
u := nx

tβ
, получим

∑

m>N

a

m

(
1−e

−nx

mβ

)
∼

∞∫

N

adt

t

(
1−e

−nx

tβ

)
=

a

β

x

rβ∫

0

1− e−u

u
du=

a I(x/rβ)

β
.

Остаётся показать, что

lim
n→∞

(p̃n − sn) = 0. (5)

Для этого напомним несколько элементарных оценок. При достаточно
малых y имеем log(1 − y) > −y − y2, откуда при всех натуральных n
выполнено

(1− y)n > exp(−ny − ny2)

и если y > 0, то

0 6 exp(−ny)− (1 − y)n 6 exp(−ny)
(
1− exp(−ny2)

)
6 ny2.

Применяя эту оценку к y = x
mβ для m > N , получим

0 6 p̃n − sn =
∑

m>N

a

m

(
e

−nx

mβ −
(
1−

x

mβ

)n)

6
∑

m>N

a

m
n

x2

m2β
∼

ax2

2β
nN−2β =

ax2

2βr2β
n−1 → 0.
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Теперь из соотношений (3), (4) и (5) следует

lim
n→∞

pn =
a I(x/rβ)

β
,

что и требовалось доказать. �

Доказательство теоремы 2. С одной стороны, очевидно, что Qj >

ebVj , Qn > ebV
n

. Поэтому, с учётом теоремы 1,

P(logQn 6 brnγ) 6 P(bV n 6 brnγ) = P(V n 6 rnγ) → Fα,β(r).

С другой стороны,

Qj =
∑

m∈A∩X

ebm 6

Vj∑

m=1

ebm 6 BebVj ,

где B := eb

eb−1
.

Фиксируем ε ∈ (0, 1). Если Vj 6 (1−ε)rnγ , то Qj 6 Beb(1−ε)rnγ

. При

достаточно больших n имеем Be−εbrnγ

< 1, так что Qj 6 ebrn
γ

.

Соответственно из V n 6 (1 − ε)rnγ следует Qn 6 ebrn
γ

, logQn 6

brnγ . По теореме 1 получаем

P(logQn
6 brnγ) > P(V n

6 (1− ε)rnγ) → Fα,β((1 − ε)r).

Наконец, устремляя ε ց 0, приходим к

lim inf
n→∞

P(logQn 6 brnγ) > Fα,β(r). �
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In this work we study the asymptotic behaviour of the rarest element in
the intersections of a random Zipf set with a large number of independent
random sets of the same type but, eventually, with different parameters.
The same problem is solved for the maximum of the integral measure of
intersection associated with exponentially growing weights.
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