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ДВА СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ

АНТИСИММЕТРИЗАТОРА В АЛГЕБРЕ ГЕККЕ

§1. Введение

Алгебра Гекке HN (q) – это ассоциативная алгебра над C(q) с еди-
ницей, генераторами R1, . . . ,RN−1 и соотношениями

R
2
k = 1+ (q − q−1)Rk, k = 1, . . . , N − 1, (1)

RkRmRk = RmRkRm, |k −m| = 1, (2)

RkRm = RmRk, |k −m| > 2. (3)

Алгебра Гекке может рассматриваться как q-деформация групповой
алгебры симметрической группы SN . Соотношение (2) совпадает с
уравнением Янга–Бакстера в форме группы кос. По этой причине
представления алгебры Гекке играют важную роль в теории кванто-
вых групп [2, 3] и теории квантовых интегрируемых систем.

Напомним, что q-деформация числа k ∈ Z определяется следующей
формулой

[k] =
qk − q−k

q − q−1
. (4)

Нам понадобятся следующие легко проверяемые тождества:

[k − 1] + [k + 1] = [2][k], [k − 1][k + 1] + 1 = [k]2. (5)

Элемент PN ∈ HN (q), называемый q-антисимметризатором, задает-
ся рекуррентными соотношениями (в которых PN ∈ HN+1(q) понима-
ется как элемент PN ⊗ id)

P1 = 1, PN+1 =
1

[N + 1]
PN

(

qN − [N ]RN

)

PN . (6)
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PN является идемпотентом,

P
2
N = PN , (7)

и для него выполняются соотношения

(Rk + q−1 · 1)PN = PN (Rk + q−1 · 1) = 0, k = 1, . . . , N − 1. (8)

Обозначим через P
′
N образ элемента PN ∈ HN+1(q) при сдвиге ге-

нераторов

R
′

k = Rk+1, k = 1, . . . , N − 1. (9)

В данной работе будет доказано соотношение

(PN − P
′

N )3 =
[N − 1][N + 1]

[N ]2
(PN − P

′

N ). (10)

Также для генераторов Tk = q−1 · 1+ Rk будет получено соотношение

(

[2]2 + 1
)

TNPNTN =
[2]

(

[N + 2] + 2[N ]
)

[N ]
TNPN−1

− [N − 1]

[N ]
PN−1TNTN−1TNTN−1TNPN−1 (11)

и будут рассмотрены ограничения, накладываемые соотношениями
(10) и (11) на унитарные представления алгебры Гекке на тензорных
степенях пространства Cn. В работе [1] соотношение (10) было полу-
чено для проектора Джонса–Венцля (Jones–Wenzl projector) алгебры
Темперли–Либа TLN(Q). Отметим, что в алгебре Темперли–Либа со-
отношение (11) упрощается до следующего

TNPNTN =
[N + 1]

[N ]
TNPN−1. (12)

§2. Вывод соотношений для PN

Введем новые генераторы

Tk = q−1 · 1+ Rk. (13)
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Для них соотношения (1)–(3) эквивалентны следующим соотношени-
ям:

T
2
k = (q + q−1)Tk, k = 1, . . . , N − 1, (14)

TkTmTk − TmTkTm = Tk − Tm, |k −m| = 1, (15)

TkTm = TmTk, |k −m| > 2, (16)

а формулы (6), (8) и (9) принимают вид

P1 = 1, PN+1 = PN − ρN PN TN PN , ρN =
[N ]

[N + 1]
, (17)

Tk PN = PN Tk = 0, k = 1, . . . , N − 1, (18)

T
′

k = Tk+1, k = 1, . . . , N − 1. (19)

Пусть φN – автоморфизм алгебры HN (q), заданный на генераторах
следующим образом:

φN

(

Tk

)

= TN−k, k = 1, . . . , N − 1. (20)

Из соотношений (18) следует, что Tk φN

(

PN ) = φN

(

PN )Tk = 0 для
всех k = 1, . . . , N − 1. Из соотношений (17) следует, что (PN − 1) есть
сумма мономов от T1, . . . , TN−1. Эти свойства позволяют установить
инвариантность проектора PN под действием автоморфизма φN :

φN

(

PN

)

= φN

(

PN

)

(1− PN + PN ) = φN

(

PN

)

PN

=
(

φN

(

PN − 1
)

+ 1
)

PN = PN .
(21)

Заметим, что φN+1

(

φN (X)⊗ id
)

= X
′ для любого X ∈ HN (q). В частно-

сти, с учетом свойства (21), мы имеем φN+1

(

PN ⊗ id) = P
′
N . Поэтому,

применяя автоморфизм φN+1 к соотношению (17), мы получаем

PN+1 = P
′

N − ρN P
′

N T1 P
′

N . (22)
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Лемма 1. В алгебре HN+2(q) выполняются следующие соотношения:

PN+1 − P
′

N+1 = ρN P
′

N (TN+1 − T1)P
′

N , (23)

ρN P
′

NT1P
′

NT1P
′

N = P
′

NT1P
′

N , (24)

ρN P
′

NTN+1P
′

NTN+1P
′

N = P
′

NTN+1P
′

N , (25)

P
′

N

(

T1P
′

NTN+1P
′

NT1−TN+1P
′

NT1P
′

NTN+1

)

P
′

N

= − [N + 1]

[N ]3
(

PN+1−P
′

N+1

)

.
(26)

Доказательство. Применяя сдвиг (19) к соотношению (17), получа-
ем

P
′

N+1 = P
′

N − ρN P
′

N TN+1 P
′

N . (27)

Соотношение (23) есть разность соотношений (22) и (27).
Заметим, что в силу соотношений (18) мы имеем при N > 2

P
′

NP
′

N−1 = P
′

N−1P
′

N = P
′

N , TN+1P
′

N−1 = P
′

N−1TN+1,

TNP
′

N = P
′

NTN = 0.
(28)

Докажем соотношение (25). При N = 1 оно совпадает с соотношением
(14) для k = 1. При N > 2, получаем

P
′

NTN+1P
′

NTN+1P
′

N

(27)
= P

′

N (TN+1P
′

N−1TN+1 − ρN−1TN+1P
′

N−1TN P
′

N−1TN+1)P
′

N

(28)
= P

′

N (T2
N+1 − ρN−1 TN+1TNTN+1)P

′

N

(14),(15)
= P

′

N ([2]TN+1 − ρN−1 (TNTN+1TN + TN+1 − TN ))P′

N

(28)
= ([2]− ρN−1)P

′

NTN+1P
′

N =
1

ρN
P
′

NTN+1P
′

N . (29)

Последнее равенство использует тождество

[2]− ρN−1 =
[2][N ]− [N − 1]

[N ]

(5)
=

[N + 1]

[N ]
=

1

ρN
. (30)

Соотношение (24) можно получить из соотношения (25) применяя ав-
томорфизм φN+2 и принимая во внимание, что φN+2(P

′
N ) = P

′
N .

Докажем соотношение (26). При N = 1 оно совпадает с соотношени-
ем (15) для k = 1, m = 2 поскольку P2 = 1− 1

[2]T1. Для доказательства
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в случае N > 2 рассмотрим разность соотношений (17) и (22) (взятую
с заменой N на (N + 1)):

1

ρN+1
(PN+1 − P

′

N+1) = PN+1TN+1PN+1 − P
′

N+1T1P
′

N+1

(22),(27)
= (P′

N − ρN P
′

NT1P
′

N )TN+1(P
′

N − ρN P
′

NT1P
′

N )

− (P′

N − ρN P
′

NTN+1P
′

N )T1(P
′

N − ρN P
′

NTN+1P
′

N )

=P
′

N (TN+1−T1)P
′

N+ρ2N P
′

N (T1P
′

NTN+1P
′

NT1−TN+1P
′

NT1P
′

NTN+1)P
′

N

(23)
=

1

ρN
(PN+1 − P

′

N+1)

+ ρ2N P
′

N (T1P
′

NTN+1P
′

NT1 − TN+1P
′

NT1P
′

NTN+1)P
′

N .

Равенство первого и последнего выражений эквивалентно соотноше-
нию (26) поскольку имеет место тождество

1

ρN
− 1

ρN+1
=

[N + 1]

[N ]
− [N + 2]

[N + 1]
=

[N + 1]2 − [N ][N + 2]

[N ][N + 1]

(5)
=

1

[N ][N + 1]
.

(31)

�

Предложение 1. В алгебре HN+2(q) выполняется соотношение (10).

Доказательство.

(

PN+1 − P
′

N+1

)2 (23)
= ρ2N P

′

N (TN+1 − T1)P
′

N (TN+1 − T1)P
′

N

= ρ2N P
′

N (TN+1P
′

NTN+1 + T1P
′

NT1 − TN+1P
′

NT1 − T1P
′

NTN+1)P
′

N

(24),(25)
= ρN P

′

N (TN+1 + T1 − ρN TN+1P
′

NT1 − ρN T1P
′

NTN+1)P
′

N .

Используя это соотношение, получаем

(

PN+1 − P
′

N+1

)3 (23)
= ρN

(

PN+1 − P
′

N+1

)2
P
′

N (TN+1 − T1)P
′

N

= ρ2N P
′

N (TN+1P
′

NTN+1 − T1P
′

NT1 + T1P
′

NTN+1 − TN+1P
′

NT1

+ ρN TN+1P
′

NT1P
′

NT1 − ρN T1P
′

NTN+1P
′

NTN+1

+ ρN T1P
′

NTN+1P
′

NT1 − ρN TN+1P
′

NT1P
′

NTN+1)P
′

N
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(24),(25)
= ρN P

′

N (TN+1 − T1 + ρ2N T1P
′

NTN+1P
′

NT1

− ρ2N TN+1P
′

NT1P
′

NTN+1)P
′

N

(23),(26)
= PN+1 − P

′

N+1 −
1

[N + 1]2
(

PN+1 − P
′

N+1

)

(5)
=

[N ][N + 2]

[N + 1]2
(

PN+1 − P
′

N+1

)

. �

Отметим, что все соотношения Леммы 1 выполняются и для алгеб-
ры Темперли-Либа TLN(Q) с параметром Q = [2], генераторы которой
удовлетворяют не соотношениям (15), а соотношениям TkTmTk = Tk

при |k −m| = 1. Поэтому Предложение 1 имеет место и для алгебры
TLN(Q). Однако для генераторов алгебры TLN(Q) выполняются и бо-
лее простые соотношения (см. формулы (28)–(31) в [1]), что позволяет
дать более простой вывод соотношения (10) для проектора Джонса-
Венцля.

Предложение 2. В алгебре HN+1(q), N > 2, выполняется соотно-
шение (11).

Доказательство.

TNPNTN + PN

(17)
= TN (PN−1 − ρN−1PN−1TN−1PN−1)TN + PN

(28),(14)
= [2]TNPN−1 − ρN−1PN−1TNTN−1TNPN−1 + PN

(15)
= [2]TNPN−1 − ρN−1PN−1TN−1TNTN−1PN−1 − ρN−1PN−1TNPN−1

+ ρN−1PN−1TN−1PN−1 + PN

(28),(17)
= ([2]− ρN−1)TNPN−1 + PN−1 − ρN−1PN−1TN−1TNTN−1PN−1.

(32)

Умножая полученное равенство с двух сторон на TN и используя со-
отношения (14) и (28), получаем

(

[2]2 + 1
)

TNPNTN =
(

[2]2([2]− ρN−1) + [2]
)

TNPN−1

− ρN−1PN−1TNTN−1TNTN−1TNPN−1. (33)
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Соотношения (11) и (33) эквивалентны поскольку имеет место тожде-
ство

[2]([2]− ρN−1) + 1
(30)
=

[2]

ρN
+ 1 =

[2][N + 1] + [N ]

[N ]
(34)

(5)
=

[N + 2] + 2[N ]

[N ]
. �

§3. Об унитарных представлениях на
(

C
n
)⊗N

Будем рассматривать алгебру HN (q) как комплексную алгебру с
параметром q ∈ C, |q| = 1 и инволюцией ∗ такой, что

q∗ = q−1, R
∗

k = R
−1
k (35)

Унитарность генераторов Rk эквивалентна эрмитовости генераторов
Tk,

T
∗

k = (q−1 · 1+ Rk)
∗ = q · 1+ R

−1
k

(1)
= q · 1+ Rk − (q − q−1) · 1 = Tk.

(36)

Пусть I ∈ Mat(n,C) - единичная матрица, а T ∈ Mat(n2,C) - эрми-
това матрица, удовлетворяющая соотношениям

T 2 = (q + q−1)T, T1 T2 T1 − T2 T1 T2 = T1 − T2, (37)

где T1 ≡ T ⊗ I и T2 ≡ I ⊗T , а ⊗ обозначает кронекеровское произве-
дение. Тогда гомоморфизм τ : HN (q) → Mat(nN ,C) такой, что

τ(Tk) = Tk ≡ I⊗(k−1) ⊗ T ⊗ I⊗(N−k−1) (38)

есть ∗-представление алгебры HN (q) на тензорном произведе-

нии
(

C
n
)⊗N

. В таком представлении τ(Rk) = Rk суть унитарные мат-
рицы, являющиеся решением уравнения Янга-Бакстера

RkRk+1Rk = Rk+1RkRk+1. (39)

Отметим, что при q = 1 матрицы Rk унитарны и инволютивны. Клас-
сификация решений уравнения (39) для этого случая была получена
в работе [4].

Поскольку (q + q−1) ∈ R при |q| = 1, a соотношения (37) инвари-
антны при замене Tk → −Tk, q → −q, то можно рассматривать только
случай (q + q−1) > 0. (При (q + q−1) = 0, единственная эрмитова мат-
рица такая, что T 2 = 0, есть T = 0.)
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Предложение 3. Пусть N ∈ N, N > 2 и q = eiγ , где π
N+1 6 γ < π

N
.

Тогда, если эрмитова матрица T 6= 0 удовлетворяет соотношениям
(37) и τ есть соответствующее ей представление (38), то τ(PN )=0.

Доказательство. Обозначим PN = τ(PN ). Поскольку 0 < γ < π
N

,

то ρn = [n]
[n+1] = sin(nγ)

sin((n+1)γ) определены (и положительны) при всех

n = 1, . . . , N − 1. Следовательно, проекторы Pk, рекурсивно определя-
емые формулой (17), существуют при всех k = 1, . . . , N . Из формулы
(17) также следует эрмитовость всех проекторов Pk и, тем самым, по-
ложительная полуопределенность матриц (PN − P ′

N )4 и (PN − P ′
N )2.

Однако следствием соотношения (10) является равенство

(PN − P ′

N )4 =
[N − 1][N + 1]

[N ]2
(PN − P ′

N )2, (40)

где [N−1][N+1]
[N ]2 6 0 поскольку (N−1)γ < π и π 6 (N+1)γ < 2π. То есть

правая часть в (40) есть отрицательно полуопределенная матрица. Тем
самым, соотношение (40) может выполняться только если PN = P ′

N .
Но тогда 0 = T1PN = T1P

′′
N = T ⊗ PN . Откуда PN = 0 поскольку

T 6= 0. �

Отметим, что доказанное утверждение близко к утверждению о C∗-
представлениях алгебры Гекке на гильбертовом пространстве, полу-
ченному в работе [5]. В рассматриваемом нами случае трансляцион-
ная инвариантность представления (38) накладывает дополнительные
ограничения. В частности, как показано в работе [1], унитарные пред-

ставления алгебры Темперли-Либа на пространстве
(

Cn
)⊗N

существу-

ют только при |q + q−1| = 1,
√
2,
√
3, 2.

Предложение 4. Пусть N ∈ N, N > 3 и q = eiγ , где π
N+1 < γ < π

N
и

при этом

[N + 2] + 2[N ] < 0. (41)

Тогда, если эрмитова матрица T 6= 0 удовлетворяет соотношениям
(37) и τ – соответствующее ей представление (38), то τ(PN−1)=0.

Доказательство. В силу предложения 3 мы имеем PN = 0. Так как
при этом [N ] > 0, то соотношение (11) принимает вид

[2]
(

[N + 2] + 2[N ]
)

TNPN−1

= [N − 1]PN−1TNTN−1TNTN−1TNPN−1. (42)
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Поскольку [N − 1] > 0, то правая часть в (42) есть положительно по-
луопределенная матрица. Матрица [2]TNPN−1 = (TNPN−1)(TNPN−1)

∗

также положительно полуопределенная так как TN и PN−1 коммути-
руют. Значит, если выполняется условие (41), то левая часть в (42)
есть отрицательно полуопределенная матрица. Тем самым, соотноше-
ние (42) может выполняться только если TNPN−1 = 0. Но TNPN−1 =
PN−1 ⊗ T , где T 6= 0. Значит PN−1 = 0. �

Заметим, что [N + 2] + 2[N ] = 1 при γ = π
N+1 и [N + 2] + 2[N ] =

−[2] < 0 при γ = π
N

. Поэтому для любого интервала
(

π
N+1 ,

π
N

)

, N > 3,

существуют значения γ, для которых выполняется условие (41).

Предложение 5. Пусть q = eiγ , где γ ∈
(

arccos(
√

1
8 (1 +

√
5), 1

2π
)

.

Если эрмитова матрица T 6= 0 удовлетворяет соотношениям (37),
то T = [2] (I ⊗ I).

Доказательство. Рассмотрим соответствующее представление (38).
При γ ∈ [ 13π,

1
2π), мы имеем T = [2] (I ⊗ I) так как P2 = 0 в силу

предложения 3.
Для N = 3 условие (41) выполняется если f(γ) ≡ sin 5γ+2 sin3γ < 0.

Уравнение f(γ) = (16 cos4 γ − 4 cos2 γ − 1) sin γ = 0 имеет на интервале
(14π,

1
3π) единственный корень, соответствующий значению cos2 γ0 =

1
8 (1 +

√
5). Учитывая, что f(13π) < 0, мы заключаем, что при γ ∈

(

γ0,
1
3π) условие (41) выполняется. Тогда P2 = 0 в силу предложения 4

и, тем самым, T = [2] (I ⊗ I). �
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Bytsko A. G. Two relations for the antisymmetrizer in the Hecke algebra.

We prove two relations for the antisymmetrizer in the Hecke algebra
and derive certain restrictions imposed by these relations on unitary rep-
resentations of the Hecke algebra on tensor powers of the space Cn.
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