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УРАВНЕНИЯ −∆u+ a∂zu = 0

Введение

Рассмотрим уравнение

−∆u+ b · ∇u = 0 (0.1)

в области Ω ⊂ R
n, n > 2. Здесь b – заданная вектор-функция,

b ∈ Lp,loc(Ω,R
n), p > 2,

u – искомая скалярная функция, u ∈ W 1
2,loc(Ω). Уравнение (0.1) мы

понимаем в слабом смысле
∫

Ω

∇u ·
(

∇η + bη
)

dx = 0 ∀ η ∈ C1
0 (Ω).

Свойства решений уравнения (0.1) в зависимости от свойств коэффи-
циента b изучались во многих работах, см. [6–9]. Нас интересует огра-
ниченность решения u. Хорошо известно, что если p = n > 2 или
p > n = 2, то решение ограничено, и более того, гельдерово. Наоборот,
если p < n при n > 2 или p = n = 2, то решение u может иметь особен-
ность в точке, u /∈ L∞,loc(Ω), см., например, [2]. В физических зада-
чах коэффициент b имеет смысл скорости течения жидкости, поэтому
естественно также рассматривать уравнение (0.1) при дополнитель-
ном условии div b = 0. При таком условии ситуация резко меняется.
Известно, что если div b = 0 и

p = 2 при n = 2, 3, p > n/2 при n > 4,

то u ∈ L∞,loc, см. [8] (отметим, что в этой работе рассматривалось так-
же параболическое уравнение ∂tu−∆u+ b · ∇u = 0). Кроме того, в [3]
был построен пример неограниченного решения u уравнения (0.1) при
div b = 0, b ∈ Lp при p < n−1

2 , n > 6. Решение в этом примере имеет
особенность на оси; особенности в одной точке не может быть, посколь-
ку для решений уравнения (0.1) с соленоидальным b ∈ L2 выполняется

Ключевые слова: линейные эллиптические уравнения, соленоидальный дрифт,
локальная ограниченность решения, анизотропные пространства Соболева.
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принцип максимума, см. [9]. Вопрос, будет ли решение ограничено при
p ∈ [n−1

2 , n
2 ], оставался открытым. В настоящей работе мы ответим на

этот вопрос для p = n−1
2 .

Наложим на коэффициент b еще одно структурное условие:
предположим, что вектор b(x) имеет фиксированное направление.

Введем обозначение

x = (z, x′), где z = x1, x′ = (x2, . . . , xn).

Если b(x) = a(x)~ez , где a — скалярная функция, то из условия солено-
идальности

div b = ∂za = 0

вытекает, что a зависит только от последних (n− 1) переменных, a =
a(x′). Таким образом, уравнение (0.1) переписывается в следующем
виде:

−∆u(z, x′) + a(x′)∂zu(z, x
′) = 0. (0.2)

Естественно рассматривать это уравнение в цилиндре Ω = Q1, где

QR = (−R,R)×B′

R, B′

R =
{

x′ ∈ R
n−1 : |x′| < R

}

.

Мы предполагаем, что a ∈ Lp(B
′

1), p > 2, u ∈ W 1
2 (Q1), и уравнение

понимаем в смысле интегрального тождества
∫

Ω

(

∇u · ∇η + a η ∂zu

)

dzdx′ = 0 ∀ η ∈ C1
0 (Q1). (0.3)

В этой ситуации задача решается полностью, а критическим показа-
телем является n−1

2 . Мы покажем, что при p > n−1
2 решение u обязано

быть ограниченным.

Теорема 0.1. Пусть a ∈ Lp(B
′

1), где

p = 2 при n = 3, 4; p >
n− 1

2
при n > 5.

Пусть u ∈ W 1
2 (Q1) является решением (0.2). Тогда u ∈ L∞(Q1/2) и

‖u‖L∞(Q1/2) 6 C
(

1 + ‖a‖Lp(B′

1)

)µ
‖u‖W 1

2 (Q1),

где C и µ зависят только от n и p.

Отметим, что ограниченность u в случаях p = 2 при n = 3 и p > 2
при n = 4 была известна [8] и для уравнения (0.1).
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Кроме того, мы построим примеры неограниченных решений u при
p = n−1

2 . Эти примеры являются, разумеется, и примерами для урав-
нения (0.1).

§1. Примеры

Примеры мы предъявим в меньшем цилиндре Q1/3, ясно, что размер
роли не играет. Напомним, что x = (z, x′), и будем обозначать r = |x′|.
Пусть n > 3.

1. Функции

u(x) = ln | ln r|+ z, a(x′) =
(n− 3) ln r − 1

r2 ln2 r

удовлетворяют уравнению (0.2) и обладают свойствами

a ∈ Ln−1
2

(

B′

1/3

)

, u ∈ W 1
2

(

Q1/3

)

, u /∈ L∞

(

Q1/3

)

. (1.1)

Действительно, при n > 4

∫

B′

1/3

∣

∣

∣

∣

1

r2 ln r

∣

∣

∣

∣

n−1
2

dx′ = c

1/3
∫

0

dr

r| ln r|
n−1

2

< ∞,

поэтому a ∈ Ln−1
2

(

B′

1/3

)

, а при n = 3

a(x′) = −
1

r2 ln2 r
и

∫

B′

1/3

|a(x′)| dx′ = c

1/3
∫

0

dr

r ln2 r
=

c

ln 3
< ∞,

то есть a ∈ L1

(

B′

1/3

)

. Ясно также, что u ∈ W 1
2

(

Q1/3

)

.

Далее,

∆u =
1

rn−2
∂r(r

n−2∂ru) + ∂2
zu =

1

rn−2
∂r

(

rn−3

ln r

)

=
n− 3

r2 ln r
−

1

r2 ln2 r
.

Правая часть суммируема, поэтому дифференцирование оправдано.
Наконец,

a ∂zu = a =
n− 3

r2 ln r
−

1

r2 ln2 r
.

2. Функции

u(x) = ln | ln r| · ez, a(x′) =
(n− 3) ln r − 1

r2 ln2 r ln | ln r|
+ 1
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также удовлетворяют (0.2) и (1.1). Доказательство аналогично.

§2. Анизотропные пространства функций

Для доказательства теоремы 0.1 нам потребуются анизотропные
пространства и аналоги классических теорем в них. Теория таких про-
странств изложена в [1].

Пусть Ω ⊂ R
n – ограниченная область.

Определение 2.1. Пусть ~p = (p1, p2, . . . , pn) – мультииндекс, 1 6 pj 6
∞. Анизотропным пространством Лебега L~p(Ω) = L(p1,...,pn)(Ω) назы-
вается пространство измеримых функций на Ω, для которых конечна
норма. При pj = ∞ соответствующая норма заменяется на esssup

‖f‖~p =

(∫

R

(

. . .

(∫

R

|f |p1dx1

)p2/p1

. . .

)pn/pn−1

dxn

)1/pn

.

Здесь подразумевается, что функция f продолжена нулем вне Ω.

Обычное пространство Лебега Lp(Ω) соответствует мультииндексу
(p, p, . . . , p).

Имеет место аналог неравенства Гельдера.

Теорема 2.2 ([1], Теорема 2.4). Пусть

f ∈ L~p(Ω), g ∈ L~q(Ω),
1

pj
+

1

qj
= 1, j = 1, . . . , n.

Тогда fg ∈ L1(Ω) и

‖f g‖L1(Ω) 6 ‖f‖L~p(Ω)‖g‖L~q(Ω).

Следствие 2.3. Пусть u ∈ L~p(Ω), pj > q при j = 1, . . . , n. Тогда

‖u‖Lq(Ω) 6 d
n
q −

n∑

j=1

1
pj

‖u‖L~p(Ω),

где d = diamΩ – диаметр множества.

Доказательство. По предыдущей теореме

‖u‖qLq(Ω) 6 ‖u‖qL~p(Ω) ‖1‖L~r(Ω),
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где ~r = (r1, . . . , rn), rj – сопряженный показатель к
pj

q . Поместим Ω

в куб с ребром длины d и сторонами, параллельными координатным
плоскостям. Тогда

‖1‖L~r(Ω) 6







∫ d

0



. . .

(

∫ d

0

1r1dx1

)r2/r1

. . .





rn/rn−1

dxn







1/rn

=

(

(

. . .
(

dr2/r1 · d
)r3/r2

. . .

)rn/rn−1

· d

)1/rn

= dS ,

где

S =

(

. . .

((

r2
r1

+ 1

)

·
r3
r2

+ 1

)

· . . . ·
rn

rn−1
+ 1

)

×
1

rn

=

n
∑

j=1

1

rj
= n−

n
∑

j=1

q

pj
. �

Лемма 2.4. Пусть последовательность мультииндексов ~sk такова,

что (sk)j −→
k→∞

∞ при каждом j = 1, . . . , n. Предположим, что функ-

ция u ∈ L~sk(Ω) и ‖u‖L~sk
(Ω) 6 M при всех k. Тогда u ∈ L∞(Ω) и

‖u‖L∞(Ω) 6 M .

Доказательство. Предположим, что для некоторого ε > 0 множе-
ство

{x ∈ Ω : |u(x)| > M + ε}

имеет положительную меру. По теореме Фубини найдется такое поло-
жительное δ, что

mes {xn : mes {. . .mes {x2 : mes {x1 : |u(x)|>M+ε}>δ}>δ . . . }>δ}>δ.

Следовательно,

‖u‖L~sk
(Ω) > (M + ε) δ

∑n
j=1

1
(sk)j −→

k→∞

M + ε.

Мы пришли к противоречию. �

Анизотропное пространство Соболева W l
~p(Ω) определяется анало-

гично обычному пространству Соболева, но все нормы всех производ-
ных берутся в L~p(Ω). Имеет место следующая теорема вложения.
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Теорема 2.5 ([1], Tеорема 10.2, Теорема 26.3.5 и замечание после нее).
Пусть Ω — ограниченная область, удовлетворяющая условию конуса.

Пусть мультииндексы ~p и ~q таковы, что qj > pj. Обозначим

κ =

n
∑

j=1

(

1

pj
−

1

qj

)

.

Если κ = 1 и 1 < pn < qn < ∞, то пространство W 1
~p (Ω) непрерывно

вкладывается в L~q(Ω). Если κ < 1, то это вложение компактно.

Нам будут нужны следующие частные случаи этой теоремы.

Теорема 2.6. Пусть Ω ⊂ R
n – ограниченная область, удовлетворя-

ющая условию конуса, n > 3. Пусть

p >
n− 1

2
, χ :=

n+ p′ − 1

(n− 2)p′
,

где p′ – сопряженный показатель к p (отметим, что χ > 1). Тогда

вложение

W 1
2 (Ω) ⊂ L(2χ,2χp′,...,2χp′)(Ω) непрерывно,

а вложение

W 1
2 (Ω) ⊂ L(2,2p′,...,2p′)(Ω) компактно. (2.1)

§3. Случай гладкого решения

В этом параграфе мы докажем оценку для L∞-нормы гладкого
решения. Мы используем технику Мозеровских итераций, введенную
в [5].

Теорема 3.1. Пусть n > 3, p > n−1
2 , a ∈ Lp(B

′

3/4). Пусть u ∈

C∞(Q3/4) является решением уравнения (0.2). Тогда

‖u‖L∞(Q1/2) 6 C
(

1 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)µ

‖u‖L(2,2p′,...,2p′)(Q3/4)

для некоторых C и µ, зависящих только от n и p.

Замечание 3.2. Можно доказать неравенство для любых двух ци-
линдров Qr и QR при R > r > 0. Для дальнейшего нам удобно взять
r = 1/2 и R = 3/4.
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Доказательство. Пусть β > 0. Пусть ζ ∈ C∞

0 (Q3/4). Возьмем в ка-

честве пробной функции η(x) = ζ2(x)|u(x)|βu(x). Тогда

∇η = 2ζ∇ζ|u|βu+ (β + 1)ζ2|u|β∇u.

Ясно, что η ∈ C1
0 (Q3/4). Подставляя η в тождество (0.3), получим

∫

Q3/4

(

2ζ|u|βu∇u · ∇ζ + (β + 1)ζ2|u|β|∇u|2 + aζ2|u|βu ∂zu

)

dx = 0,

откуда
∫

Q3/4

(

2ζ|u|βu∇u · ∇ζ + (β + 1)ζ2|u|β|∇u|2
)

dx

=−
1

β + 2

∫

Q3/4

aζ2∂z
(

|u|β+2
)

dx =
2

β + 2

∫

Q3/4

aζ∂zζ|u|
β+2dx. (3.1)

Обозначим w(x) = |u(x)|
β+2
2 . Тогда

∇ (ζw) = |u|
β+2
2 ∇ζ +

β + 2

2
ζ|u|

β−2
2 u∇u.

Следовательно,
∫

Q3/4

∣

∣

∣

∣

∇(ζw)

∣

∣

∣

∣

2

dx =

∫

Q3/4

(

w2|∇ζ|2 + (β + 2)ζ|u|βu∇u · ∇ζ

+

(

β + 2

2

)2

ζ2|u|β|∇u|2
)

dx 6

∫

Q3/4

w2|∇ζ|2 dx

+
β + 2

2

∫

Q3/4

(

2ζ|u|βu∇u · ∇ζ + (β + 1)ζ2|u|β |∇u|2
)

dx,

где мы воспользовались неравенством β+2
2 6 β + 1. Учитывая (3.1),

получаем
∫

Q3/4

|∇(ζw)|
2
dx 6

∫

Q3/4

w2
(

|∇ζ|2 + |a| |ζ∂zζ|
)

dx. (3.2)

Мы доказали (3.2) для любой функции ζ ∈ C∞

0 (Q3/4). По непрерывно-

сти (3.2) верно и для функций ζ ∈ W̊ 1
q (Q3/4) при достаточно большом
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q. Пусть 1/2 6 r1 < r2 6 3/4. Положим ζ(x) = ν(r)ν(|z|), где

ν(r) =











1, при 0 6 r 6 r1,
r2−r
r2−r1

, при r1 < r < r2,

0, при r2 6 r 6 3
4 ,

– непрерывная кусочно линейная функция, не превосходящая едини-
цы. Ясно, что ζ ∈ W̊ 1

q (Q3/4) с любым q. Подставляя ζ в (3.2), получим
∫

Q3/4

|∇(ζw)|2 dx 6
2

(r2 − r1)2

∫

Qr2

w2 dx+
1

r2 − r1

∫

Qr2

|a|w2 dx.

Из теоремы 2.2 с ~p = (∞, p, . . . , p), ~q = (1, p′, . . . , p′) вытекает оценка
∫

Qr2

|a|w2 dx 6 ‖a‖Lp(B′

3/4
)‖w‖

2
L(2,2p′,...,2p′)(Qr2 )

,

а из следствия 2.3 – оценка
∫

Qr2

w2 dx 6 c1‖w‖
2
L(2,2p′,...,2p′)(Qr2)

.

Таким образом,

∫

Q3/4

|∇(ζw)|2 dx 6

(

2c1
(r2 − r1)2

+
‖a‖Lp(B′

3/4
)

r2 − r1

)

‖w‖2L(2,2p′,...,2p′)(Qr2 )
.

Отсюда с учетом неравенства Фридрихса вытекает

‖w‖2W 1
2 (Qr1)

6 ‖ζw‖2W 1
2 (Q3/4)

6 c2

∫

Q3/4

|∇(ζw)|
2
dx

6 c3

(

1

r2 − r1
+ ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)2

‖w‖2L(2,2p′,...,2p′)(Qr2)
. (3.3)

По теореме 2.6

‖w‖L(2χ,2χp′,...,2χp′)(QR) 6 c4‖w‖W 1
2 (QR), (3.4)

где, напомним, χ = n+p′
−1

(n−2)p′
. Константу c4 можно выбрать не зависящей

от R ∈ [1/2, 3/4], так как при замене x 7→ Rx нормы ‖w‖L(2χ,2χp′,...,2χp′)
и
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‖∇w‖L2 умножаются на R1−n/2, а норма ‖w‖L2 умножается на R−n/2.
Теперь из (3.3) и (3.4) вытекает

‖w‖L(2χ,2χp′,...,2χp′)(Qr1 )
6 c5

(

1

r2 − r1
+ ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)

‖w‖L(2,2p′,...,2p′)(Qr2 )
.

Обозначим γ = β + 2. Возводя последнее неравенство в степень 2/γ и
учитывая, что w = |u|γ/2, получим

‖u‖L(γχ,γχp′,...,γχp′)(Qr1 )

6 c
2/γ
5

(

1

r2 − r1
+ ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)2/γ

‖u‖L(γ,γp′,...,γp′)(Qr2 )
.

Подставим в это неравенство

γ = 2χm−1, r1 = Rm+1, r2 = Rm, где Rm =
1

2
+

1

2m+1
, m ∈ N.

Получим

‖u‖L~sm(QRm+1
) 6

(

c5

(

2m+2 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

))χ1−m

‖u‖L~sm−1
(QRm ),

где ~sm = (2χm, 2χmp′, . . . , 2χmp′). Перемножение таких неравенств при
m = 1, 2, . . . ,M даст

‖u‖L~sM
(Q1/2) 6 ‖u‖L~sM

(QRM+1
)

6 ‖u‖L(2,2p′,...,2p′)(Q3/4)

M
∏

m=1

(

c5

(

2m+2 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

))χ1−m

.

Далее,

2m+2 + ‖a‖Lp(B′

3/4
) 6 2m+2

(

1 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)

,

поэтому

M
∏

m=1

(

c5

(

2m+2 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

))χ1−m

6

∞
∏

m=1

cχ
1−m

5

(

1 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)χ1−m

2(m+2)χ1−m

= C
(

1 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)µ

,
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так как χ > 1 и ряды

µ :=

∞
∑

m=1

χ1−m =
χ

χ− 1
и

∞
∑

m=1

mχ1−m

сходятся. Тем самым,

‖u‖L~sM
(Q1/2) 6 C

(

1 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)µ

‖u‖L(2,2p′,...,2p′)(Q3/4)

для любого M . Теперь утверждение вытекает из леммы 2.4. �

§4. Случай слабого решения

В целом мы следуем подходу [3]. В частности, мы воспользуемся
следующим результатом.

Теорема 4.1 ([3], Theorem 3.1). Пусть n > 3, b ∈ L2(Ω), div b = 0,

f ∈ W−1
2 (Ω), и пусть u ∈ W̊ 1

2 (Ω) – решение (0.1). Предположим, что

задана последовательность bk ∈ Ln(Ω), div bk = 0, сходящаяся к b

в L2(Ω). Пусть uk ∈ W̊ 1
2 (Ω) – единственное слабое решение краевой

задачи
{

−∆uk + bk · ∇uk = f,

uk

∣

∣

∂Ω
= 0

.

Тогда uk → u слабо в W 1
2 (Ω).

Доказательство теоремы 0.1. Пусть η ∈ C∞

0 (Q1), η|Q5/6
≡ 1. Функ-

ция v = ηu является решением задачи
{

−∆v(z, x′) + a(x′)∂zv(z, x
′) = g(z, x′)

v
∣

∣

∂Q1
= 0,

.

где

g = −u∆η − 2∇η · ∇u+ au∂zη.

Первые два слагаемые в этом выражении принадлежат L2(Q1). Из
(2.1) и анизотропного неравенства Гельдера вытекает оценка

∣

∣

∣

∣

∫

Q1

a∂zηuhdx

∣

∣

∣

∣

6 ‖∂zη‖L∞
‖a‖Lp‖u‖L(2,2p′,...,2p′)

‖h‖L(2,2p′,...,2p′)

6 C‖u‖W 1
2 (Q1)‖h‖W 1

2 (Q1) ∀ h ∈ W 1
2 (Q1),

следовательно, au∂zη ∈ W−1
2 (Q1) и g ∈ W−1

2 (Q1).



О ЛОКАЛЬНОЙ ОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЙ 183

Возьмём теперь такую последовательность ak ∈ C∞
(

B̄′

1

)

, что ak →

a в Lp(B
′

1). Обозначим через vk ∈ W̊ 1
2 (Q1) решения краевой задачи

{

−∆vk(z, x
′) + ak(x

′)∂zvk(z, x
′) = g(z, x′),

vk
∣

∣

∂Ω
= 0.

.

По теореме 4.1 vk → v слабо в W 1
2 (Q1). По теореме 2.6 существует

подпоследовательность, сходящаяся в L(2,2p′,...,2p′)(Q1) сильно; из нее,
в свою очередь, можно выделить подпоследовательность, сходящуюся
почти везде. Поэтому без ограничения общности будем считать, что

‖vk − v‖L(2,2p′,...,2p′)(Q1) → 0 и vk(x) → v(x) п.в.

По построению g ≡ 0 в Q5/6. Из эллиптической теории вытекает (см.,

например, [4]), что vk ∈ C∞(Q3/4). По теореме 3.1

‖vk‖L∞(Q1/2) 6 C
(

1 + ‖ak‖Lp(B′

3/4
)

)µ

‖vk‖L(2,2p′,...,2p′)(Q3/4).

Переходя к пределу по k → ∞, получаем

‖v‖L∞(Q1/2) 6 C
(

1 + ‖a‖Lp(B′

3/4
)

)µ

‖v‖L(2,2p′,...,2p′)(Q3/4).

По построению v ≡ u в Q5/6, поэтому

‖u‖L∞(Q1/2) 6 C
(

1 + ‖a‖Lp(B′

1)

)µ
‖u‖L(2,2p′,...,2p′)(Q3/4).

Снова применяя теорему 2.6, получаем утверждение. �
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