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§1. Введение

1. Постанова задачи [1]. Задача о равновесии двухфазовой среды в
одномерном модельном случае сводится к минимизации функционала
энергии

Iτ [u, χ, t] = I0[u, χ, t] +

l
∫

0

τ(x)χ(x) dx,

I0[u, χ, t] =

l
∫

0

{χ(x)(F+(u′(x)) + t) + (1− χ(x))F−(u′(x))} dx,

(1.1)

в котором плотности энергии каждой из фаз F±(z) определяются ра-
венствами

F±(z) = a±(z − c±)
2, a±, c±, z ∈ R, a± > 0, a+c+ 6= a−c−, (1.2)

допустимые поля смещений u ∈ W̊ 1
2 (0, l), а заведующие распределени-

ем фаз на интервале (0, l) характеристические функции χ(x) считают-
ся измеримыми (совокупность всех таких функций обозначим через
Z
′). Заданная функция t+ τ(x), t ∈ R, x ∈ (0, l) интерпретируется как

как температура. Будем считать, что

0 6= τ( · ) ∈ L1(0, l),

l
∫

0

τ(x) dx = 0 (1.3)
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и, кроме того

функция |Eσ| непрерывна и строго монотонно возрастает

по σ∈ [−τ−, τ+],

Eσ = {x ∈ (0, l) : τ(x) 6 σ}, −τ− = esinf τ(x),

τ+ = essup τ(x), τ± ∈ (0,∞]

(1.4)

(здесь и далее модуль множества означает его меру Лебега).
Под состоянием равновесия будем понимать решение следующей ва-

риационной задачи

Iτ [ûτ,t, χ̂τ,t, t] = inf
u∈X,χ∈Z′

Iτ [u, χ, t], ûτ,t ∈ X, χ̂τ,t ∈ Z
′. (1.5)

Состояние равновесия назовём однофазовым, если χ̂τ,t(x) ≡ 0 или
χ̂τ,t(x) ≡ 1 и двухфазовым в противном случае. Легко видеть, что
для однофазового состояния равновесия ûτ,t, χ̂τ,t функция ûτ,t(x) ≡ 0.

Целью данной работы является доказательство однозначной разре-
шимости задачи (1.5) и обоснование ряда свойств её решений.

Новым моментом в проводимом исследовании является предполо-
жение о наличии в функционале энергии слагаемого с непостоянной
функции τ(x). Это добавку можно рассматривать как возмущение хо-
рошо изученной одномерной задачи о фазовых переходах с постоянной
температурой [2].

2. Вспомогательные утверждения. Предварительное приведение
вспомогательных фактов позволит облегчить формулировку основных
утверждений этой работы.

(1). Задача (1.5) с τ(x) ≡ 0 [2]. Для функций u ∈ X, χ ∈ Z
′ справед-

ливо равенство

I0[u, χ, t] = Ĩ0[u, χ, t],

Ĩ0[u, χ, t] =

l
∫

0

(

a+χ(x) + a−(1− χ(x)
)(

u′(x)− α(Q)(χ(x) −Q)
)2

dx

+ lG(Q, t),

G(Q, t) = (t− t∗)Q+ a−c
2
− + g(Q),

Q =
1

l

l
∫

0

χ(x) dx, (1.6)
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α(Q) =
[ac]

a−Q+ a+(1−Q)
, g(Q) = −

[ac]2Q(1−Q)

a−Q+ a+(1−Q)
,

t∗ = −[ac2] = −(a+c
2
+ − a−c

2
−), [ac] = a+c+ − a−c−.

Заметим, что первое равенство (1.6) не гарантировано для нехарак-
теристических функций χ. Функция G(., t) бесконечно дифференци-
руема по Q ∈ [0, 1] и в силу (1.2) строго выпукла, поскольку

g′′(Q) =
2[ac]2a+a−

(a−Q+ a+(1 −Q))3
. (1.7)

Благодаря представлению (1.6) вариационная задача

I0[ût, χ̂t, t] = inf
u∈X,χ∈Z′

I0[u, χ, t], ût ∈ X, χ̂t ∈ Z
′ (1.8)

решается явно. Сначала нужно минимизировать на интервале [0, 1]
функцию G( · , t)

G(Q̂(t), t) = min
Q∈[0,1]

G(Q, t), Q̂(t) ∈ [0, 1]. (1.9)

Затем по Q̂(t) вычислить ût, исходя из равенства

û′
t(x) = α(Q̂(t))(χ̂t(x)− Q̂(t)) (1.10)

с любой функцией χ̂t(x), для которой

1

l

l
∫

0

χ̂t(x) dx = Q̂(t). (1.11)

Величина (1.11) интерпретируется как равновесная объёмная доля фа-
зы с индексом +.

Для каждого t ∈ R решение задачи (1.9) также находится явно, что

позволяет сформулировать свойства функции Q̂(t)

функция Q̂(t) однозначна, Q̂( · ) ∈ C(R), Q̂( · ) ∈ C∞[t−, t+],

t± = t∗ ±
[ac]2

a±
, t− < t∗ < t+,

Q̂(t) = 1, t 6 t−, Q̂(t) = 0, t > t+,

Q̂(t) ∈ (0, 1), t ∈ (t−, t+).

(1.12)

Числа t± называются температурами фазовых переходов, неравен-
ство для них является следствием (1.2). Из (1.12) вытекает, что при
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t 6 t− и t > t+ состояния равновесия однофазовые (с χ̂t(x) ≡ 1 в пер-
вом случае и χ̂t(x) ≡ 0— во втором), а при t ∈ (t−, t+) каждое состо-
яние равновесия двухфазовое. Заметим, что для каждого t ∈ (t−, t+)
существует бесконечно много различных состояний равновесия ût, χ̂t,
но объёмная доля (1.11) является однозначной функцией температу-
ры.

Определим равновесную энергию i(t) для функционала I0[u, χ, t] ра-
венством

i(t) =
1

l
inf

u∈X,χ∈Z′

I0[u, χ, t]. (1.13)

Очевидно, что

i(t) = min
Q∈[0,1]

G(Q, t) = G(Q̂(t), t). (1.14)

Положим

imin = min{G(0, t), G(1, t)} =

{

(t− t∗) + a−c
2
−, t 6 t∗

a−c
2
−, t > t∗.

(1.15)

Тогда

i(t) = imin(t), t 6∈ (t−, t+), i(t) < imin(t), t ∈ (t−, t+). (1.16)

(2). Принцип наполняющейся ванны [3], 1.14. Введём множества

Z
′′ = {χ( · ) ∈ L∞(0, l) : 0 6 χ(x) 6 1 почти всюду на (0, l)},

Z
′′
Q = {χ(.) ∈ Z

′′ :
1

l

l
∫

0

χ(x) dx = Q ∈ [0, 1]}.
(1.17)

При фиксированном Q для функционала

τ [χ] =
1

l

l
∫

0

τ(x)χ(x) dx, χ ∈ Z
′′
Q (1.18)

рассмотрим вариационную задачу

τ [χ̃] = inf
χ∈Z

′′

Q

τ [χ], χ̃ ∈ Z
′′
Q. (1.19)

Утверждается, что при выполнении условий (1.3), (1.4) задача (1.19)
однозначно разрешима, её решение χ̃ ∈ Z

′ и совпадает с характери-
стической функцией множества Eσ с единственным σ = σ(Q), опре-
деляемым равенством |Eσ(Q)| = lQ. Благодаря (1.4) функция σ(Q)



138 В. Г. ОСМОЛОВСКИЙ

непрерывна и строго монотонно возрастает. Очевидно, что

τ [χ̃] =
1

l

∫

Eσ(Q)

τ(x) dx, τ [χ̃] < 0,

Q ∈ (0, 1), τ [χ̃] = 0, Q = 0, Q = 1.

(1.20)

3. Формулировка результатов. Мы будем использовать введённые
в предыдущих разделах параграфа обозначения и предполагать вы-
полненными условия (1.2), (1.3), (1.4).

Теорема. (1). Для каждого t ∈ R задача (1.5) однозначно разрешима.

(2). Объёмная доля равновесной фазы

Q̂τ (t) =
1

l

l
∫

0

χ̂τ,t(x) dx (1.21)

непрерывно по t и монотонно убывает.

(3). Равновесная энергия

iτ (t) =
1

l
inf

u∈X,χ∈Z′

Iτ [u, χ, t] (1.22)

как функция аргумента t непрерывно дифференцируема, вогнута и

для неё справедливы соотношения

iτ (t) 6 i(t), |iτ (t)− i(t)| 6 l−1‖τ‖L1(0,l), i′τ (t) = Q̂τ (t). (1.23)

(4). Для функции Q̂τ (t) выполняются равенства

lim
t→∞

Q̂τ (t) = 0, lim
t→−∞

Q̂τ (t) = 1. (1.24)

(5). В случае конечности величин τ± существуют такие темпе-

ратуры t±τ (температуры фазовых переходов)

t− − τ+ 6 t−τ 6 t−, t+ 6 t+τ 6 t+ + τ−, (1.25)

что при t 6 t−τ единственным состоянием равновесия является пара

ûτ,t(x) ≡ 0, χ̂τ,t(x) ≡ 1, при t > t+τ — пара ûτ,t(x) ≡ 0, χ̂τ,t(x) ≡ 0, а

при t ∈ (t−τ , t
+
τ ) реализуется лишь двухфазовое состояние равновесия.
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4. Замечания. 1. Наличие удовлетворяющего условиям (1.3), (1.4)
неоднородного поля температур является стабилизирующим факто-
ром, обеспечивающим единственность решения задачи (1.5), чего нет
для задачи (1.8).

2. Для изотропных двухфазовых сред в многомерном случае есть
[4] аналог представления (1.6), что позволяет перенести утверждения
теоремы для этих сред на многомерный сферически симметричный
случай.

3. Аналогичная задача с другими граничными условиями была рас-
смотрена в [5].

§2. Доказательство теоремы

(1). Однозначная разрешимость задачи (1.5). Пользуясь представ-
лением (1.6) для функционала I0, запишем функционал (1.1) в виде

Iτ [u, χ, t] = Ĩτ [u, χ, t],

Ĩτ [u, χ, t] =

l
∫

0

(

a+χ(x)+a−(1−χ(x)
)(

u′(x)−α(Q)(χ(x)−Q)
)2

dx

+lG(Q, t) +

l
∫

0

τ(x)χ(x) dx.

(2.1)

Напомним, что первое равенство (2.1) гарантировано только для
функций χ ∈ Z

′.
Рассмотрим Ĩτ [u, χ, t] как самостоятельный функционал на более

широкой области определения u ∈ X, χ ∈ Z
′′ и сформулируем для него

вариационную задачу

Ĩτ [ûτ,t, χ̂τ,t, t] = inf
u∈X,χ∈Z′′

Ĩτ [u, χ, t], ûτ,t ∈ X, χ̂τ,t ∈ Z
′′. (2.2)

Очевидно, что (2.2) сводится к задаче
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Jτ [χ̂τ,t, t] = inf
χ∈Z′′

Jτ [χ, t], χ̂τ,t ∈ Z
′′,

Jτ [χ, t] = G(Q, t) +
1

l

l
∫

0

τ(x)χ(x) dx,

χ ∈ Z
′′, Q =

1

l

l
∫

0

χ(x) dx.

(2.3)

При её разрешимости функция ûτ,t однозначно восстанавливается с
помощью равенства

û′
τ,t(x) = α(Q̂τ (t))(χ̂τ,t(x)− Q̂τ (t)), Q̂τ (t) =

1

l

l
∫

0

χ̂τ,t(x) dx. (2.4)

Поскольку Z
′ ⊂ Z

′′ для доказательства однозначной разрешимости
(1.5) достаточно установить, что задача (2.3) однозначно разрешима,
а её решение χ̂τ,t принадлежит множеству Z

′.
Так как множество Z

′′ компактно относительно ∗-слабой сходимо-
сти, а функционал Jτ [., t] на нём ∗-слабо непрерывен, разрешимость
задачи (2.3) очевидна. Благодаря выпуклости множества Z

′′ необхо-
димое условие минимума записывается в виде вариационного нера-
венства

d

ds
Jτ [(1 − s)χ̂τ,t + sχ, t]|s=0 > 0 для всех χ ∈ Z

′′.

Вычисление его левой части приводит к соотношению

l
∫

0

(

g′(Q̂τ (t)) + (t− t∗) + τ(x)
)(

χ(x) − χ̂τ,t(x)
)

dx > 0, χ ∈ Z
′′. (2.5)

Для доказательства однозначной разрешимости (2.3) предваритель-

но установим однозначность функции Q̂τ (t). Пусть χ̂
(1)
τ,t , χ̂

(2)
τ,t — два ре-

шения задачи (2.3) с некоторым t. Запишем неравенство (2.5) для χ̂
(1)
τ,t

с χ = χ̂
(2)
τ,t и для χ̂

(2)
τ,t с χ = χ̂

(1)
τ,t . Сложение полученных результатов
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даёт
(

g′(Q̂(1)
τ (t))− g′(Q̂(2)

τ (t))
)(

Q̂(1)
τ (t)− Q̂(2)

τ (t)
)

6 0,

Q̂(1)
τ (t) =

1

l

l
∫

0

χ̂
(1)
τ,t (x) dx, Q̂(2)

τ (t) =
1

l

l
∫

0

χ̂
(2)
τ,t (x) dx.

Учитывая строгую выпуклость функции g(Q) и последнее неравен-

ство, приходим к совпадению величин Q̂
(1)
τ (t) и Q̂

(2)
τ (t).

Вернёмся к задаче (2.3). Поскольку

Jτ [χ̂τ,t, t] = inf
χ∈Z

′′

Q̂τ (t)

Jτ [χ, t] = G(Q̂τ (t)) + inf
χ∈Z

′′

Q̂τ (t)

1

l

l
∫

0

τ(x)χ(x) dx, (2.6)

множества решений задач (2.3) и

τ [χ̂τ,t] = inf
χ∈Z

′′

Q̂τ (t)

τ [χ], χ̂τ,t ∈ Z
′′

Q̂τ (t)
(2.7)

совпадают. Поэтому задача (2.3) однозначно разрешима и её решение
χ̂τ,t ∈ Z

′.

(2). Монотонность и непрерывность функции Q̂τ (.). Пусть χ̂τ,t1 ,
χ̂τ,t2 — решения задачи (2.3) с t = t1 и t = t2. Запишем неравенство
(2.5) для t = t1 с χ = χ̂τ,t2 и t = t2 с χ = χ̂τ,t1 . Сложение полученных
соотношений даёт
(

g′(Q̂τ (t2))− g′(Q̂τ (t1))
)(

Q̂τ (t2)− Q̂τ (t1)
)

6 (t1 − t2)
(

Q̂τ (t2)− Q̂τ (t1)
)

.

Тогда в силу (1.7)

(

Q̂τ (t2)− Q̂τ (t1)
)2

6
(max{a+, a−})

3

2[ac]2a+a−
(t1 − t2)

(

Q̂τ (t2)− Q̂τ (t1)
)

. (2.8)

Из (2.8) вытекает монотонное убывание функции Q̂τ (.) и справедли-
вость оценки

|Q̂τ (t2)− Q̂τ (t1)| 6
(max{a+, a−})

3

2[ac]2a+a−
|t2 − t1|, (2.9)

влекущей за собой непрерывность этой функции.

(3). Свойства равновесной энергии iτ (t). Поскольку для каждого t

задачи (1.5) и (2.2) однозначно разрешимы и их решения совпадают,
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имеем

iτ (t) = inf
u∈X,χ∈Z′

l−1Iτ [u, χ, t] = inf
u∈X,χ∈Z′′

l−1Ĩτ [u, χ, t]

= inf
Q∈[0,1]

inf
χ∈Z

′′

Q

(

(t− t∗)Q+ a−c
2
− + g(Q) + τ [χ]

)

= inf
Q∈[0,1]

(

(t− t∗)Q+ a−c
2
− + g(Q) + T (Q)

)

, T (Q) = inf
χ∈Z

′′

Q

τ [χ].

(2.10)

Так как T (Q) 6 0 для всех Q ∈ [0, 1], получаем первое неравенство
(1.23)

iτ (t) 6 inf
Q∈[0,1]

(

(t− t∗)Q+ a−c
2
− + g(Q)

)

= i(t).

Так как |T (Q)| 6 l−1‖τ‖L1(0,l), из неравенств

(t− t∗)Q+ a−c
2
− + g(Q)− l−1‖τ‖L1(0,l)

6 (t− t∗)Q + a−c
2
− + g(Q) + T (Q)

6 (t− t∗)Q + a−c
2
− + g(Q) + l−1‖τ‖L1(0,l)

вытекает вторая оценка (1.23). В частности, функция iτ (.) локально
ограничена. В силу (2.10) равновесная энергия iτ (.) является инфиму-
мом по параметру Q ∈ [0, 1] семейства линейных функций. Поэтому
она вогнута.

Из вогнутости и локальной ограниченности функции iτ ( · ) следует
существование такого множества L ⊂ R, что R\L не более чем счётно,
и iτ ( · ) имеет конечную классическую производную i′τ (t) для каждого
t ∈ L. При t ∈ R \ L у функции iτ ( · ) существуют односторонние
производные i′τ (t− 0) > i′τ (t+ 0). Кроме того

lim
tn∈L,
tn>t,
tn→t

i′τ (tn) = i′τ (t+ 0), lim
tn∈L,
tn<t,
tn→t

i′τ (tn) = i′τ (t− 0) при t ∈ R \ L,

lim
tn∈L,
tn→t

i′τ (tn) = i′τ (t) при t ∈ L,

(2.11)
Очевидно, что равенство L = R эквивалентно непрерывной дифферен-
цируемости функции iτ ( · ). Доказательство этих свойств содержится,
например, в [6].
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Заметим, что для всех t, t0 ∈ R

liτ (t) 6 Iτ [ûτ,t0 , χ̂τ,t0 , t]

= Iτ [ûτ,t0 , χ̂τ,t0 , t0] + (t− t0)

l
∫

0

χ̂τ,t0 dx

= liτ (t0) + l(t− t0)Q̂τ (t0).

Таким образом, iτ (t)− iτ (t0) 6 (t− t0)Q̂(t0). Следовательно,

iτ (t)− iτ (t0)

t− t0
6 Q̂τ (t0), t > t0,

iτ (t)− iτ (t0)

t− t0
> Q̂τ (t0), t < t0.

Тогда i′τ (t0 + 0) 6 Q̂τ (t0), i
′
τ (t0 − 0) > Q̂τ (t0) для всех t0 ∈ R. Поэтому

i′τ (t0) = Q̂τ (t0) для каждого t0 ∈ L.

Пусть L 6= R и t0 ∈ R \ L. В силу непрерывности функции Q̂τ ( · ) и
(2.11)

Q̂τ (t0) = lim
tn∈L,
tn>t0,
tn→t0

i′τ (tn) = i′τ (t0 + 0),

Q̂τ (t0) = lim
tn∈L,
tn<t0,
tn→t0

i′τ (tn) = i′τ (t0 − 0).

Поэтому существует производная i′τ (t0) = Q̂τ (t0), что противоречит
предположению L 6= R. Таким образом, функция iτ ( · ) непрерывно

дифференцируема и i′τ (t) = Q̂τ (t) для всех t ∈ R.

(4). Предельные соотношения для функции Q̂τ ( · ). Поскольку

iτ (t) = (t− t∗)Q̂τ (t) + a−c
2
− + g(Q̂τ (t)) + T (Q̂τ(t)),

|T (Q̂τ (t))| 6 l−1‖τ‖L1(0,l),
(2.12)

выполняется равенство

(t− t∗)Q̂τ (t) + a−c
2
− − i(t) = (iτ (t)− i(t))− g(Q̂τ (t)) − T (Q̂τ(t)).

Учитывая (1.23), получаем

|(t− t∗)Q̂τ (t) + a−c
2
− − i(t)| 6 2l−1‖τ‖L1(0,l) +

[ac]2

4min{a+, a−}
.



144 В. Г. ОСМОЛОВСКИЙ

Так как i(t) = imin(t) при t 6∈ (t−, t+), с помощью (1.15) имеем

1− Q̂τ (t) 6
C

t∗ − t
, t 6 t−, Q̂τ (t) 6

C

t− t∗
, t > t+, 0 < C 6= C(t),

что приводит к справедливости (1.24).

(5). Температуры фазовых переходов t±τ . Пусть величина τ− конеч-

на. Учитывая (2.12) и очевидную оценку T (Q̂τ(t)) > −τ−Q̂τ (t), полу-
чаем

iτ (t) > (t− τ− − t∗)Q̂τ (t) + a−c
2
− + g(Q̂τ (t))

> inf
Q∈[0,1]

(

(t− τ− − t∗)Q+ a−c
2
− + g(Q)

)

= i(t− τ−).

Объединяя последнее неравенство с (1.23), имеем

i(t− τ−) 6 iτ (t) 6 i(t). (2.13)

Поскольку

i(t− τ−) = imin(t− τ−) = a−c
2
−, t > t+ + τ−,

i(t) = imin(t) = a−c
2
−, t > t+,

приходим к выводу, что функция iτ (t) постоянна при t > t+ + τ−. В
силу этого утверждения и (1.23)

Q̂τ (t) = 0 при t > t+ + τ−. (2.14)

Замены 1 − χ = χ̄, −τ = τ̄ , −t = t̄, F−(z) = F̄+(z), F+(z) = F̄−(z)
приводят к соотношению

χ(F+(u′) + t) + (1− χ)F−(u′) + τχ

= χ̄(F̄+(u′) + t̄) + (1− χ̄)F̄−(u′) + τ̄ χ̄− t̄− τ̄ .

Тогда

Iτ [u, χ, t] = Īτ̄ [u, χ̄, t̄]− t̄l,

Īτ̄ [u, χ̄, t̄] =

l
∫

0

{χ̄(F̄+(u′) + t̄) + (1− χ̄)F̄−(u′) + τ̄ χ̄} dx,

F̄±(z) = ā±(z − c̄±)
2, ā± = a∓, c̄± = c∓.

(2.15)
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Согласно определениям (1.4), (1.6)

−τ̄− = esinfx∈(0,l) τ̄ (x) = − essupx∈(0,l) τ(x) = −τ+,

t̄∗ = −[āc̄2] = [ac2] = −t∗, t̄+ = t̄∗ +
[āc̄]2

ā+
= −t∗ +

[ac]2

a−
= −t−.

(2.16)

Пусть пара ûτ,t, χ̂τ,t минимизирует функционал Iτ [u, χ, t]. Благода-
ря (2.15) пара uτ̄ ,t̄ = ût,τ , χ̄τ̄ ,t̄ = 1 − χ̂τ,t минимизирует функционал
Īτ̄ [u, χ̄, t̄]. Применяя утверждение (2.14) к функционалу Īτ̄ [u, χ̄, t̄], в
случае конечности τ̄− получаем

Q̄τ̄ (t̄) = 0, t̄ > t̄+ + τ̄−, Q̄τ̄ (t̄) =
1

l

l
∫

0

χ̄τ̄ ,t̄(x) dx = 1− Q̂(t).

Учитывая (2.16) приходим к выводу, что

Q̂τ (t) = 1 при t 6 t− − τ+. (2.17)

В силу (1.16), (1.23) справедливо неравенство

iτ (t) < imin(t) при t ∈ (t−, t+). (2.18)

Поскольку для однофазовых состояний равновесия ûτ,t, χ̂τ,t выполня-

ются равенства g(Q̂τ (t)) = T (Q̂τ (t)) = 0, из (2.12) при реализации для
некоторого t однофазового состояния равновесия получаем

iτ (t) = (t−t∗)Q̂τ (t)+a−c
2
− = min

Q=0,Q=1
{(t−t∗)Q+a−c

2
−} = imin(t). (2.19)

Сравнение (2.18) с (2.19) даёт

0 < Q̂τ (t) < 1 при t ∈ (t−, t+). (2.20)

Из непрерывности монотонно убывающей функции Q̂τ (.) и соотно-
шений (2.14), (2.17), (2.20) следует существование таких чисел t±τ , что

t−τ ∈ [t− − τ+, t−], t+τ ∈ [t+, t+ + τ−],

Q̂τ (t) = 1, t 6 t−τ ; Q̂τ (t) ∈ (0, 1), t ∈ (t−τ , t
+
τ ); Q̂τ (t) = 0, t > t+τ .

(2.21)
�
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