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§1. Введение. Постановка задачи

В работе изучается первая краевая задач для уравнения теплопро-
водности с переменными коэффициентами при рассогласовании на-
чальных и краевых данных.

При рассмотрении задачи в классическом пространстве Гёльдера
требуется выполнение условий согласования заданных функций на
границе области в начальный момент времени, которые обеспечат не-
прерывность решения, всех его допустимых производных и ограни-
ченность констант Гёльдера в замыкании области. Если физический
процесс протекает непрерывно, то при любом времени t0, которое мы
положим за начальное, все необходимые условия согласования будут
выполнены. Если же мы станем изучать задачу, описывающую про-
цесс с самого его начала или с момента разрыва заданных функций,
коэффициентов задачи, то условия согласования не будут выполнять-
ся, однако процесс будет протекать, и задача может иметь решение.

В. С. Белоносов ввёл в рассмотрение весовое пространство Гёльдера
с весом в виде степени t [1,2]. Исследование краевых задач в этом про-
странстве с использованием техники оценок решений модельных задач
позволяет освободиться от одного условия согласования, но не нулево-
го порядка. Краевые задачи в пространстве В. С. Белоносова изучали
В. А. Солонников и А. Г. Хачатрян, Г. И. Бижанова и другие [3–7].

Ключевые слова: параболическое уравнение, первая краевая задача, рассогла-
сование начальных и краевых данных, пространства Гёльдера, существование,
единственность, оценки решения.
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Г. Либерманом изучены краевые задачи в весовых пространствах
Гёльдера с параболическим весом (ρ2(x) + t)1/2, где ρ(x) – расстояние
от точки x области до её границы [8].

Задачи для параболических уравнений с рассогласование началь-
ных и граничных данных исследовали Y. Martel и Ph. Souplet [9], Г.
И. Бижанова [10–12], Г. И. Бижанова и М. Н. Шаймарданова [13]. В
работе [9] была рассмотрена первая краевая задача, в [10–12] – первая,
вторая краевые задачи и задача сопряжения, в [13] – задача с произ-
водной по времени в граничном условии. В работах [10, 12, 13] доказа-
но, что решение каждой из задач представимо в виде суммы гладкой
и сингулярных функций, которые были найдены в явном виде. Такие

задачи порождают весовые пространства с весом tνec
2
0

x2

t , ν > 0, здесь
x – расстояние от точки x до границы области x = 0.

В §2 настоящей работы приведены определения классического и ве-
совых пространств Гёльдера, даны условия согласования начальных и
граничных данных и определения интегралов вероятностей. Основной
результат сформулирован в §3, в §4, §5 изучены сингулярные решения
модельных задач и задачи (1.2)–(1.4), доказательство основной теоре-
мы дано в §6, в Приложении A изучены свойства решений модельных
задач.

Пусть D := (0,∞), DT := D × (0, T ), σT := (0, T ),

A(x, t, ∂x) := a(x, t)∂2
x + a1(x, t)∂x + a0(x, t), (1.1)

где c0 6 a(x, t) 6 c1 в DT , c0, c1 – положительные постоянные, ∂t =
∂/∂t, ∂x = ∂/∂x.

Требуется найти решение первой краевой задачи

∂tu−A(x, t, ∂x)u = f(x, t) в DT , (1.2)

u |t=0 = u0(x) в D, (1.3)

u |x=0 = ϕ(t), t ∈ σT (1.4)

с рассогласованием начальных и краевых данных.
В дальнейшем будем обозначать через C1, C2, . . . , положительные

постоянные, причём в каждом разделе их нумерация будет начинаться
с единицы.
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§2. Определения

2.1. Определения классического и весовых пространств Гёль-
дера. Задача (1.2)–(1.4) будет изучена в весовом пространстве Гёль-
дера.

Пусть α ∈ (0, 1), k = 0, 1, 2, . . . . Через C
k,k/2
x t (DT ) обозначим про-

странство Гёльдера функций u(x, t), имеющих норму [14]

| u |(k+α)
DT

=

k
∑

2m0+mj=0

| ∂m0
t ∂m

x u |DT

+
∑

2m0+m=k

(

[∂m0
t ∂m

x u]
(α)
x,DT

+ [∂m0
t ∂m

x u]
(α/2)
t,DT

)

+







∑

2m0+|m|=k−1

[∂m0
t ∂m

x u]
( 1+α

2 )

t,DT
, k > 1,

0, k = 0,

(2.1)

где | f |DT
= sup

(x,t)∈DT

| f |,

[f ]
(α)
x,DT

= sup
(x,t),(z,t)∈DT

| f(x, t)− f(z, t) |
| x− z |α ,

[f ]
(α)
t,DT

= sup
(x,t),(x,τ)∈DT

| f(x, t)− f(x, τ) |
| t− τ |α .

Пусть C
k+α

2 (σT ) есть банахово пространство функций v(t), имею-
щих норму

| v |(
k+α

2 )
σT

=

[k/2]
∑

m0=0

∣

∣

dm0v

d tm0

∣

∣

σT
+
[d[k/2]v

d t[k/2]

]( k+α
2 −[k/2])

σT

.

Пусть p = 0, 1, . . . , q = 1, 2, . . . , 1 + p 6 k, c20 – произвольное число.
Введём в рассмотрение весовые пространства Гёльдера Bk+α

p (DT )

и Bk+α
0,q (DT ) с весом

√
tec

2
0

x2

t , нормы функций u(x, t) в этих простран-
ствах определяются по формулам
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| ec20 x2

t ∂m0
t ∂m

x u |DT
+

k
∑

2m0+m=1+p

| t
2m0+m−p

2 ec
2
0

x2

t ∂m0
t ∂m

x u |DT

+
∑

2m0+m=k

(

[

t
k−p+α

2 ec
2
0

x2

t ∂m0
t ∂m

x u
]

(α)

x,DT
+
[

t
k−p+α

2 ec
2
0

x2

t ∂m0
t ∂m

x u
]

(α/2)

t,DT

)

∑

2m0+m=k−1

[

t
k−p
2 ec

2
0
x2

t ∂m0
t ∂m

x u
]

(1/2)

t,DT

)

(2.2)

и

| u |Bk+α
0,q (DT ) =

k
∑

2m0+m=0

| t
2m0+m+q

2 ec
2
0
x2

t ∂m0
t ∂m

x u |DT

+
∑

2m0+m=k

(

[

t
k+q+α

2 ec
2
0

x2

t ∂m0
t ∂m

x u
]

(α)

x,DT
+
[

t
k+q+α

2 ec
2
0

x2

t ∂m0
t ∂m

x u
]

(α/2)

t,DT

)

∑

2m0+m=k−1

[

t
k+q
2 ec

2
0
x2

t ∂m0
t ∂m

x u
]

(1/2)

t,DT
,

(2.3)

здесь при k = 0 последняя сумма отсутствует,

[t
k+α

2 ec
2
0
x2

t u]
(α)

x,DT
= sup

(x,t),(z,t)∈DT

t
k+α

2 ec
2
0
x2

t
|u(x, t)− u(z, t) |

| x− z |α ,

[t
k+α

2 ec
2
0

x2

t u]
(α)

t,DT
= sup

(x,t),(x,t1)∈DT

t
k+α

2 ec
2
0
x2

t
| u(x, t)− u(x, t1) |

| t− t1 |α .

Пусть δ0 > 0, t0 > 0, D = (0, ∞), Dδ0 = (0, δ0), D′
δ0

= (δ0, ∞),
Dt0,T := D × (t0, T ), Dδ0,T = Dδ0 × (0, T ), D′

δ0,T
= D′

δ0
× (0, T ).

Теорема 2.1. Пусть f1(x, t) ∈ Bk+α
p (DT ), f2(x, t) ∈ Bk+α

0,q (DT ),

α ∈ (0, 1).
Тогда

1. функции fj принадлежат пространству Гёльдера

C
k+α, k+α

2
x t (Dt0,T ), j = 1, 2, и удовлетворяют оценкам

|f1|(k+α)
Dt0,T

6 C1|f1|Bk+α
p (DT ), |f2|(k+α)

Dt0,T
6 C2|f1|Bk+α

0,q
(DT ); (2.4)
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2. функции fj принадлежат пространству Гёльдера

C
k+α, k+α

2
x t (Dδ0,T ), j = 1, 2, и удовлетворяют оценкам

|f1|(k+α)
D′

δ0,T
6 C3|f1|Bk+α

p (DT ), |f2|(k+α)
D′

δ0,T
6C4|f1|Bk+α

0,q (DT ). (2.5)

Доказательство. 1. Рассмотрим, для определённости, функцию
f2(x, t) и её полунорму из формулы (2.3)

| t
2m0+m+q

2 ec
2
0
x2

t ∂m0
t ∂m

x f2 |DT
=: N1,

отсюда получим

|∂m0
t ∂m

x f2| 6 N1
1

t
2m0+m+q

2

e−c20
x2+t−t

t

= N1e
c20
(x2 + t

t

)

2m0+m+q

2 e−c20
x2+t

t
1

(x2 + t)
2m0+m+q

2

.

Применим неравенство |ξ|βe−ξ2 6 Cβe
−ξ2/2, β > 0, тогда

|∂m0
t ∂m

x f2| 6
C5N1

(x2 + t)
2m0+m+q

2

6
C5N1

t
2m0+m+q

2
0

= C6N1. (2.6)

Точно так же оцениваются остальные полунормы рассматриваемых
функций fj , j = 1, 2, и устанавливаются гёльдеровы оценки (2.4) в
области Dt0,T := D × (t0, T ).
2. При x > δ0 мы усиливаем неравенство (2.6), положив x > δ0, t = 0,

|∂m0
t ∂m

x f2| 6
C5N1

(x2 + t)
2m0+m+q

2

6
C5N1

δ
2m0+m+q

2
0

= C7N2.

Аналогично предыдущему мы устанавливаем оценки (2.5) функций
fj, j = 1, 2, в области D′

δ0,T
:= D′

δ0
× (0, T ).

Найденные оценки доказывают теорему. �

Замечание 2.1. Из Теоремы 2.1 следует, что задачу (1.2)–(1.4) нахож-
дения решения в весовых пространствах достаточно изучить в малом
по времени.

2.2. Условия согласования начальных и граничных данных.
Определим условия согласования начальных и граничных данных за-
дачи (1.2)–(1.4). Они находятся из краевого условия с привлечением
начальных данных и уравнения.
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Условия согласования нулевого и первого порядков имеют вид

u0(x)|x=0 = ϕ(0), (2.7)

(A(x, t, ∂x)u0(x)|x=0,t=0 + f(0, 0) = ϕ′(t)|t=0. (2.8)

Пусть

A0 := ϕ(0)− u0(0), (2.9)

A1 := ϕ′(t)|t=0 −A(x, t, ∂x)u0(x)|x=0,t=0 − f(0, 0). (2.10)

Очевидно, при выполнении условий согласования (2.7), (2.8) A0 = 0,
A1 = 0.

Мы будем рассматривать случай рассогласования начальных и гра-
ничных данных, т.е.

A0 6= 0, A1 6= 0 (2.11)

2.3. Интегралы вероятностей. В дальнейшем нам понадобятся ин-
тегралы вероятностей inerfcz [15], они определяются по следующим
формулам:

i−1erfcz :=
2√
π
e−z2

, i0erfcz := erfcz =

∞
∫

z

i−1erfcζ dζ

=
2√
π

∞
∫

z

e−ζ2

dζ, i1erfcz := ierfcz,

inerfcz :=

∞
∫

z

in−1erfcζ dζ, n = 0, 1, 2, . . .

(2.12)

Для интегралов вероятностей выполняются соотношения [15]

Dzi
nerfcz = −in−1erfcz, n = 0, 1, 2, . . . , (Dz =

d

dz
); (2.13)

inerfc0 =
1

2nΓ(n/2 + 1)
, n = 0, 1, 2, . . . , (2.14)

inerfcz =
1

2n
in−2erfcz − z

n
in−1erfcz, n = 1, 2, . . . . (2.15)

где Γ(·) – гамма-функция Эйлера.
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Как видно из формул (2.12) и (2.14), интегралы вероятностей явля-
ются ограниченными функциями при z > 0

inerfcz 6 inerfc0, n = −1, 0, 1, . . . . (2.16)

§3. Основной результат

Определим области Dδ0,T = (0, δ0)× (0, T ), D′
δ0,T

= (δ0, ∞)× (0, T ),
δ0 > 0.

Теорема 3.1. Пусть коэффициенты a(x, t), a1(x, t), a0(x, t) операто-

ра A(x, t, ∂x) принадлежат пространству C
α,α/2
x t (DT ), α ∈ (0, 1).

Для любых функций u0(x) ∈ C2+α(D), f(x, t) ∈ Cα(DT ), ϕ(t) ∈
C1+α/2(σT ), не удовлетворяющих условиям согласования нулевого и

первого порядков, т.е. A0 6= 0, A1 6= 0, существуют δ0 > 0, T0 > 0
такие, что задача (1.2)–(1.4) имеет единственное решение u(x, t) =

v(x, t) + V0(x, t) + V1(x, t), где v(x, t) ∈ C
2+α,1+α/2
x t (Dt0), V0(x, t) ∈

B2+α
0 (Dδ0,T0), V1(x, t) ∈ B2+α

2 (Dδ0,T0), Vk(x, t) ∈ C
2+α,1+α/2
x t (D

′
δ0,T0

),
k = 0, 1, и выполняются оценки

|v|(2+α)
Dt0

6 C1

(

|u0|(2+α)
D + |f |(α)DT

+ |ϕ−A0 −A1t|(1+α/2)
σT

)

,

|V0|B2+α
0 (Dδ0,T0

) 6 C1|A0|, |V1|B2+α
2 (Dδ0,T0

) 6 C2|A1|,

|Vk|(2+α)
D′

δ0,T0

6 C3|Ak|, k = 0, 1.

Эта теорема доказывается в малом по времени на основании Теоре-
мы 2.1, пункт 1.

Следствие 3.1.1. Если выполнено условие согласования нулевого по-

рядка т.е. A0 = 0, то решение задачи (1.2)–(1.4) имеет вид u(x, t) =
v(x, t) + V1(x, t);
если выполнено условие согласования первого порядка, т.е. A1 = 0, то

u(x, t) = v(x, t) + V0(x, t).

Замечание 3.1. 1. Если рассматривать задачу (1.2)–(1.4) в области
(0, l) с рассогласованием начальных и граничных данных на границе
x = 0 и с согласованием заданных функций на границе x = l, то син-
гулярные решения V0(x, t), V1(x, t) не повлияют на решение задачи,
т.к. они при x > δ0 в силу Теоремы 2.1, пункт 2 становятся гладкими
функциями, равными нулю при t = 0.
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2. Если рассматривать задачу (1.2)–(1.4) в области (0, l) с рассогласо-
ванием начальных и граничных данных на границе x = l, то появят-
ся два сингулярных решения из тех же пространств, что и решения

V0(x, t), V1(x, t), только с весовой функцией
√
t ec

2
0

(l−x)2

t и аргументом

l− x вместо
√
t ec

2
0

x2

t и x.

§4. Сингулярные решения модельных задач

Рассмотрим две модельные задачи в DT := (0,∞)× (0, T )

∂tvk − ∂2
xvk = fk(x, t) в DT , (4.1)

vk|t=0 = 0 в D, vk|xn=0 = 0, t ∈ σT =: (0, T ), k = 0, 1, (4.2)

где a > 0 – постоянная.

Теорема 4.1. Пусть f0(x, t) ∈ Bα
0,2(DT ), f1(x, t) ∈ Bα

0 (DT ), α ∈ (0, 1).

Тогда v0(x, t)∈B2+α
0 (DT ), v1(x, t)∈B2+α

2 (DT ) и справедливы оценки

|v0|B2+α
0 (DT ) 6 C1|f0|Bα

0,2(DT ), (4.3)

|v1|B2+α
2 (DT ) 6 C2|f1|Bα

0 (DT ). (4.4)

Эта теорема лежит в основе доказательства Теоремы 5.1. Правые
части f0(x, t), f1(x, t) уравнений (4.1) принадлежат весовым простран-
ствам Гёльдера, в которых показатель c20 экспоненциальной весовой
функции определён в Приложении A: c20 = 1

16a , при доказательстве

теоремы мы получаем показатель c20 = 1
32a экспоненциальной весовой

функции пространств, которым принадлежат решения v0(x, t), v1(x, t)
задач (4.1), (4.2).

Приведём неравенства и табличные интегралы, которыми будем
пользоваться в дальнейшем.

Фундаментальное решение уравнения теплопроводности (4.1)

Γ(x, t) =
1

2
√
aπt

e−
x2

4at
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и его оценка

∂m0
t ∂m

x Γ(x, t) 6 C3
1

t
1+2m0+m

2

e−
x2

8at ; (4.5)

|ξ|βe−ξ2 6 Cβe
−ξ2/2, β > 0; (4.6)

∞
∫

−∞

e−
(x−y)2

4a(t−τ) e−
(y−z)2

4aτ dy =
2
√

aπτ(t − τ)√
t

e−
(x−z)2

4at ; (4.7)

t
∫

0

b

2
√

aπ(t− τ)3
e−

b2

4a(t−τ) =
2√
π

∞
∫

b

2
√

at

e−ξ2 dξ =: erfc
b

2
√
at

, (4.8)

где erfc b
2
√
at

6 1 при b > 0;

t
∫

0

a1
√

πτ(t − τ)3
e−

a2
1

t−τ e−
b21
τ dτ =

1√
t
e−

(a1+b1)2

t . (4.9)

Доказательство Теоремы 4.1. 1. Рассмотрим задачу (4.1), (4.2),
k = 0. Её решение имеет вид

v0(x, t)=

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

f0(y, t)
(

Γ(x− y, t− τ) − Γ(x+ y, t− τ)
)

dy. (4.10)

Норма функции f0(x, t) определяется формулой

|f0|B2+α
0,2 (DT ) = |t e x2

16at f0|DT
+ [t1+α/2 e

x2

16at f0]
(α)
x,DT

+ [t1+α/2 e
x2

16at f0]
(α/2)
t,DT

= M1 +M2 +M3.
(4.11)

Нам понадобятся оценки функции f0(x, t)

|f0(x, t)| 6 M1
1

t
e−

x2

16at , (4.12)

|f0(x, t)− f0(z, t)| 6 M2
1

t1+α/2
e−

x2

16at |x− z|α, (4.13)

|f0(x, t)− f0(x, t1)| 6 M3
1

t1+α/2
e−

x2

16at |t− t1|α/2. (4.14)
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Оценим функции v0(x, t), ∂xv0(x, t)

∂m
x v0(x, t) =

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

f0(y, τ)
(

∂m
x Γ(x− y, t− τ)− ∂m

x Γ(x+ y, t− τ)
)

dy,

m = 0, 1.
Воспользуемся формулой (4.5) и оценкой (4.12), учтём, что

e−
(x+y)2

4at 6 e−
(x−y)2

4at при x > 0, z > 0 (4.15)

и перейдём к интегрированию по y по области (−∞,∞), применяя
табличный интеграл (4.7), тогда

∂m
x v0(x, t)| 6 C4M1

∫ t

0

1

τ(t− τ)
1+m

2

dτ

∫ ∞

−∞
e−

y2

16aτ e−
(x−y)2

16a(t−τ dy

6 C5M1
1√
t
e−

x2

16at

∫ t

0

1√
τ (t− τ)m/2

dτ 6 C6M1
1

tm/2
e−

x2

32at ,

отсюда получим

|e x2

32at v0|DT
+ |

√
te

x2

32at ∂xv0|DT
6 C6M1. (4.16)

В дальнейшем при оценках некоторых потенциалов появится коэф-
фициент 1

32a в показателе экспоненты весовой функции, поэтому мы
усиливаем неравенства, уменьшая коэффициент, чтобы получить еди-
ный коэффициент во всех оценках.

Представим вторую производную ∂2
xv0(x, t) в виде

∂2
xv0(x, t) =

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

(

f0(y, t)− f0(x, t)
)(

Γxx(x− y, t− τ)

− Γxx(x + y, t− τ)
)

dy +

t
∫

0

f0(x, t) dτ

∞
∫

0

(

− Γxy(·)− Γxy(·)
)

dy

(4.17)
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и оценим её, привлекая неравенства (4.12), (4.13), (4.6), и формулу
(4.8), тогда

|∂2
xv0(x, t)| 6 C7M2

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

|x− y|α
τ1+α/2(t− τ)3/2

e−
y2

16aτ e−
(x−y)2

16a(t−τ) dy

+ C8M1
1

t
e−

x2

16at

t
∫

0

x

(t− τ)3/2
e−

x2

16a(t−τ) dτ

6 C9M2
1√
t
e−

x2

32at

∫ t

0

1

τ
1+α
2 (t− τ)1−α/2

dτ + C10M1
1

t
e−

x2

32at

6 C11(M1 +M2)
1

t
e−

x2

32at .

Такой же оценке удовлетворяет производная ∂tv0(x, t) = a∂2
xv0(x, t) +

f0(x, t). Отсюда следует

|te x2

32at ∂2
xv0|DT

+ |te x2

32at ∂tv0|DT
6 C12(M1 +M2). (4.18)

Оценим константы Гёльдера. Производную ∂2
xv0(x, t) представим в

виде

∂2
xv0(x, t) =

(

t/2
∫

0

+

t
∫

t/2

)

dτ

∞
∫

0

f0(y, τ)

(

Γxx(x− y, t− τ)− Γxx(x+ y, t− τ)
)

dy =: p1(x, t) + p2(x, t).

(4.19)

Составим разность, положив z/2 6 x < z,

∆1 := p1(x, t)− p1(z, t) = −
z
∫

x

dξ

t/2
∫

0

dτ

∞
∫

0

f0(y, τ)

×
(

Γξξξ(ξ − y, t− τ)− Γξξξ(ξ + y, t− τ)
)

dy.
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Применим оценки (4.5), (4.12), (4.6), формулу (4.7), тогда

|∆1| 6 C13M1

z
∫

x

dξ

t/2
∫

0

dτ

τ(t − τ)2

∞
∫

−∞

e−
y2

16aτ

(

e−
(x−y)2

16a(t−τ) + e−
(x+y)2

16a(t−τ)
)

dy

= C14M1
1√
t

z
∫

x

dξ

t/2
∫

0

1√
τ (t− τ)3/2

e−
x2

16at dτ

6 C15M1
1

t1+α/2
e−

x2

32at

z
∫

x

1

ξ1−α

ξ1−α

t1/2−α/2
e−

ξ2

16at dξ,

отсюда будем иметь

|∆1| = |p1(x, t) − p1(z, t)| 6 C16M1
1

t1+α/2
e−

x2

32at |x− z|α. (4.20)

Рассмотрим потенциал p2(x, t), определяемый формулой (4.19).
Пусть r = z − x > 0, G(x, y; t) := Γ(x− y, t)− Γ(x+ y, t).

Сформируем разность ∆2 = p2(x, t)− p2(z, t)

∆2 =

t
∫

t/2

dτ

∫

|x−y|62r

(

f0(y, τ)− f0(x, τ)
)

Gxx(x, y; t) dy

−
t
∫

t/2

dτ

∫

|x−y|62r

(

f0(y, τ)− f0(z, τ)
)

Gzz(z, y; t) dy

+

t
∫

t/2

dτ

∫

|x−y|>2r

(

f0(y, τ)− f0(x, τ)
)(

Gxx(x, y; t)−Gzz(z, y; t)
)

dy

−
t
∫

t/2

dτ

∫

|x−y|>2r

(

f0(x, τ) − f0(z, τ)
)

Gzz(z, y; t) dy =:

4
∑

i=1

Ji. (4.21)

и оценим каждый интеграл, пользуясь соотношениями (4.5), (4.13),
(4.6), (4.15). Итак, имеем

|J1| 6 C16M2

t
∫

t/2

dτ

τ1+α/2(t− τ)3/2

∫

|x−y|62r

|x− y|αe− y2

16aτ e−
(x−y)2

16a(t−τ) dy.
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Применим табличный интеграл (4.9) и перейдём к переменной ин-
тегрирования ρ = |x− y|, тогда

|J1| 6 C17M2
1

t
1+α
2

e−
x2

16aτ

2r
∫

0

ρα−1 dρ

6 C18M2
1

t1+α/2
e−

x2

32at |x− z|α.

(4.22)

Интеграл J2 в формуле (4.21) оценивается точно так же, как ин-
теграл J1, только при переходе к переменной ρ = |z − y| область
интегрирования |x − y| 6 2r заменится на область ρ = |z − y| =
|(z − x) + (x− y)| 6 3r.

Рассмотрим интеграл J3 в формуле (4.21). Преобразуем в интеграле
плотность f0(y, τ) − f0(x, τ) = f0(y, τ) − f0(x + λr, τ) + f0(x + λr, τ) −
f0(x, τ), где λ– произвольное число из сегмента [0, 1], которое будет
определено ниже, и оценим её

|f0(y, τ)− f0(x, τ)| 6 M2
|x− y + λr|α

τ1+α/2
e−

(x+λr)2

16aτ +M2
λαrα

τ1+α/2
e−

x2

16aτ

6 M2
|x− y + λr|α

τ1+α/2
e−

(x+λr)2

16aτ +M2
rα

τ1+α/2
e−

x2

16aτ . (4.23)

Представим интеграл J3 в виде

J3 =

t
∫

t/2

dτ

∫

|x−y|>2r

(

f0(y, τ)− f0(x+ λr, τ)
)(

Gxx(x, y; t− τ)

−Gzz(z, y; t− τ)
)

dy +

t
∫

t/2

(

f0(x+ λr, τ) − f0(x, τ)
)

dτ

×
∫

|x−y|>2r

(

Gxx(x, y; t− τ)−Gzz(z, y; t− τ)
)

dy =: J3,1 + J3,2. (4.24)
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В интеграле J3,1 преобразуем разность ядер Gxx − Gzz , учитывая,
что x < z,

Gxx(x− y, t− τ)−Gzz(z − y, t− τ) =
(

Γxx(x− y, t− τ)

− Γzz(z − y, t− τ)
)

−
(

Γxx(x+ y, t− τ)− Γzz(z + y, t− τ)
)

= −(z − x)

1
∫

0

(

Γxxx(x− y + λr, ·)− Γxxx(x + y + λr, ·)
)

dλ, r = z − x,

и оценим её

∣

∣Gxx(x− y, ·)−Gzz(z − y, ·)
∣

∣

6 C19(z − x)
1

(t− τ)2

1
∫

0

(

e−
(x−y+λr)2

16a(t−τ) + e−
(x+y+λr)2

8a(t−τ)
)

6 C20(z − x)
1

(t− τ)2

1
∫

0

e−
(x−y+λr)2

16a(t−τ) dλ,

(4.25)

здесь мы применили неравенство (4.5) и учли, что x > 0, y > 0, z > x.
В интеграле J3,1 используем оценки разности плотностей (4.23) и

разности ядер Gxx(x − y, t− τ)−Gzz(z − y, t− τ) (4.25), тогда

|J3,1| =
∣

∣

t
∫

t/2

dτ

∫

|x−y|>2r

(

f0(y, τ)−f0(x + λr, τ)
)(

Gxx(x, y; t− τ)

−Gzz(z, y; t− τ)
)

dy
∣

∣ 6 C21M2r

1
∫

0

dλ

t
∫

t/2

1

τ1+α/2
e−

x2

16aτ dτ

∫

|x−y|>2r

|x− y + λr|α
(t− τ)2

e−
(x−y+λr)2

16a(t−τ) dy.

Перейдём к переменной интегрирования ρ = |x− y+ λr| по области
ρ = |x− y + λr| > 2r, применим соотношения (4.6) и (4.8), тогда
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|J3,1| 6 C22 M2 r
1

t1+α/2
e−

x2

16at

∞
∫

2r

ρα−2 dρ

t
∫

0

ρ
√

(t− τ)3
ρ√
t− τ

e−
ρ2

16a(t−τ) dρ 6 C23 M2 r
1

t1+α/2
e−

x2

16at

∞
∫

2r

ρα−2erfc
ρ

4
√
at

dρ

6 C24 M2
1

t1+α/2
e−

x2

16at rα, r = z − x,

(4.26)

т.к. 0 6erfc ξ 6 1 при ξ > 0.
Потенциал J3,2 проинтегрируем по y, учитывая, что на границе |x−

y| = 2 r области |x − y| > 2 r y = x + 2r и y = x − 2r, тогда после
интегрирования по y показатели экспонент примут значения

e−
(x−y)2

4at

∣

∣

y=x±2r
= e−

r2

at , e−
(x+y)2

4at

∣

∣

y=x+2r
= e−

(x+r)2

at ,

e−
(x+y)2

4at

∣

∣

y=x−2r
= e−

(2x−z)2

at , e−
(z−y)2

4at

∣

∣

y=x+2r
= e−

r2

4at ,

e−
(z−y)2

4at

∣

∣

y=x−2r
= e−

9r2

4at , e−
(z+y)2

4at

∣

∣

y=x+2r
= e−

(3z−)2

4at ,

e−
(z+y)2

4at

∣

∣

y=x−2r
= e−

(3x−z)2

4at ,

Мы предположили, что z/2 6 x < z, поэтому все показатели экс-
понент отличны от нуля, обозначим их, для удобства, через b2i ,
i = 1, . . . , 8.

Оценим интеграл J3,2, пользуясь неравенством (4.23) разности плот-
ностей, и учитывая, что λ ∈ [0, 1],

J3,2 6 C25 M2
rα

t1+α/2
e−

x2

16at

8
∑

i=1

t
∫

t/2

bi
√

(t− τ)3
e−

b2i
4a(t−τ) dτ

6 C26 M2
1

t1+α/2
e−

x2

32at (z − x)α,

(4.27)

здесь интеграл оценивается функцией erfc bi
2
√
at

6 1 при b > 0 согласно

формуле (4.8).
Интеграл J4 в формуле (4.21) оценивается точно так же, как J3,2, и

для него справедлива оценка (4.27).
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Собирая установленные оценки (4.20), (4.22), (4.26), (4.27), мы по-
лучим

[t1+α/2 e
x2

32at ∂2
xxv0]

(α)
x,DT

+ [t1+α/2 e
x2

32at ∂tv0]
(α)
x,DT

6 C27 M2. (4.28)

Оценим константу Гёльдера по t производной

∂2
xv0(x, t) =

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

(

f0(y, τ) − f0(x, t)
)

Gxx(x, y; t− τ) dy

+ f0(x, t)

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

Gxx(x, y; t− τ) dy,

здесь Gxx(x, y; t− τ) = Γxx(x− y, t− τ) − Γxx(x+ y, t− τ).
Составим её разность, положив t1/2 6 t < t1,

∆7 := ∂2
xv0(x, t)− ∂2

xv0(x, t1)

= −
t
∫

t1

dτ

∞
∫

0

(

f0(y, τ)− f0(x, t)
)

Gxx(x, y; t1 − τ) dy

+

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

(

f0(y, τ) dy − f0(x, t1)
)(

Gxx(x, y; t− τ) dy

−Gxx(x, y; t1 − τ)
)

dy +
(

f0(x, t)

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

Gxx(x, y; t− τ) dy

− f0(x, t1)

t1
∫

0

dτ

∞
∫

0

Gxx(x, y; t1 − τ) dy
)

=
7
∑

i=5

Ji.

(4.29)

При оценке потенциалов будем использовать формулы (4.5), (4.13),
(4.14), (4.6)

Рассмотрим интеграл J5

|J5| 6 C28(M2 +M3)

t1
∫

t

dτ

τ1+α/2(t1 − τ)3/2

∞
∫

0

(

|x− y|α + (t1 − τ)α/2
)

× e−
y2

16aτ e
− (x−y)2

16a(t1τ) dy.
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Проинтегрируем по y, используя формулу (4.7), тогда

|J5| 6 C29(M2 +M3)
1

t1+α/2
e
− x2

16at1

t1
∫

t

dτ

(t1 − τ)1−α/2

6 C30(M2 +M3)
1

t1+α/2
e−

x2

32at (t1 − t)α/2.

(4.30)

Разность ядер в потенциале J6 запишем в виде

Gxx(·; t− τ)−Gxx(·; t1 − τ) =

1
∫

0

Gxxλ(·; t− τ + λ(t1 − t)) dλ

= (t1 − t)

1
∫

0

Gxxt(x, y; t− τ + λ(t1 − t)) dλ

и оценим интеграл J6

|J6| 6 C31(M2 +M3)(t1 − t)

1
∫

0

dλ

t
∫

0

× dτ

τ1+α/2(t− τ + λ(t1 − t))5/2−α/2

∞
∫

0

e−
y2

16aτ e
− (x−y)2

16a(t−τ+λ(t1−t)) dy

6 C32(M2 +M3)(t1 − t)

1
∫

0

dλ
√

t+ λ(t1 − t)

×
∫ t

0

dτ

τ1/2+α/2(t− τ + λ(t1 − t))2−α/2
e
− x2

16a(t+λ(t1−t)) dy

6 C33(M2 +M3)(t1 − t)
1√
t
e−

x2

32at

1
∫

0

dλ

( t/2
∫

0

+

t
∫

t/2

)

× dτ

τ1/2+α/2(t− τ + λ(t1 − t))2−α/2
.

(4.31)
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Разобъём интеграл по τ по областям (0, t/2) и (t/2, t). Рассмотрим
первый интеграл

J6,1 :=

1
∫

0

dλ

t/2
∫

0

dτ

τ1/2+α/2(t− τ + λ(t1 − t))2−α/2

6
1

(t1 − t)1−α/2

1
∫

0

dλ

λ1−α/2

t/2
∫

0

dτ

τ1/2+α/2(t− τ)

6 C34
1

(t1 − t)1−α/2

1

t1/2+α/2
.

Далее,

J6,2 :=

t
∫

t/2

dτ

1
∫

0

dλ

τ1/2+α/2(t− τ + λ(t1 − t))2−α/2

6 C35
1

t1/2+α/2(t1 − t)

t
∫

0

( 1

(t− τ)1−α/2
− 1

(t1 − τ)1−α/2

)

dτ

6 C36
1

t1/2+α/2(t1 − t)

(

(t1 − t)α/2)− (t
α/2
1 − tα/2)

)

,

здесь (t1 − t)α/2 > (t
α/2
1 − tα/2), 0 < α < 1, t1 > t, и, следовательно,

J6,2 6 C37
1

t1/2+α/2(t1 − t)1−α/2
.

Применим найденные оценки интегралов J6,1, J6,2 в неравенст-
ве (4.31)

|J6| 6 C38(M2 +M3)
1

t1+α/2
e−

x2

32at (t1 − t)α/2. (4.32)

И наконец, рассмотрим разность потенциалов J7. Вычислим инте-
грал, используя формулу (4.8),

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

Gxx(x, y; t− τ) dy =

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

(

− Γxy(x − y, t− τ)
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− Γxy(x+ y, t− τ)
)

dy = 2

t
∫

0

Γx(x, t− τ) dτ

= −2

t
∫

0

x

a
√

aπ(t− τ)3
e−

x2

4a(t−τ) dτ = − 4

a
√
π

∞
∫

x

2
√

at

eξ
2

dξ = −2

a
erfc

x

2
√
at

,

тогда

J7 = −2

a

(

f0(x, t)erfc
x

2
√
at

− f0(x, t1)erfc
x

2
√
at1

)

= −2

a

(

f0(x, t)− f0(x, t1)
)

erfc
x

2
√
at

− f0(x, t1)
(

erfc
x

2
√
at

− erfc
x

2
√
at1

)

.

Оценив разность

|erfc x

2
√
at

− erfc
x

2
√
at1

| = 1

a
√
π

t1
∫

t

x

τ3/2
e

x2

4aτ dτ

6 C39

t1
∫

t

1

τ1−α/2+α/2
dτ 6 C40

1

tα/2
(t1 − t)α/2,

мы получим

|J7| 6 C41(M1 +M3)
1

t1+α/2
e−

x2

32at (t1 − t)α/2.(t1 − t)α/2. (4.33)

В силу оценок (4.30), (4.32), (4.33) интегралов J5, J6, J7 будем иметь

|∂2
xv0(x, t)− ∂2

xv0(x, t1)|

6 C42(M1 +M2 +M3)
1

t1+α/2
e−

x2

32at (t1 − t)α/2, (4.34)

где M1 +M2 +M3 = |f0|Bα
0,2(DT ). Такой же оценке удовлетворяет про-

изводная ∂tv0(x, t) = a∂2
xv0(x, t) + f0(x, t). Отсюда получим

[

t1+α/2e
x2

32at ∂2
xv0

](α/2)

t,DT

+
[

t1+α/2e
x2

32at ∂tv0

](α/2)

t,DT

6 C43|f0|Bα
0,2(DT ). (4.35)

Мы представили решение задачи (4.1), (4.2) в виде (4.10). Составим
разность производных ∂xv0(x, t), положив t1/2 6 t < t1,

∂xv0(x, t)− ∂xv0(x, t1)
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= −
t
∫

t1

dτ

∞
∫

0

(

f0(y, τ)− f0(x, τ)
)

Gx(x, y; t1 − τ) dy

+

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

(

f0(y, τ)− f0(x, τ)
)(

Gx(·; t− τ)−Gx(·; t1 − τ)
)

dy (4.36)

+

t
∫

0

f0(x, τ) dτ

∞
∫

0

(

Gx(·; t− τ) −Gx(·; t1 − τ)
)

dy

−
t1
∫

t

f0(x, τ) dτ

∞
∫

0

Gx(·; t1 − τ) dy
)

=
11
∑

i=8

Ji.

Интегралы J8, J9 оцениваются так же, как интегралы J5, J6 с той
лишь разницей, что в формуле (4.36) содержится Gx, а в (4.29) – Gxx.
Учитывая это, получим

|J8|+ |J9| 6 C44(M2 +M3)
1

t1+α/2
e−

x2

32at (t1 − t)
1+α
2

6 C45(M2 +M3)
1

t
e−

x2

32at (t1 − t)1/2.

(4.37)

Далее,

|J10| 6 C45M1

∣

∣

t
∫

0

f0(x, τ)dτ

t1
∫

t

dτ1

∞
∫

0

Gxτ1(x, y; τ1 − τ) dy
∣

∣

6 C46M1

t1
∫

t

dτ1

∫ t

0

dτ

τ(τ1 − τ)2

∞
∫

0

e−
y2

16aτ e
− (x−y)2

16a(τ1−τ) dy.

(4.38)

Увеличим область интегрирования в интеграле по y до (−∞,∞) и
применим формулу (4.7), затем разобьём интеграл по τ на два:
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t
∫

0

=
t/2
∫

0

+
t
∫

t/2

, т.к. мы получили в интеграле функции с неинтегрируе-

мыми особенностями, тогда

|J10| 6 C48M1e
− x2

16at1

( t1
∫

t

dτ1√
τ1(τ1 − t/2)3/2

t/2
∫

0

dτ√
τ

+
1√
t

t1
∫

t

dτ1√
τ1

t
∫

t/2

dτ

(τ1 − τ)3/2

)

6 C49M1e
− x2

32at
1

t
(t1 − t)1/2.

(4.39)

Рассмотрим потенциал J11. Принимая во внимание соотношение
Gx(x, y; ·) = −Γy(x− y, ·)− Γy(x+ y, ·), проинтегрируем по y, тогда

J11 6 C50M1

t1
∫

t

1

τ (t1 − τ)1/2
dτ 6 C51 M1

1

t
e−

x2

32at (t1 − t)1/2. (4.40)

Итак, для разности ∂xv0(x, t) − ∂xv0(x, t1), определяемой форму-
лой (4.36), на основании оценок (4.37), (4.38), (4.40) будем иметь

|∂xv0(x, t)− ∂xv0(x, t1)| 6 C52(M2 +M3)
1

t
e−

x2

32at (t1 − t)1/2,

отсюда будет следовать

[te
x2

32at ∂xv0]
(1/2)
t,DT

6 C52(M2 +M3). (4.41)

Собрав оценки (4.16), (4.18), (4.28), (4.41), мы получим требуемую
оценку

|v1|B2+α
0,2 (DT ) 6 C1|f0|Bα

0,2(DT ).

2. Рассмотрим задачу (4.1), (4.2) при k = 1. Распишем норму функ-
ции f1(x, t)

|f1|Bα
0 (DT ) = |e x2

16at f1|DT
+ [tα/2 e

x2

16at f1]
(α)
x,DT

+ [tα/2 e
x2

16at f1]
(α/2)
t,DT

= M4 +M5 +M6,
(4.42)



60 Г. И. БИЖАНОВА

отсюда найдём оценки

|f1(x, t)| 6 M4e
− x2

16at ,

|f1(x, t)− f1(z, t)| 6 M5
1

tα/2
e−

x2

16at |x− z|α,

|f1(x, t)− f1(x, t1)| 6 M6
1

tα/2
e−

x2

16at |t− t1|α/2.

(4.43)

Решение задачи (4.1), (4.2) при k = 1 имеет вид

v1(x, t) =

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

f1(y, t)
(

Γ(x− y, t− τ) − Γ(x+ y, t− τ)
)

dy. (4.44)

Оценим функции ∂m
x v1, m = 0, 1,

|∂m
x v1(x, t)| =

∣

∣

∣

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

f1(y, t) ∂
m
x G(x, y; t− τ) dy

∣

∣

∣

6 C53 M4 e
− x2

16at .

(4.45)

Производную ∂2
xv1(x, t) представим в виде (4.17) c f1 вместо f0 и

оценим её так же, приняв во внимание, что в интегралах вместо весо-
вых функций τ−1 и τ−1−α/2 будут τ0 и τ−α/2 согласно определениям
норм функций f0 и f1, в результате получим

|∂m
x v1(x, t)| 6 C54(M4 +M5)e

− x2

32at . (4.46)

Аналогично выкладкам в пункте 1 установим оценки

|∂2
xv1(x, t)− ∂2

zv1(z, t)| 6 C55(M4 +M5)
1

tα/2
e−

x2

32at |x− z|α, (4.47)

|∂2
xv1(x, t) − ∂2

xv1(x, t1)| 6 C56(M4 +M5)
1

tα/2
e−

x2

32at |t− t1|α/2. (4.48)

Такие же оценки мы получим для производной ∂tv1 = a∂2
xv1(x, t) +

f1(x, t).
На основании неравенств (4.47), (4.48) получим

[tα/2e
x2

32at v1xx]
(α)
x,DT

+ [tα/2e
x2

32at v1t]
(α)
x,DT

6 C57(M4 +M5), (4.49)

[tα/2e
x2

32at v1xx]
(α/2)
t,DT

+ [tα/2e
x2

32at v1t]
(α/2)
t,DT

6 C58(M4 +M5). (4.50)
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При оценке разности ∂xv1(x, t)− ∂xv1(x, t1) мы воспользуемся фор-
мулой (4.36), записав в интегралах вместо весовых функций τ−1 и
τ−1−α/2 функции τ0 и τ−α/2, тогда найдём

|∂xv1(x, t) − ∂xv1(x, t1)| 6 C59(M5 +M6)e
− x2

32at (t1 − t)1/2,

отсюда будет следовать

[e
x2

32at ∂xv1]
(1/2)
t,DT

6 C60(M5 +M6). (4.51)

Собрав оценки (4.46), (4.49), (4.50), (4.51), будем иметь

|v1|B2+α
2 (DT ) 6 C2|f1|Bα

0 (DT )

с коэффициентом в показателе экспоненты весовой функции c20 = 1
32a .
�

§5. Сингулярные решения задачи (1.2)–(1.4)

Пусть Dδ0,T = (0, δ0)× (0, T ), D′
δ0,T

= (δ0,∞)× (0, T ).

Рассмотрим две задачи с неизвестными функциями V0(x, t), V1(x, t)

∂tVk −A(x, t, ∂x)Vk = 0 в DT , (5.1)

Vk |t=0= 0 в D, (5.2)

Vk |x=0= Ak t
k, t ∈ σT , k = 0, 1, (5.3)

где оператор A(x, t, ∂x) определён по формуле (1.1), а постоянные Ak,
не равные нулю, заданы формулами (2.9), (2.10).

В задаче (5.1)–(5.3) при k = 0 не выполнено условие согласования
нулевого порядка: 0 6= A0 и выполнено условие согласования первого
порядка.

В задаче (5.1)–(5.3) при k = 1 выполнено условие согласования ну-
левого порядка и не выполнено условие согласования первого порядка:
0 6= A1.

Теорема 5.1. Пусть коэффициенты a(x, t), a1(x, t), a0(x, t) опера-

тора A(x, t, ∂x) принадлежат пространству Cα,α/2(DT ), α ∈ (0, 1),
A0 6= 0, A1 6= 0.

Тогда найдутся δ0 > 0, T0 > 0 такие, что каждая из задач (5.1)–
(5.3) имеет единственное решение V0(x, t) ∈ B2+α

0 (Dδ0,T0), V1(x, t) ∈
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B2+α
2 (Dδ0,T0), Vk(x, t) ∈ C

2+α,1+α/2
x t (D′

δ0,T0
), k = 0, 1, и выполняются

оценки

|V0|B2+α
0 (Dδ0,T0

) 6 C1|A0|, (5.4)

|V1|B2+α
2 (Dδ0,T0

) 6 C2|A1|, (5.5)

|Vk|(2+α)
D′

δ0,T0

6 C3|Ak|, k = 0, 1. (5.6)

Доказательство. В задачах (5.1)–(5.3) произведём замену

Vk = wk(x, t) +Wk(x, t), k = 0, 1, (5.7)

где функции w1(x, t), w2(x, t) являются решениями задач (A.1)–(A.3)
для однородного уравнения теплопроводности (A.1) с коэффициентом
a = a(0, 0) и удовлетворяют условиям (5.2), (5.3). Согласно Теореме A.1
w0(x, t) ∈ B 2+α

0 (DT ), w1(x, t) ∈ B 2+α
2 (DT ) с коэффициентом c20 = 1

16a
в показателе экспоненты весовой функции, и для них выполняются
оценки (A.6), (A.7). При x > δ0 согласно Следствию A.1.1 wk(x, t) ∈
C

2+α,1+α/2
x t (D′

δ0,T0
), k = 0, 1.

Тогда для функций Wk(x, t) мы получим задачи

∂tWk − a(0, 0)∂2
xWk = F1,k(x, t;Wk) + F2,k(x, t;wk) в DT , (5.8)

Vk |t=0 = 0 в D, (5.9)

Vk |x=0 = 0, t ∈ σT , k = 0, 1, (5.10)

где

F1,k(x, t;Wk) =
(

a(x, t)−a(0, 0)
)

∂2
xWk+a1(x, t)∂xWk+a0(x, t)Wk, (5.11)

F2,k(x, t;wk) =
(

a(x, t)− a(0, 0)
)

∂2
xwk + ∂xwk + a0(x, t)wk. (5.12)

Функции F2,0(x, t;wk) и F2,1(x, t;wk) принадлежит пространствам
B α

0,2(DT ) и B α
0 (DT ) соответственно и подчиняется оценкам

|F2,0|Bα
0,2(DT ) 6 C4|A0|, |F2,1|Bα

0 (DT ) 6 C5|A1| (5.13)

согласно Теореме A.1.
Применим Теорему 4.1 для задачи (5.8) – (5.10). Для этого оценим

функции F1,0 и F1,1.

1. Рассмотрим функцию F1,0. По определению

|F1,0|B α
0,2(DT ) = |te x2

32atF1,0|DT

+ [t1+α/2e
x2

32atF1,0]
(α)
x,DT

+ [t1+α/2e
x2

32atF1,0]
(α/2)
t,DT

,
(5.14)
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где коэффициент c20 = 1
32a в показателе экспоненты весовой функции

был определён в Теореме 4.1. Оценим норму первого слагаемого N1 :=
|(a(x, t)− a(0, 0))W0xx|B α

0,2(DT ) функции (5.11).

Применим неравенство

|a(x, t)− a(0, 0)| 6 C6(x
α + tα/2), (5.15)

тогда слагаемые, составляющие норму N1, оценятся выражением

I1 = C7(x
α + tα/2)

(

t1+α/2e
x2

32at
|W0xx(x, t)−W0zz(z, t)|

|x− z|α

+ t1+α/2e
x2

32at
|W0xx(x, t) −W0xx(x, t1)|

|t− t1|α/2
+ |te x2

32atW0xx|
)

.

Перейдём к супремуму по области Dt в слагаемых с производной
W0xx, умноженной на весовые функции, и мы получим

N1 6 C8(x
α + tα/2)

(

|te x2

32atW0xx|Dt

+ [t1+α/2e
x2

32at W0xx]
(α)
x,Dt

+ [t1+α/2e
x2

32atW0xx]
(α/2)
t,Dt

)

. (5.16)

Оценим норму второго слагаемого в (5.11) N2= |a1(x, t)W0x|B α
0,2(DT ),

для этого рассмотрим выражение

I2 = C9t
1+α
2 |

√
te

x2

32at W0x|+ t1+α/2e
x2

32at
|W0x(x, t)−W0z(z, t)|

|x− z|α

+ t1+α/2e
x2

32at
|W0x(x, t) −W0x(x, t1)|

|t− t1|α/2
.

Учитывая, что производная W0x дифференцируема по x, будем
иметь

( |W0x(x, t) −W0z(z, t)|
|x− z|

)α
∣

∣W0x(x, t)−W0z(z, t)
∣

∣

1−α

6 2|W0xx|α|W 1−α
0x | 6 2

(

γε|W0xx|+ (1− γ)ε−
α

1−α |W0x|
)

,

здесь мы применили неравенство Юнга a b 6 γεa + (1 − γε−
α

1−α b,
где a, b, γ, ε – произвольные положительные числа. Положим γ =
1/2, ε = 1, тогда

|W0x(x, t)−W0z(z, t)|
|x− z|α 6 |W0xx|+ |W0x| (5.17)
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и

N2 6 C10

(

t
1+α
2 |t1/2e x2

32at W0x|Dt
+ tα/2|te x2

32at W0xx|Dt

+ t1/2[te
x2

32at W0x]
(1/2)
t,Dt

)

. (5.18)

Оценим норму N3 = |a1W0|B α
0,2(DT ). Для этого воспользуемся неравен-

ством (5.17)

|W0x(x, t)−W0z(z, t)|
|x− z|α +

|W0x(x, t)−W0x(x, t1)|
|t− t1|α/2

6 |W0x|+ |W0t|+4|W0|,

и мы получим

N3 6 C11

(

t1+α/2|e x2

32atW0|Dt

+ t
1+α
2 |t1/2e x2

32atW0x|Dt
+ tα/2|te x2

32atW0t|Dt

)

. (5.19)

Собирая оценки (5.16), (5.18) и (5.19), мы получим оценку нор-
мы (5.14) функции F1,0

|F1,0|B α
0,2(DT ) 6 µ0(x, t)

∣

∣W0

∣

∣

B 2+α
0 (DT )

, (5.20)

µ0(x, t) = C12

(

xα + tα/2 + t1/2 + t
1+α
2 + t1+α/2

)

. (5.21)

2. Рассмотрим функцию F1,1(x, t;W1), её норма в пространстве Bα
0 (DT )

имеет вид

|F1,1|B α
0 (DT ) = |e x2

32atF1,1|DT

+ [tα/2e
x2

32atF1,1]
(α)
x,DT

+ [tα/2e
x2

32at F1,0]
(α/2)
t,DT

.
(5.22)

Оценим N4 = |(a(x, t)−a(0, 0))W1xx|B α
0 (DT ) так же, как норму (5.14).

Применим неравенства (5.15) и следующее:

tα/2e
x2

32at |W1xx| 6 tα/2e
x2

32at |W1xx(x, t)−W1xx(x, 0)|

6 tα/2[tα/2e
x2

32atW1xx]
(α/2)
t,Dt

,

где W1xx(x, 0) = 0 в силу начального условия (5.9), тогда

N4 6 C13

(

xα + tα/2
)

(

∣

∣e
x2

32at W1xx

∣

∣

Dt
+
[

tα/2e
x2

32atW1xx

](α)

x,Dt

)

+ C14t
α/2
[

tα/2e
x2

32atW1xx

](α/2)

t,Dt
.

(5.23)
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Далее, при оценке нормы N5 = |(a1W1x|B α
0 (DT ) воспользуемся нера-

венствами (5.17) и следующими:

e
x2

32at

∣

∣W1x(x, t)
∣

∣ = e
x2

32at t1/2
∣

∣W1x(x, t)−W1x(x, 0)
∣

∣

t1/2
6 t1/2

[

e
x2

32atW1x

]1/2

t,Dt
,

tα/2e
x2

32at

∣

∣W1x(x, t)−W1x(x, t1)
∣

∣

|t− t1|α/2
6 t1/2

[

e
x2

32atW1x

](1/2)

t,Dt

тогда получим

N5 6 C15

(

tα/2
∣

∣e
x2

32atW1x

∣

∣

t,Dt
+ t1/2

[

e
x2

32at W1x

](1/2)

t,Dt

)

. (5.24)

И наконец, рассмотрим норму N6 = |(a0W1|B α
0 (DT ). Применим фор-

мулу (5.17) и неравенство

e
x2

32at

∣

∣W1(x, t) −W1(x, 0)
∣

∣ 6

t
∫

0

∣

∣e
x2

32aτ

∣

∣W1τ (x, τ) dτ
∣

∣ 6 te
x2

32at

∣

∣W1t

∣

∣,

т.к. W (x, 0) = 0, тогда

N6 6 C16

(

(tα/2 + t)
∣

∣e
x2

32atW1t

∣

∣

Dt

+ tα/2
∣

∣e
x2

32at W1x

∣

∣

Dt
+ tα/2

∣

∣e
x2

32atW1

∣

∣

Dt

)

. (5.25)

На основании оценок (5.23), (5.24), (5.25) будем иметь
∣

∣F1,1

∣

∣

B α
0 (DT )

6 µ0(x, t)
∣

∣W1

∣

∣

B 2+α
2 (DT )

, (5.26)

µ1(x, t) = C17

(

xα + tα/2 + t1/2 + t
)

. (5.27)

3. Обратимся к задачам (5.8) – (5.10), они является задачами (4.1),
(4.2), для которых установлена Теорема 4.1 и оценки (4.3), (4.4) их
решений. Применим Теорему 4.1 к задачам (5.8) – (5.10)

∣

∣W0

∣

∣

B2+α
0 (DT )

6 C18

∣

∣F1,0

∣

∣

Bα
0,2(DT )

+
∣

∣F2,0

∣

∣

Bα
0,2(DT )

, (5.28)
∣

∣W1

∣

∣

B2+α
2 (DT )

6 C19

∣

∣F1,1

∣

∣

Bα
0 (DT )

+
∣

∣F2,1

∣

∣

Bα
0 (DT )

. (5.29)

Для функций F1,k, k = 0, 1, были получены оценки (5.20), (5.26)
∣

∣F1,0

∣

∣

B α
0,2(DT )

6 µ0(x, t)
∣

∣W0

∣

∣

B 2+α
0 (DT )

,
∣

∣F1,1

∣

∣

B α
0 (DT )

6 µ0(x, t)
∣

∣W1

∣

∣

B 2+α
2 (DT )

,
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где µ0(x, t) = C12

(

xα + tα/2 + t1/2 + t
1+α
2 + t1+α/2

)

, µ1(x, t) = C17

(

xα +

tα/2 + t1/2 + t
)

.
Подберём T0 и δ0 такими, чтобы выполнялись неравенства

µk(x, t) 6 q, q ∈ (0, 1), k = 0, 1. (5.30)

Найденные оценки позволяют применить метод, изложенный в [14],
глава IV.

Покроем область (0,∞) счётным множеством интервалов Bκ,δ(ξκ),
Bκ,2δ(ξk) длинами δ и 2δ и с центрами в точках ξκ. Пронумеруем ин-
тервалы таким образом, что при κ ∈ N1 интервалы Bκ,δ(ξk) содержат
границу области x = 0 и при κ ∈ N2 интервалы целиком содержатся
в области (0,∞). Перейдя к локальным координатам, в случае κ ∈ N1

мы получим задачи вида (5.8) – (5.10) и при κ ∈ N2 – задачу Коши
для уравнения (5.8).

В результате мы устанавливаем существование и единственность ре-
шений задач (5.8) – (5.10) таких, что W0(x, t) ∈ B2+α

0 (Dδ0,T0), W1(x, t) ∈
B2+α

2 (Dδ0,T0), Wk(x, t) ∈ C
2+α,1+α/2
x t (D′

δ0,T0
), k = 0, 1, и находим оцен-

ки

|W0|B2+α
0 (Dδ0,T0

) 6 C20|F2,0|Bα
0,2(DT ) 6 C21|A0|, (5.31)

|W1|B2+α
2 (Dδ0,T0

) 6 C22|F2,1|Bα
0 (DT ) 6 C23|A1|, (5.32)

|Wk|(2+α)
D′

δ0,T0

6 C24|F2,1|Bα
0 (DT ) 6 C25|Ak|, k = 0, 1. (5.33)

Вспоминая замену (5.31): Vk = wk(x, t) + Wk(x, t), k = 0, 1, в за-
дачах (5.1)–(5.3), где функции wk(x, t) определены в Теореме A.1, мы
получим Теорему 5.1. �

§6. Доказательство Теоремы 3.1.

Рассмотрим задачу (1.1)–(1.4) с неизвестной функцией u(x, t).
В Теореме 5.1 были построены сингулярные решения Vk(x, t),

k = 0, 1, задачи (1.1)–(1.4) с условиями на границе области Vk |x=0=
Ak t

k, t ∈ σT , k = 0, 1, где

A0 := ϕ(0)− u0(0),

A1 := ϕ′(t)|t=0 −A(x, t, ∂x)u0(x)|x=0,t=0 − f(0, 0)
)

.

В задаче (1.1)–(1.4) произведём замену неизвестной функции

u(x, t) = v(x, t) + V1(x, t) + V2(x, t),
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тогда для функции v(x, t) мы получим задачу

∂tv −A(x, t, ∂x)v = f(x, t) в DT , (6.1)

v |t=0 = u0(x) в D, (6.2)

v |x=0 = ϕ(t) −A0 −A1t, t ∈ σT . (6.3)

Условия согласования в этой задаче имеют вид

u0(0) = ϕ(0)−A0 ≡ ϕ(0)− (ϕ(0) − u0(0));
(

A(x, t, ∂x)u0(x)
)

|x=0,t=0 + f(0, 0) = ϕ′(t)|t=0

−
(

ϕ′(t)|t=0 −A(x, t, ∂x)u0(x)|x=0,t=0 − f(0, 0)
)

,

и они выполнены. Но тогда при условиях Теоремы 3.1 задача (6.1)–

(6.3) имеет единственное решение [14] v(x, t) ∈ C
2+α,1+α/2
x t (Dt0), и для

него справедлива оценка
∣

∣v
∣

∣

(2+α)

Dt0

6 C1

(

∣

∣u0

∣

∣

(2+α)

D
+
∣

∣f
∣

∣

(α)

DT
+
∣

∣ϕ−A0 −A1t
∣

∣

(1+α/2)

σT

)

. �

Приложение A.

Рассмотрим две модельные задачи в DT := (0,∞)× (0, T )

∂twk − ∂2
xwk = 0 в DT , (A.1)

wk|t=0 = 0 в D, (A.2)

wk|xn=0 = Akt
k, t ∈ σT =: (0, T ), k = 0, 1, (A.3)

где a > 0, A1, A2 – постоянные.
В [10] были построены решения задач (A.1)–(A.3) в виде

w0(x, t) = A0erfc
x

2
√
at

(A.4)

w1(x, t) = A1
1

i2erfc0
t i2erfc

x

2
√
at

, i2erfc0 = 1/2, (A.5)

где интегралы вероятностей erfcz, i2erfcz определены по форму-
лам (2.12).

Теорема A.1. Пусть α ∈ (0, 1), A0 6= 0, A1 6= 0.
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Тогда w0(x, t) ∈ B2+α
0 (DT ), w1(x, t) ∈ B2+α

2 (DT ) и справедливы оцен-

ки

|w0|B2+α
0 (DT ) 6 C1|A0|, (A.6)

|w1|B2+α
2 (DT ) 6 C2|A1|. (A.7)

Следствие A.1.1. При x > δ0, δ0 > 0, wk(x, t) ∈ C
2+α,1+α/2
x t (D

′
δ0,T ),

где D′
δ0,T

= (δ0,∞)× (0, T ).

Теорема А.1 и Следствие A.1.1 используются при доказательстве
Теоремы 5.1.

Доказательство Теоремы А.1. Рассмотрим функцию w0(x, t). Она
ограничена, но разрывна в точке x = 0, t = 0 и удовлетворяет оценке

|w0| 6 C3e
− x2

16at |A0|, (A.8)

т.к. erfc x
2
√
at

6 C3e
− x2

8at , и мы уменьшили показатель экспоненты в

оценке с тем, чтобы он был одинаковым во всех последующих оценках.
С помощью формул (2.12), (2.13) найдём производные

∂xw0(x, t) = −A0
1√
aπt

e−
x2

4at , (A.9)

∂2
xw0(x, t) =

1

a
∂tw0(x, t) = A0

x

2a
√
aπt3

e−
x2

4at . (A.10)

Оценим их модули, при оценке старших производных применим нера-
венство (4.6), тогда получим

|∂xw0| 6 C4
1√
t
e−

x2

16at |A0|,

|∂2
xw0| =

1

a
|∂tw0| 6 C5

1

t
e−

x2

16at |A0|.
(A.11)

Оценим константы Гёльдера производных (A.10).
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Рассмотрим разность производной ∂2
xw0(x, t) по t, положив, для

определённости, t1/2 6 t < t1. При её оценке применим неравен-
ство (4.6), тогда

|∆1| = |∂2
xw0(x, t)− ∂2

xw0(x, t1)|

=
∣

∣A0

t1
∫

t

∂τ
( x

2a
√
aπτ3

e−
x2

4aτ

)

dτ
∣

∣ 6 C6|A0|
t1
∫

t

1

τ2
e−

x2

8at1 ,

отсюда получим

|∆1| 6 C7|A0|
1

t1+α/2
e−

x2

16at (t1 − t)α/2. (A.12)

Разность ∆2 = ∂xw0(x, t) − ∂xw0(x, t1) при t1/2 6 t < t1, где произ-
водная ∂xw0(x, t) определена формулой (A.9), оценится

|∆2| =
∣

∣A0
1√
aπ

t1
∫

t

∂τ
( 1√

τ
e−

x2

4aτ

)

dτ
∣

∣ 6 C8|A0|
1

t1+α/2
e−

x2

16at

t1
∫

t

1

τ
1−α
2

dτ,

отсюда получим две оценки для разности ∆2

|∂xw0(x, t)− ∂xw0(x, t1)| 6 C9|A0|
1

t1+α/2
e−

x2

16at |t− t1|
1+α
2

6 C9|A0|
1

t
e−

x2

16at |t− t1|1/2.
(A.13)

Оценим разность ∆3 = ∂2
xw0(x, t) − ∂2

xw0(z, t) при x < z

|∆3| =
∣

∣

∣
A0

z
∫

x

∂ξ
( ξ

2a
√
aπt3

e−
ξ2

4at

)

dξ
∣

∣

∣

6 C7
1

t1+α/2
|A0|

z
∫

x

1

ξ1−α

ξ1−α

t
1−α
2

e−
ξ2

4at dξ.

Воспользовавшись неравенством (4.6), будем иметь

|∆3| 6 C10|A0|
1

t1+α/2
e−

x2

16at (z − x)α. (A.14)

Для разностей

|∂tw0(x, t)− ∂tw0(x, t1)|, |∂tw0(x, t)− ∂tw0(z, t)|
производной ∂tw0(x, t) = a∂2

xw0(x, t) мы получим такие же оценки,
как (A.12), (A.14).
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Соберём оценки (A.8), (A.11), (A.12), (A.14)

|e x2

16atw0|+ |
√
t e

x2

16at ∂xw0|+
∑

2m0+m=2

t e
x2

16at |∂m0
t ∂m

x w0|

+
∑

2m0+m=2

t1+α/2e
x2

16at
|∂m0

t ∂m
x w0(x, t)− ∂t1∂

m
x w0(x, t1)|

|t− t1|α/2

+
∑

2m0+m=2

t1+α/2e
x2

16at
|∂m0

t ∂m
x w0(x, t)− ∂t∂

m
z w0(z, t)|

|x− z|α 6 C11|A0|.

Перейдём в этом неравенстве к супремуму в области DT , тогда по-
лучим требуемую оценку нормы

|w0|B2+α
0 (DT ) 6 C12|A0|.

2. Рассмотрим функцию w1(x, t) = A1
1
2 t i

2erfc x
2
√
at
. Пользуясь фор-

мулой (2.13) дифференцирования интегралов вероятностей и соотно-
шениями (2.14), (2.15), найдем производные

∂xw1 = −A1
2√
a

√
t ierfc

x

2
√
at

, ∂2
xw1 =

1

a
∂tw1 =

1√
a
erfc

x

2
√
at

.

В силу неравенств (2.13): inerfc z 6 inerfc0, inerfc 0 = 1
2nΓ(n/2+1) и

ierfcz 6 2e−z2/2ierfcz/2 мы получим
∑

2m0+m=2

|e x2

16at ∂m0
t ∂m

x w1| 6 C13|A1| (A.15)

Константы Гёльдера производных ∂2
xw1 = 1

a∂tw1 оцениваются точно

так же, как производных ∂2
xw0 = 1

a∂tw0.

Рассмотрим, например, разность ∆4 = ∂2
xw1(x, t) − ∂2

xw1(x, t1), по-
ложив t1/2 6 t < t1,

∣

∣∆4

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

A1
1√
a

t1
∫

t

∂τerfc
x

2
√
aτ

dτ

∣

∣

∣

∣

6 C14

∣

∣A1

∣

∣

t1
∫

t

x

τ3/2
e−

x2

4aτ dτ

6 C12

∣

∣A1

∣

∣

1

tα/2
e−

x2

8at1

t1
∫

t

dτ

τ1−α/2
6 C15

∣

∣A1

∣

∣

1

tα/2
e−

x2

16at (t1 − t)α/2

и

[tα/2e
x2

16at ∂2
xw1]

α/2
t,DT

6 C16|A1|.
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Для разности ∂xw1(x, t)−∂xw1(x, t1) мы установим оценки, как (A.7)

|∂xw1(x, t) − ∂xw1(x, t1)| 6 C17|A1|
1

tα/2
e−

x2

16at |t− t1|
1+α
2

6 C18|A1|e−
x2

16at |t− t1|1/2. (A.16)

Итак, мы установили, что функция w1(x, t) подчиняется оценке (A.7)
и принадлежит пространству B2+α

2 (DT ). �

Доказательство Следствия А.1.1. Функции w0(x, t) и w1(x, t)
удовлетворяют оценкам

[

t1+α/2e
x2

16atw0

]( 1+α
2 )

t,DT
6 C9

∣

∣A1

∣

∣,
[

tα/2e
x2

16atw1

]( 1+α
2 )

t,DT
6 C17

∣

∣A1

∣

∣,

которые обеспечат при x > δ0 принадлежность функций w0 и w1 про-

странству C
2+α,1+α/2
x t

(

D′
δ0,T

)

. �
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Bizhanova G. I. Investigation of the solvability of the first boundary –
value problem for the parabolic equation under the nonfulfillment of the
compatibility conditions of the initial and boundary data.

There is studied the first boundary – value problem for the parabolic
equation of second order under the nonfulfillment of the compatibility
conditions of the initial and boundary data. Existence, uniqueness, esti-
mates of the solution are established. It is proved that the solution of the
problem is the sum of the Hölder and singular functions that belong to the
weighted Hölder spaces.
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