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Введение

Пусть F – поле произвольной характеристики с алгебраическим за-
мыканием F . В дальнейшем в алгоритмах мы будем предполагать, что
F конечно порождено над его примитивным подполем, см. подробно-
сти ниже. Кроме того, мы предполагаем, что F содержит достаточно
много элементов (если оно конечно). Если char(F ) > 0, то положим
p = char(F ). Если char(F ) = 0, то положим p = 1.

Пусть f0, . . . , fk−1 ∈ F [X1, . . . , Xn] – многочлены с deg fi 6 d, где
d > 2 и k > 1 (в дальнейшем для краткости deg обозначает degX1,...,Xn

).
Мы будем считать, что все эти многочлены линейно независимы над
F (в частности, f0 6= 0). Положим V = Z(f0, . . . , fk−1) равным алгеб-
раическому многообразию всех общих нулей полиномов f0, . . . , fk−1 в
аффинном пространстве An(k) (мы будем использовать аналогичные
обозначения Z(. . .) также для других семейств многочленов).

В [1], см. также [2–4], мы описываем алгоритм для решения си-
стем полиномиальных уравнений. В этих статьях основным является
однородный случай, когда f0, . . . , fk−1 – однородные многочлены. Но
случай неоднородных fi легко сводится к однородному (с числом пе-
ременных на единицу больше).

Используя работу [1], можно решить систему однородных уравне-
ний f0 = . . . = fk−1 = 0 за время, полиномиальное от dn(c0+1), p и
длины записи входных данных, где c0 – размерность алгебраическо-
го многообразия V . На выходе алгоритма из [1] каждая неприводи-
мая компонента W многообразия V размерности dimW = n − s за-
даётся еë общей точкой и семейством полиномов g1, . . . , gN , таким, что
W = Z(g1, . . . , gN), deg gi 6 d2s, 1 6 n 6 N , и N ограничено сверху
полиномом от ds.

Ключевые слова: алгебраические многообразия, эффективные алгоритмы, за-
дающие уравнения, число уравнений.
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Однако уже давно было известно, что любое алгебраическое мно-
гообразие в An(k) может быть задано n + 1 уравнениями [8]. Хотя в
настоящее время конструкция этих уравнений стала естественной и
прозрачной, кажется, что до сих пор никто не дал явной оценки на
сложность построения этих n + 1 уравнений. Заметим, что степени
этих n+ 1 уравнений, определяющих алгебраическое многообразие V
(соответственно неприводимую компоненту W ), ограничены сверху d,
см. теорему 1 (соответственно d2s, см. следствие 1) ниже.

Может возникнуть вопрос, почему мы не использовали такие си-
стемы уравнений в [1]. Ответ прост: в общем случае мы не можем по-
строить эти системы уравнений, задающие неприводимые компоненты

многообразия V , за время, полиномиальное от dn
2

, p и длины записи
входных данных. Однако, см. следствие 1 (a), можно построить эти

n + 1 уравнений за время, полиномиальное от dn
3

, p и длины запи-
си входных данных, применяя несколько раз оригинальный алгоритм
из [1].

Только в случае нулевой характеристики основного поля, привле-
кая наши глубокие результаты о новой модели задания алгебраических
многообразий, см. [5], можно получить алгоритм для построения этих
n + 1 уравнений, определяющих алгебраическое многообразие V (со-
ответственно неприводимые компоненты многообразия V ), за время,

полиномиальное от dn (соответственно dn
2

) и длины записи входных
данных, см. теорему 1 (b) (соответственно следствие 1 (b)).

Далее, мы хотели бы рассмотреть проблему построения n урав-
нений, задающих алгебраическое многообразие V . Известно, что су-
ществуют n многочленов h1, . . . , hn ∈ F [X1, . . . , Xn], таких, что V =
Z(h1, . . . , hn), см. [9,10] и [11, гл. V, разд. 1]. Конструкция этих урав-
нений по существу одна и та же во всех этих работах. И всё же до сих
пор никто не получил явной оценки на степени этих n уравнений и
сложность алгоритма для их построения. Мы доказываем теорему 2,
см. ниже, где предлагаем алгоритм для построения h1, . . . , hn и полу-
чаем требуемые явные верхние оценки на степени этих многочленов и
сложность полученного алгоритма. Данные оценки дважды экспонен-
циальны от n, но, по-видимому, это неизбежно, по крайней мере при
рассматриваемом подходе.

В доказательствах теорем 1 и 2 ниже мы широко используем ал-
горитм для решения систем полиномиальных уравнений из [1]. К на-
стоящему времени мы значительно улучшили результаты из [1] и их
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изложение в [2–4] (имеется также третья часть работы [3, 4], но она
посвящена главным образом системам с параметрами). Сейчас можно
было бы ссылаться на эти статьи вместо [1] в том, что касается ре-
шения систем полиномиальных уравнений. Так что мы рекомендуем
статьи [2–4] заинтересованному читателю. Отметим, что конструкция
системы уравнений, задающей неприводимую компоненту, улучшена
в [3] (а также в [3] исправлена небольшая неточность из [1]).

Перейдём к точным формулировкам. Поле F конечно порождено
над полем H , где H есть Q или конечное поле Fp из p элементов, если
p > 1. Мы предполагаем, что F = H(T1, . . . , Tl)[η], элементы T1, . . . , Tl

алгебраически независимы над H и элемент η алгебраический сепара-
бельный над полем H(T1, . . . , Tl), причем задан минимальный много-
член ϕ ∈ H(T1, . . . , Tl)[Z] элемента η над полем H(T1, . . . , Tl).

Мы представляем многочлен в виде ϕ = 1/ϕ(2)
∑

06i6degZ ϕ

ϕ
(1)
i Zi, где

ϕ
(1)
i , ϕ(2) ∈ H̃ [T1, . . . , Tl], H̃ = Z, если char(F ) = 0, H̃ = H , если

char(F ) = p > 0, и GCD i{ϕ
(1)
i , ϕ(2)} = 1 в кольце H̃ [T1, . . . , Tl]. Каж-

дый элемент f ∈ F [X1, . . . , Xn] представляется в виде

f =
1

b

∑

06i6degZ ϕ,i1,...,in

ai,i1,...,inη
iX i1

1 · . . . ·X in
n ,

где ai,i1,...,in , b ∈ H̃ [T1, . . . , Tl] и GCD i,i1,...,in{ai,i1,...,in , b} = 1 в послед-
нем кольце. Положим

degT1,...,Tl
f = max{degT1,...,Tl

ai,i1,...,in , degT1,...,Tl
b}. (1)

Длина записи l(h) целого числа h ∈ Z есть его битовая длина. Дли-
на записи l(h) элемента h ∈ Fp равна [log2 p] + 1. Обозначим через

l(f) максимум длин записи коэффициентов из H (фактически из H̃)
при мономах от T1, . . . , Tl полиномов ai,i1,...,in , b. Аналогичным образом
определяются степени degT1,...,Tl,Z

ϕ и длины записи коэффициентов
l(ϕ). Мы будем предполагать, что при 0 6 i 6 k − 1

degT1,...,Tl,Z
ϕ < d1, degT1,...,Tl

fi < d2, degX1,...,Xn
fi 6 d,

l(ϕ) 6 M1, l(fi) 6 M2

для некоторых положительных целых чисел d > 2, d1, d2, M1, M2.
Мы хотели бы избежать зависимости от l оценок в формулировках

теорем ниже. Я думаю, что здесь (и почти во всех других моих ста-
тьях) эффективные конструкции и алгоритмы сами по себе являются
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более важными, чем оценки их сложности. Так что в дальнейшем для
простоты мы будем предполагать, что l является фиксированной кон-
стантой. Однако заинтересованный читатель может получить оценки,
зависящие от l, ср. [2].

В дальнейшем в этой статье мы используем обозначение P для по-
линома от одной переменной с целыми неотрицательными коэффици-
ентами. Если не оговорено противное, мы не предполагаем, что этот
полином является одним и тем же в разных местах текста статьи (даже
близко друг к другу).

При 0 6 i 6 n выберем конечное множество I(d, i) ⊂ F , такое,
что #I(d, i) = di + 1 и l(c) = O(1 + i log2 d) для всякого c ∈ I(d, i) с
абсолютной константой в O(. . .).

Рассмотрим случай, когда все многочлены f0, . . . , fk−1 являются од-

нородными относительно X1, . . . , Xn. Положим fi,j = fiX
d−deg fi
j . То-

гда, очевидно, V = Z(f0, . . . , fk−1) = Z({fi,j, 0 6 i 6 k−1, 1 6 j 6 n})
и все fi,j являются однородными многочленами степени d.

Теорема 1. Пусть f0, . . . , fk−1 – многочлены (соответственно одно-
родные многочлены одной и той же степени d), такие же, как и вы-
ше. Тогда можно построить элементы ci,j ∈ I(d, i−1), 1 6 i 6 n+1,
0 6 j 6 k − 1, удовлетворяющие следующим свойствам. Положим
gi =

∑
16j6k−1 ci,jfj, 1 6 i 6 n + 1. Пусть α – целое число, такое,

что 1 6 α 6 n + 1, и W – произвольная неприводимая компонен-
та алгебраического многообразия Z(g1, . . . , gα), которая не является
неприводимой компонентой многообразия V . Тогда dimW = n − α.
В частности, V = Z(g1, . . . , gn+1). Заметим, что deg gi 6 d (соот-
ветственно все ненулевые gi являются однородными многочленами
степени d).

(a) Время работы алгоритма для построения g1, . . . , gn+1 (и семей-
ства элементов {ci,j}, 1 6 i 6 n + 1, 0 6 j 6 k − 1) полиномиально

от dn
2

, d1, d2, M1, M2 и p.
(b) Более того, если основное поле F имеет характеристику нуль,

то можно предложить другой аналогичный алгоритм, но со време-
нем работы, полиномиальным от dn, d1, d2 и M1, M2.

Замечание 1. Фактически в утверждении теоремы 1 можно избежать
зависимости времени работы от p, используя алгоритм разложения
в объединение равноразмерностных компонент вместо неприводимых
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компонент, ср. [3, 4]. Но здесь мы оставляем подробности заинтересо-
ванному читателю.

Обозначим через Fpf =
⋃

α>0

F p−α

совершенное замыкание поля F .

Пусть V =
⋃
j∈J

Wj – разложение алгебраического многообразия V в

объединение неприводимых над полем Fpf компонент Wj , j ∈ J . Пред-
положим, что dimWj = n− sj .

Следствие 1. В условиях теоремы 1 можно построить для каждой
определённой и неприводимой над Fpf компоненты Wj многообразия
V многочлены (соответственно однородные многочлены)

gj,1, . . . , gj,n+1 ∈ F [X1, . . . , Xn],

такие, что Wj = Z(gj,1, . . . , gj,n+1) и

deg gj,i 6 d2sj , degT1,...,Tl
gj,i 6 d2P(d1d

sj ),

l(gj,i) 6 (M1 +M2 + d2 + n)P(d1d
sj ).

(a) Время работы алгоритма для построения всех многочленов gj,i
полиномиально от dn

3

, d1, d2, M1, M2 и p.
(b) Более того, если основное поле F имеет характеристику нуль,

то можно предложить другой аналогичный алгоритм, но со време-

нем работы, полиномиальным от dn
2

, d1, d2 и M1, M2.

Доказательство. Это немедленно вытекает из теоремы 1 и оценок
для степеней и длин записи коэффициентов уравнений, определяющих
компоненту Wj , из алгоритма для решения системы полиномиальных
уравнений, см. [1, 2]. Следствие доказано (по модулю теоремы 1). �

Обозначим через a идеал кольца F [X1, . . . , Xn], порождённый мно-
гочленами f0, . . . , fk−1.

Теорема 2. Предположим, что f0, . . . , fk−1 – произвольные много-
члены, такие же, как и выше (соответственно предположим, что
f0, . . . , fk−1 – однородные многочлены относительно X1, . . . , Xn, та-
кие же, как и выше, и дополнительно предположим, что прямая
Z(X1, . . . , Xn−1) содержится в V ). Тогда можно построить много-
члены
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h1, . . . , hn ∈ a (соответственно однородные многочлены h1, . . . , hn−1 ∈
a и hn = 0), такие, что V = Z(h1, . . . , hn) и при 1 6 i 6 n

deg hi 6 d2
ci

, degT1,...,Tl
hi 6 d2P(di1d

2ci),

l(hi) 6 (M1 +M2 + d2 + n)P(di1d
2ci)

для абсолютной константы c > 0 (эта константа может быть
вычислена явно).

Время работы алгоритма для построения многочленов h1, . . . , hn

полиномиально от d2
cn

, dn1 , d2, M1, M2 и p.

Замечание 2. Можно осуществить линейное преобразование коор-
динат X1, . . . , Xn. Следовательно, в утверждении теоремы 2 можно
заменить условие “Z(X1, . . . , Xn−1) ⊂ V ” на “существует прямая L,
определённая над полем F , такая, что {0} ⊂ L ⊂ V ”. Конечно, по-
следнее условие выполняется, если заменить поле F на его алгебраи-
ческое замыкание и V 6= {0}. Без этого условия вопрос о том, вер-
но ли, что для заданных однородных полиномов f0, . . . , fk−1 суще-
ствуют однородные полиномы h1, . . . , hn−1 ∈ F [X1, . . . , Xn], такие, что
V = Z(h1, . . . , hn−1), до сих пор является открытой проблемой. Эта
проблема сформулирована в [11, гл. V, с. 127].

§1. Доказательство теоремы 1

Используя алгоритм из [1], построим общую точку ξj каждой непри-
водимой компоненты Wj , j ∈ J , см. введение.

Теперь мы опишем рекурсивную конструкцию для нахождения мно-
гочленов g1, . . . , gn+1 ∈ F [X1, . . . , Xn]. Положим g1 = f0 (напомним,
что f0 6= 0). Предположим, что 1 6 i 6 n и g1, . . . , gi построены и
удовлетворяют следующим свойствам. Положим Vi = Z(g1, . . . , gi).
Тогда для всякого j ∈ J , такого, что dimWj > n − i, многообразие
Wj является неприводимой компонентой многообразия Vi. Если W –
определённая над Fpf компонента алгебраического многообразия Vi,
которая не является компонентой многообразия V , то dimW = n− i.
Очевидно, эти свойства выполняются для базы рекурсии i = 1.

Покажем, как построить многочлен gi+1. Пусть Vi =
⋃

j∈Ji

Wi,j яв-

ляется разложением алгебраического многообразия Vi в объединение
неприводимых над Fpf компонент Wi,j , j ∈ Ji.
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Опишем шаг рекурсии для утверждения (a). Для всякого j ∈ Ji, ис-
пользуя алгоритм из [1], построим общую точку ξi,j компоненты Wi,j .
Теперь Wi,j является неприводимой компонентой многообразия V в
том и только в том случае, если fu(ξi,j) = 0 при 0 6 u 6 k − 1. Поэто-
му мы можем построить подмножество J ′

i всех j ∈ Ji, таких, что Wi,j

не является неприводимой компонентой многообразия V .
По теореме Безу #J ′

i 6 di. Значит, можно построить элементы
ci+1,u ∈ I(d, i), такие, что

∑
06u6k−1

ci+1,ufu(ξi,j) 6= 0 для всех j ∈ J ′
i

(мы оставляем детали читателю). Положим gi+1 =
∑

06u6k−1 ci+1,ufu.

Рекурсивный шаг для утверждения (a) описан.
Опишем рекурсивный шаг для утверждения (b). Применяя алго-

ритм из [5], построим семейство точек ξγ ∈ An(F ), γ ∈ Γi, удовле-
творяющее следующему свойству: #Γi 6 di, и для всякого j ∈ Ji
существует индекс γj ∈ Γi, такой, что ξγj

∈ Wi,j и ξγj
– гладкая

точка алгебраического многообразия Vi (индекс γj определён неодно-
значно; фактически, согласно [5], имеется в точности degWi,j индексов
γ ∈ Γi, аналогичных γj). Теперь Wi,j является неприводимой компо-
нентой многообразия V в том и только в том случае, если fu(ξγj

) = 0
при 0 6 u 6 k − 1.

Обозначим через Γ′′
i подмножество всех индексов γ ∈ Γi, таких,

что fu(ξγ) = 0 при 0 6 u 6 k − 1. Положим Γ′
i = Γi \ Γ′′

i . Можно
построить элементы ci+1,u ∈ I(d, i), такие, что

∑
06u6k−1

ci+1,ufu(ξγj
) 6=

0 при j ∈ Γ′
i (здесь мы оставляем детали читателю). Положим gi+1 =∑

06u6k−1

ci+1,ufu. Рекурсивный шаг для утверждение (b) описан.

Таким образом, в конечном счёте мы построим требуемые многочле-
ны g1, . . . , gn+1. Оценка на время работы описанного алгоритма следу-
ет из [1] для утверждения (a) и из [5] для утверждения (b). Теорема
доказана. �

§2. Доказательство теоремы 2

Для всякого идеала b коммутативного кольца Λ обозначим через
N(b) нильрадикал идеала b. В дальнейшем в доказательстве “(соответ-
ственно . . .)” относится к случаю “(соответственно . . .)” из формули-
ровки теоремы 2. Также мы предполагаем без ограничения общности,
что n > 2.
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Сначала мы применим теорему 1 (a) и построим многочлены (соот-
ветственно однородные многочлены) g1, . . . , gn+1, такие, что

Z(f0, . . . , fk−1) = Z(g1, . . . , gn+1).

Заменяя f0, . . . , fk−1 на максимальное линейно независимое подсемей-
ство семейства g1, . . . , gn+1, мы будем считать, не умаляя общности,
что 1 6 k 6 n+ 1.

Пусть A(0) = F [X1, . . . , Xn], B
(0) = F [X1, . . . , Xn−1], A = A(0)⊗FFpf ,

B = B(0) ⊗F Fpf , и рассмотрим идеал a′ = a⊗F Fpf ⊂ A. Заметим, что
deg z = degX1,...,Xn−1

z для всякого полинома z из кольца B.

Мы опишем рекурсию, состоящую из n шагов (соответственно опи-
шем рекурсию, состоящую из n− 1 шагов, и положим hn = 0, un = 1).
На i-м шаге этой рекурсии, 1 6 i 6 n (соответственно 1 6 i 6 n−1), мы
построим многочлены (соответственно однородные многочлены) ui ∈
B(0) и hi ∈ A(0), удовлетворяющие следующим свойствам. Рассмотрим
алгебраическое многообразие Ei = Z(u1, . . . , ui) ⊂ An−1(F ) (здесь аф-
финное пространство An−1(F ) имеет координаты X1, . . . , Xn−1). Тогда
dimEi = n− 1− i. Далее,

uia ⊂ N(A(0)hi +A(0)u1 + . . .+A(0)ui−1) ⊂ A(0).

Мы увидим, что последнее равенство справедливо для i = n также в
случае “(соответственно . . .)”.

Если эти свойства выполняются при 1 6 i 6 n, то согласно [9, 10]
и [11, гл. V] мы имеем a = N(A(0)h1 + . . . + A(0)hn). После этого
для доказательства теоремы 2 остаётся только установить требуемые
оценки на степени и длины записи коэффициентов полиномов hi из
формулировки теоремы.

Предположим, что 1 6 i 6 n − 1 (соответственно 1 6 i 6 n − 2)
и многочлены (соответственно однородные многочлены) u1, . . . , ui−1 и
h1, . . . , hi−1, удовлетворяющие требуемым свойствам, построены. Опи-
шем i-й шаг рекурсии, т.е. построим ui и hi.

Используя алгоритм из [1] и [3, разд. 4], мы вычисляем разложение
алгебраического многообразия Ei−1 =

⋃
j∈Ii−1

Wj в объединение опре-

делённых и неприводимых над полем Fpf компонент Wj (чтобы избе-
жать двусмысленности в дальнейшем, мы предполагаем, что все ин-
дексы из Ii−1 не являются целыми числами). Для всякого j ∈ Ii−1 мы
имеем dimWj = n− i согласно рекурсивному предположению.
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Более того, при i > 1 мы строим линейно независимые над F линей-
ные многочлены (соответственно линейные формы) L1, . . . , Ln−i+1 ∈
F [X1, . . . , Xn], удовлетворяющие формулируемым ниже свойствам (i)
и (ii). Фактически это условия “общего положения” для линейных мно-
гочленов (соответственно линейных форм) L1, . . . , Ln−i.

(i) Морфизм Ei−1 → An−i(F ), (X1, . . . , Xn−1) 7→ (L1, . . . , Ln−i),
является конечным доминантным сепарабельным (это означа-
ет, что ограничение этого морфизма на каждую неприводимую
компоненту Wj , j ∈ Ii−1, является конечным доминантным се-
парабельным).

Для всякого j ∈ Ii−1 мы строим неприводимый многочлен

Φj ∈ Fpf [L1, . . . , Ln−i+1],

обращающийся в нуль тождественно на Wj и такой, что lcLn−i+1
Φj = 1

(этот многочлен однозначно определён).

(ii) Для всякого j ∈ Ii−1 имеем degLn−i
Φj = degL1,...,Ln−i+1

Φj =
degWj , и все многочлены Φj , j ∈ Ii−1, попарно различны и
сепарабельны относительно Ln−i.

Следовательно, для всякого j ∈ Ii−1 мы имеем общую точку

ξj : Fpf [Wj ] → Fpf(L1, . . . , Ln−i−1)[Ln−i+1]/(Φj)

алгебраического многообразия Wj . Мы строим все эти общие точки ξj ,
т.е. все элементы ξj(Xi), 1 6 i 6 n− 1, j ∈ Ii−1.

В дальнейшем, если не оговорено противное, мы предполагаем, что
i > 1. Существует линейный многочлен (соответственно линейная фор-
ма) L ∈ F [X1, . . . , Xn], такой, что dimWj ∩ Z(L) = −1 + dimWj для
всякого j ∈ Ii−1. Мы строим такой линейный многочлен (соответствен-
но такую линейную форму) L.

Обозначим через pj ⊂ B идеал (соответственно однородный иде-
ал) компоненты Wj . Для всякого многочлена z ∈ A обозначим через
z mod pj образ этого многочлена в кольце B/pj[Xn] при естествен-
ном гомоморфизме B[Xn] → B/pj[Xn] (мы будем использовать это
обозначение z mod pj также для элементов z из других колец много-
членов над B). Если z ∈ B, то, очевидно, z mod pj ∈ B/pj. Поло-
жим Kj равным полю частных кольца B/pj. Мы отождествляем Kj с
Fpf(L1, . . . , Ln−i)[Ln−i+1]/(Φj). Положим Φ = Φi−1 =

∏
j∈Ii−1

Φj . В даль-

нейшем удобно рассматриватьΦ и Φj как многочлены от L1, . . . , Ln−i+1.
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Обозначим через ∆j дискриминант многочлена Φj относительноLn−i+1

для всякого j ∈ Ii−1. Обозначим через ∆i−1 дискриминант многочле-
на Φi−1 относительно Ln−i+1. Для краткости положим ∆ = ∆i−1. За-
метим, что ∆ 6∈

⋃
j∈Ii−1

pj . Также L 6∈
⋃

j∈Ii−1

pj . Хорошо известно, что

deg∆ 6 (−1+degΦ) degΦ (соответственно deg∆ = (−1+degΦ) deg Φ).
Положим

Bi−1 = Fpf [L1, . . . , Ln−i]/(Φ) и Bi−1,j = Fpf [L1, . . . , Ln−i]/(Φj)

для всякого j ∈ Ii−1. Очевидно, существует естественное вложение
Bi−1 ⊂ B/

⋂
j∈Ii−1

pj. Обозначим через Bi−1 целое замыкание кольца

Bi−1 в его полном кольце частных
∏

j∈Ii−1

Kj . Для всякого j ∈ Ii−1 обо-

значим через Bi−1,j целое замыкание кольца Bi−1,j в его поле частных
Kj. Положим K = Fpf(L1, . . . , Ln−i). Многочлен Φ сепарабелен от-
носительно Ln−i+1. Поэтому

∏
j∈Ii−1

Kj является сепарабельной алгеб-

рой над полем K. Кольцо Bi−1 является свободным Fpf [L1, . . . , Ln−i]-
модулем, его базис {Lα

n−i+1}06α<degΦ над кольцом Fpf [L1, . . . , Ln−i] яв-
ляется базисом алгебры

∏
j∈Ii−1

Kj над K. Хорошо известно, что в этом

случае B/
⋂

j∈Ii−1

pj ⊂ Bi−1 ⊂ (1/∆)Bi−1. Аналогично, B/pj ⊂ Bi−1,j ⊂

(1/∆)Bi−1,j для всякого j ∈ Ii−1.
Для всех попарно различных элементов j1, j2 ∈ Ii−1 положим Rj1,j2 =

ResLn−i
(Φj1 ,Φj2) равным результанту относительно Ln−i+1 полиномов

Φj1 ,Φj2 . Заметим, что Rj1,j2 = ±Rj2,j1 и R2
j1,j2

делит ∆ для всякой

пары (j1, j2) попарно различных элементов j1, j2 ∈ Ii−1. Построим ли-
нейный порядок < на множестве Ii−1. Вычислим полином

∆′ =
( ∏

j∈Ii−1

∆j

)( ∏

j1,j2∈Ii−1, j1<j2

Rj1,j2

)
.

Заметим, что ∆′ = ±∆/
∏

j1,j2∈Ii−1, j1<j2

Rj1,j2 .

Рассмотрим естественное вложение

ι : B/ ∩j∈Ii−1
pj −→

∏

j∈Ii−1

B/pj, z 7→ {z mod pj}j∈Ii−1
.
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Если все многочлены f0, . . . , fk−1 являются однородными, то
∏

j∈Ii−1

B/pj

является градуированным кольцом: однородная компонента степени
m этого кольца является прямым произведением

∏
j∈Ii−1

(B/pj)m одно-

родных компонент степени m колец B/pj. В этом случае ι является
однородным гомоморфизмом степени 0.

Лемма 1. Пусть zj ∈ B, j ∈ Ii−1, – произвольное семейство эле-
ментов. Тогда существует многочлен z ∈ Fpf [L1, . . . , Ln−i+1] ⊂ B,
такой, что ι(z mod

⋂
j∈Ii−1

pj) = {∆′zj mod pj}j∈Ii−1
. Следовательно,

фактически B/
⋂

j∈Ii−1

pj ⊂ (1/∆′)Bi−1.

Если все многочлены f0, . . . , fk−1 однородны и deg zj = m для всех
j ∈ Ii−1, таких, что zj не равен нулю, то можно выбрать z равным
однородному многочлену степени deg z = m+ deg∆′.

Если задано семейство {zj}j∈Ii−1
, то можно построить этот мно-

гочлен z при помощи общих точек ξj, j ∈ Ii−1, и китайской теоремы
об остатках.

Доказательство. Чтобы доказать первое и третье утверждения, за-
метим, что ∆j

∏
j1∈Ii−1, j1 6=j

Rj1,j делит ∆′. Для всякого j ∈ Ii−1 вы-

числим многочлен ∆′
j = ∆′/(∆j

∏
j1 6=j

Rj1,j). Согласно китайской тео-

реме об остатках, для всякого j ∈ Ii−1 существует элемент (соот-
ветственно однородный элемент) δj ∈ Fpf(L1, . . . , Ln−i)[Ln−i+1], та-
кой, что δj mod Φj =

∏
j1 6=j

Rj1,j mod Φj и δj mod Φj1 = 0 для всяко-

го j1 ∈ Ii−1, j1 6= j. Мы строим все δj , решая линейные системы по
правилу Крамера, и устанавливаем, что фактически можно выбрать
δj ∈ Fpf [L1, . . . , Ln−i+1].

После этого для всякого j ∈ Ii−1, используя общую точку ξj , по-
строим элемент z̃j ∈ Fpf [L1, . . . , Ln−i+1], такой, что z̃j = ∆jzj mod Φj .
Наконец, положим z =

∑
j∈Ii−1

∆′
jδj z̃j. Тогда z = ∆′zj mod pj для всяко-

го j ∈ Ii−1.
Второе утверждение следует из однородности вложения ι в рассмат-

риваемом случае. Лемма доказана. �
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Далее для всякого j ∈ Ii−1 мы выясняем, верно ли, что fα(ξj) = 0
(или, что то же самое, ξj(fα) = 0) при 1 6 α 6 k − 1. Если fα(ξj) = 0
при 1 6 α 6 k − 1, то положим v′i,j = L и h′

i,j = 0.
В дальнейшем GCD обозначает наибольший общий делитель. Если

fα(ξj) 6= 0 для некоторого α, то мы выбираем такое αj , 1 6 αj 6 k− 1,
что fαj

(ξj) 6= 0. В этом случае мы собираемся вычислить полином
h′
i,j ∈ A = B[Xn], такой, что

h′
i,j mod pj = GCDXn

(f1 mod pj , , . . . , fn mod pj) (2)

в кольце Kj [Xn] и degXn
h′
i,j = degXn

(h′
i,j mod pj). Заметим, что тогда

h′
i,j 6∈ pj .
Выберем подмножество J (n, d) ⊂ F с числом элементов #J (n, d) =

(2d+ 1)n+ 1 и такое, что l(c) = O(log2(nd)) для всякого c ∈ J (n, d) с
абсолютной константой в O(. . .).

Более точно, если char(F ) = 0, то мы предполагаем, что J (n, d) ⊂ Z.
В этом случае найдём простое число q, такое, что q > (2d + 1)n + 1.
Для всякого c ∈ J (n, d) и целого числа α, где 0 6 α 6 n, положим c(α)

равным целому числу, такому, что 0 6 c(α) < q и c(α) = cα mod q.
Если char(F ) = p > 1 и поле F не является конечным, то мы пред-

полагаем, что J (n, d) ⊂ Fp[t] для некоторого элемента t ∈ F , транс-
цендентного над Fp, с небольшой длиной записи l(t). В этом случае
мы находим неприводимый многочлен q ∈ Fp[t] наименьшей степени,
такой, что #Fp[t]/(q) > (2d + 1)n + 1. Для всякого c ∈ J (n, d) и це-

лого числа α, где 0 6 α 6 n, положим c(α) равным элементу из Fp[t],

такому, что degt(c
(α)) < degt(q) и c(α) = cα mod q в кольце Fp[t]/(q).

Кроме того, мы предполагаем, что #J (n, d) = #(J (n, d) mod q).
Для всякого c ∈ J (n, d) положим ϕc = f0 +

∑
16α6k−1

c(α)fα (на-

помним, что k = n + 1). Обозначим через J ′(n, d) подмножество всех
c ∈ J (n, d), таких, что deg(ϕc mod pj) = max06α6k−1 deg(fα mod pj).
Мы строим это подмножество J ′(n, d), используя общую точку ξj . То-
гда, очевидно, #J ′(n, d) > 2nd+ 1.

Теперь мы утверждаем, что существует элемент c ∈ J ′(n, d), такой,
что degXn

GCD(fαj
mod pj , ϕc mod pj) = degXn

h′
i,j . Это может быть

легко выведено, например, из [6, разд. 2], см. там определение (∗∗).
Общая точка ξj компоненты Wj известна. Поэтому для вычисления

коэффициентов наибольшего общего делителя многочленов по модулю
pj можно использовать субрезультантный алгоритм, см., например, [7],
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а также [6, разд. 2], где более подробно рассмотрена наша ситуация.
Более точно, пусть fα =

∑
β>0

fα,βX
β
n , где fα,β ∈ B(0) для всех α, β.

Положим dj,α = degXn
(fα mod pj) и f̃α =

∑
06β6dj,α

fα,βX
β
n . Для вся-

кого c ∈ J ′(n, d) мы применяем субрезультантный алгоритм для вы-
числения наибольшего общего делителя относительно Xn многочленов
f̃αj

mod pj и (f̃0+
∑

16α6k−1

cαf̃α) mod pj . На выходе получаем полином

h′
i,j,c ∈ A(0), такой, что h′

i,j,c mod pj является наибольшим общим дели-

телем этих многочленов и degXn
(h′

i,j,c mod pj) = degXn
h′
i,j,c. Выберем

c0 ∈ J ′(n, d) так, что degXn
h′
i,j,c0

= min{degXn
hi,j,c : c ∈ J ′(n, d)} и

положим h′
i,j = h′

i,j,c0
. Тогда выполняется условие (2).

Таким образом, согласно субрезультантному алгоритму, h′
i,j ∈ A

является многочленом (соответственно однородным многочленом), та-
ким, что deg h′

i,j < 2d2 (фактически здесь можно заменить < 2d2 на

6 d2), degT1,...,Tl
h′
i,j 6 d2P(d1d) и l(h′

i,j) 6 (M1 +M2 + d2 + n)P(d1d).

Пусть d′i = maxj∈Ii−1
deg h′

i,j . Положим hi,j = Ld′

i−deg h′

i,jh′
i,j для

всех j ∈ Ii−1. Тогда условие hi,j 6= 0 влечёт, что deg hi,j = d′i, т.е.
ненулевые hi,j являются многочленами (соответственно однородными
многочленами) одной и той же степени для всех j ∈ Ii−1.

Если hi,j 6= 0, то положим v′i,j = lcXn
hi,j равным старшему коэф-

фициенту полинома hi,j относительно Xn. Теперь v′i,j 6∈ pj для всех

j ∈ Ii−1. Положим d′′i = maxj∈Ii−1
deg v′i,j < 2d2, d′′i,j = deg v′i,j и

vi,j = Ld′′

i −d′′

i,jv′i,j , j ∈ Ii−1. Тогда vi,j 6= 0 и deg vi,j = d′′i > 1 для
всех j ∈ Ii−1. Положим I ′i−1 = {j ∈ Ii−1 : degXn

hi,j > 0},

νi = max({degXn
fα−degXn

hi,j+1 : 0 6 α 6 k−1, j ∈ I ′i−1}∪{1}) (3)

и ui,j = Lvνii,j (мы вводим здесь множитель L, чтобы гарантировать,

что dimWj ∩ Z(ui,j) = −1 + dimWj для всякого j ∈ Ii, поскольку
иначе, без этого множителя L, может случиться, что 0 6= ui,j ∈ F
и Wj ∩ Z(ui,j) = ∅; в этом случае можно было бы слегка модифи-
цировать описываемую конструкцию и обойтись без множителя L,
но мы не делаем этого). Следовательно, deg ui,j = νid

′′
i + 1 для всех

j ∈ Ii−1. Заметим, что также degXn
(fα mod pj) 6 degXn

fα и это нера-
венство может быть строгим для некоторых α и j, однако degXn

hi,j =
degXn

(hi,j mod pj) 6 maxα{degXn
(fα mod pj)}, см. выше.
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Если hi,j 6= 0, то, согласно (3) и определениям v′i,j , vi,j и ui,j , можно
записать ui,jfα = qα,i,jhi,j + rα,i,j , где qα,i,j , rα,i,j ∈ A, degXn

rα,i,j <
degXn

hα,i,j и если qα,i,j 6= 0, то degXn
qα,i,j = degXn

fα−degXn
hi,j . Да-

лее, согласно (2) мы имеем rα,i,j mod pj = 0. Следовательно, ui,jfα =
qα,i,jhi,j mod pj . Дополнительно в случае “(соответственно . . .)” много-
члены qα,i,j , rα,i,j являются однородными и справедливы следующие
два утверждения. Либо qα,i,j = 0, либо deg qα,i,j = νid

′′
i + 1 + d − d′i.

Либо rα,i,j = 0, либо deg rα,i,j = νid
′′
i + 1 + d.

Если hi,j = 0, то положим qα,i,j = Lνid
′′

i +1+d−d′

i . Напомним, что
в этом случае fα mod pj = 0 для всех α. Поэтому снова ui,jfα =
qα,i,jhi,j mod pj и deg qα,i,j = νid

′′
i + 1 + d− d′i.

Для краткости обозначим q = ∩j∈Ii−1
pj . Построим, см. лемму 1,

многочлены (соответственно однородные многочлены) u′
i ∈ B и h′

i ∈ A,
такие, что

ι(u′
i mod q) = {(∆′)2ui,j mod pj}j∈Ii−1

,

ι(h′
i mod q) = {∆′hi,j mod pj}j∈Ii−1

.

Далее, существует элемент qα,i ∈ A, такой, что

ι(qα,i mod q) = {∆′qα,i,j mod pj}j∈Ii−1
.

Теперь при 1 6 α 6 k − 1 мы имеем

ι(u′
ifα mod q) = {(∆′)2u′

i,jfα mod pj}j∈Ii−1

= {(∆′qα,i,j)(∆
′hi,j) mod pj}j∈Ii−1

= ι(qα,ih
′
i mod q).

Это означает, что

u′
ia

′ ⊂ Ah′
i+q = Ah′

i+N(Au′
1+ . . .+Au′

i−1) ⊂ N(Ah′
i+Au′

1+ . . .+Au′
i−1)

в кольце A. Пусть bi > 0 – наименьшее целое число, такое, что

(u′
i)

pbi
∈ B(0), и ai > 0 – наименьшее целое число, такое, что (h′

i)
pai

∈

A(0). Положим ui = (u′
i)

pbi
и hi = (h′

i)
pai

. Мы вычисляем ai и bi. Тогда,

очевидно, uia ⊂ N(A(0)hi +A(0)u1 + . . .+A(0)ui−1) в кольце A(0).
Заметим, что элемент ui не является делителем нуля в кольце

B(0)/(u1, . . . , ui−1), поскольку для всякого j ∈ Ii−1

Z(ui) ∩Wj = Z(u′
i) ∩Wj = Z(∆2ui,j) ∩Wj 6= Wj .

Более того, dimZ(ui) ∩ Wj = −1 + dimWj для всякого j ∈ Ii−1, по-
скольку ui,j = Lvνii,j . Поэтому dimEi = n − 1 − i. Рекурсивный шаг
описан в случае i > 1.
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Пусть i = n−1. Пусть все многочлены f0, . . . , fk−1 однородны и a ⊂
AX1 + . . . + AXn−1. Тогда из рекурсивного предположения вытекает,
что A(0)X1+. . .+A(0)Xn−1 = N(A(0)u1+ . . .+A(0)un−1). Следовательно,
una ⊂ N(A(0)hn +A(0)u1+ . . .+A(0)un−1) с hn = 0 и un = 1.

Рассмотрим случай i = 1. Если i = 1, то имеется много упроще-
ний. Именно, #I1 = 1, и Wj = An−1(F ) для j ∈ I1. Далее, идеал
pj алгебраического многообразия Wj равен {0}. Мы определяем h′

1,j

по формуле (2) (сейчас можно совсем опустить modpj везде в (2)) и
полагаем h1 = h1,j = h′

1,j. Имеем h1 6= 0, поскольку f0 6= 0. Положим
v1,j = lcXn

h1,j. Целое число ν1 определяется снова по формуле (3). По-

ложим L = X1, u1 = Lvν11,j. Теперь u1 6= 0 и u1a ⊂ A(0)h1 ⊂ N(A(0)h1).
Рекурсивный шаг описан в случае i = 1.

Остаётся получить оценки на степени и длины записи коэффици-
ентов построенных объектов. Положим Di = max{deg u1, . . . , deg ui, d}
и

D′
i = D1D2 · . . . ·Di, 1 6 i 6 n. (4)

Тогда degEi 6 D′
i по теореме Безу. Также известно, ср., например,

[1] и [3, 4], что алгебраическое многообразие Ei и все неприводимые

компоненты Wi,j , j ∈ Ii, определены над полем F p−µi
, где µi > 0 –

наименьшее целое число, такое, что pµi+1 > D′
i. Имеем D′

1 = D1 6 2d2.
Пусть 1 < i 6 n. Согласно описанной конструкции,

deg u′
i 6 2 deg∆+ d′′i νi + 1 6 2(D′

i−1)
2 + 2d3,

deg h′
i 6 deg∆+ 2d2 6 (D′

i−1)
2 + 2d2.

Многочлен u′
i лежит в F p

−µi−1

[X1, . . . , Xn]. Это следует из китай-
ской теоремы об остатках, см. лемму 1. Поэтому bi 6 µi−1 и

deg ui 6 2D′
i−1((D

′
i−1)

2 + d3).

Следовательно,

Di 6 2D′
i−1((D

′
i−1)

2 + d3), 1 < i 6 n. (5)

Аналогично, h′
i ∈ F p

−µi−1

[X1, . . . , Xn], и ai 6 µi−1. Следовательно,

deg hi 6 D′
i−1((D

′
i−1)

2 + 2d2). (6)

Пусть 1 6 i 6 n. Тогда положим D′′
i = max

16α6i
{degT1,...,Tl

deg uα, d2}

и M ′′
i = max{l(u1), . . . , l(ui),M1 + M2 + d2 + n}. Согласно [1] (и так-

же [3, 4]), при 1 < i 6 n имеем degT1,...,Tl
(Φi−1) 6 D′′

i−1P(d1(Di−1)
i−1).

Поэтому согласно описанной конструкции получаем последовательно,
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что также степени относительно T1, . . . , Tl многочленов ∆i−1, u
′
i, h

′
i, ui

и hi ограничены сверху величиной D′′
i−1P(d1(Di−1)

i−1). Следователь-
но,

D′′
i 6 D′′

i−1P(d1(Di−1)
i−1), 1 < i 6 n. (7)

Положим M ′′′
i−1 = M ′′

i−1 + M1 + D′′
i−1 + n. Тогда, аналогично, со-

гласно [1] (и также [3, 4]) имеем l(Φi−1) 6 M ′′′
i−1P(d1(Di−1)

i−1). Поэто-
му согласно описанной конструкции получаем последовательно, что
также l(∆i−1), l(u

′
i), l(h

′
i), l(ui) и l(hi) ограничены сверху величиной

M ′′′
i−1P(d1(Di−1)

i−1). Следовательно,

M ′′
i 6 (M ′′

i−1 +M1 +D′′
i−1 + n)P(d1(Di−1)

i−1), 1 < i 6 n. (8)

Теперь из (4)–(8) следует, что существует константа c1 > 0, такая,

что Di 6 d2
c1i

, D′′
i 6 d2P(di1d

i 2c1i

) и M ′′
i 6 (M1+M2+d2+n)P(di1d

i 2c1i

)
при 1 6 i 6 n (здесь мы оставляем подробности читателю). Следова-
тельно, снова по (4)–(8) существует константа c > 0, такая, что выпол-
няются оценки из формулировки теоремы 2. Теорема доказана. �

Замечание 3. Фактически несложно привести более точные оценки,
чем оценки из теоремы 2, а также уточнить c. Но эти оценки остаются
дважды экспоненциальными от n. Так что мы не делаем этого.
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Chistov A. L. An effective construction of a small number of equations
defining an algebraic variety.

Consider a system of polynomial equations in n variables of degrees at
most d with the set of all common zeros V . We suggest subexponential
time algorithms (in the general case and in the case of zero characteristic)
for constructing n+1 equations of degrees at most d defining the algebraic
variety V .

Further, we construct n equations defining V . We give an explicit upper
bound on the degrees of these n equations. It is double exponential in n.
The running time of the algorithm for constructing them is also double
exponential in n.
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