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§1. Introduction

Полубесконечную цепочку Тоды можно записать [21,22] как следу-
ющую бесконечномерную нелинейную систему:

{
ȧn(t) = an(t) (bn+1(t)− bn(t)) ,

ḃn(t) = 2
(
a2n(t)− a2n−1(t)

)
, t > 0, n = 1, 2, . . . ,

(1)

для которой ищется решение, удовлетворяющее начальному условию

an(0) = a0n, bn(0) = b0n, n = 1, 2, . . . . (2)

где a0n, b
0
n– вещественные и a0n > 0, n = 1, 2, . . .. Методы вычисления

функций an(t), bn(t) являются предметом многих исследований, см.,
например, [6, 21, 22] и ссылки там. В этих статьях авторы использо-
вали метод обратной задачи рассеяния, который накладывает суще-
ственные ограничения на начальные данные. Наиболее часто исполь-
зуется предположение, что a0n, b

0
n n = 1, 2, . . . ограничены. В то же

время важен вопрос о возможности построения решения (1), (2) для
"неограниченных"начальных данных [8, 9]. В данной статье мы пока-
зываем как можно построить решение (1), (2) для довольно общего
класса неограниченных начальных последовательностей.

Введем два оператора, действующих в l∞, с областями определения

D(H(t)) = D(P (t)) = {κ = (κ0,κ1, . . .) |κn = 0, для n > N0 ∈ N} ,
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по правилам:

(H(t)f)1 = a1(t)f2 + b1(t)f1,

(H(t)f)n = an(t)fn+1 + an−1fn−1 + bn(t)fn, n = 2, . . . ,

(P (t)f)1 = a1(t)f2,

(P (t)f)n = an(t)fn+1 − an−1(t)fn−1, n = 2, . . . .

Отметим, что оператор H(t) задается полубесконечной матрицей Яко-
би (мы сохраняем для нее те же обозначения):

H(t) =




b1(t) a1(t) 0 · 0 0 ·
a1(t) b2(t) a2(t) · 0 0 ·
· · · · 0 0 ·
0 0 0 aN−1(t) bN(t) aN (t) ·
0 0 0 0 aN (t) bN+1(t) ·
· · · · · · ·



. (3)

Хорошо известен факт [21, 22], что система (1) эквивалентна следую-
щему операторному уравнению:

dH

dt
= PH −HP. (4)

Пусть dρt(λ) обозначает спектральную меру оператора, соответствую-
щего матрице Якоби H(t) (см. [1,20]) и заметим, что мера определена
неоднозначно, если H(t) находится в случае предельного круга. Мо-
менты dρt(λ) вводятся по правилу

sk(t) =

∫
∞

−∞

λk dρt(λ), k = 0, 1, 2, . . . (5)

Мы отметим, что здесь мы хотим рассматривать моменты спек-
тральной меры как «обратные данные» и изучать эволюцию момен-
тов относительно параметра t. Это мотивировано тем, что в статьях
[11, 12, 14–16] авторы исследовали прямую и обратную динамические
задачи для динамической системы с дискретным временем, связанной
с конечной и бесконечной матрицами Якоби.
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Для вещественных bk, k = 1, 2, . . . и ak > 0, k = 0, 1, . . . можно
рассмотреть систему





un,t+1 + un,t−1 − anun+1,t − an−1un−1,t − bnun,t=0, n ∈ N, t ∈ N0,

un,−1 = un, 0 = 0, n ∈ N,

u0, t = ft, t ∈ N0.

(6)
Эта система является дискретным аналогом начально-краевой задачи
для волнового уравнения с потенциалом на полупрямой с управлени-

ем Дирихле при n = 0. Решение (6) обозначается u
f
n, t. Зафиксируем

некоторое натуральное число T и обозначим через FT внешнее про-
странство системы (6), пространство элементов управления (входов):
FT := R

T , f ∈ FT , f = (f0, . . . , fT−1). Соответствие вход-выход в си-
стеме (6) реализуется с помощью оператора отклика: RT : FT 7→ R

T

и определяется правилом
(
RTf

)
t
= u

f
1, t, t = 1, . . . , T.

Этот оператор (дискретная версия динамического отображения Ди-
рихле–Неймана) играет роль обратных данных, и в [13,14] было пред-
ложено несколько методов восстановления матрицы H по этому опера-
тору. Для f = (f0, f1, . . .), g = (g0, g1, . . .) свертка c = f ∗g = (c0, c1, . . .)
определяется по формуле

ct =

t∑

s=0

fsgt−s, t ∈ N ∪ {0}.

Было показано, что оператор отклика имеет вид
(
RT f

)
t
= r ∗ f·−1,

где ядро свертки RT , называемое вектором отклика, допускает спек-
тральное представление

rk−1 =

∞∫

−∞

Tk(λ) dρ(λ), k ∈ N, (7)

где dρ(λ) - спектральная мера оператора, соответствующего матрице
Якоби H в (6), а Tl(2λ), l = 1, 2, . . . - многочлены Чебышева второго
рода, т.е. они получаются как решение следующей разностной задачи
Коши: {

Tt+1 + Tt−1 − λTt = 0,
T0 = 0, T1 = 1.

(8)
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Пусть для K ∈ N матрица ΛK ∈ M
K определяется следующим прави-

лом:

ΛK = aij =






0, если i > j,

0, если i + j нечетно,

C
j
i+j

2

(−1)
i+j

2
+j ,

(9)

где Ck
n – биномиальные коэффициенты. Формула (7) показывает, что

элементы вектора отклика связаны с моментами соотношением




r0
r1
. . .

rK−1


 = ΛK




s0
s1
. . .

sK−1


 . (10)

В упомянутых выше статьях исследованы обратные динамические
и спектральные задачи для (6), установлена связь метода граничного
управления [3, 4] с методом де Бранжа [5] и предложен динамический
подход к решению классических проблем моментов [2,20]. Мотивация
использовать набор моментов в качестве данных, эволюция которых
может быть использована при решении системы Тоды (1), (2), исхо-
дит из формул (7) и (10). Эти формулы говорят, что знание вектора
отклика r, т.е. динамических обратных данных для (6) эквивалентно
знанию набора моментов. Другими словами, с учетом (7) набор мо-
ментов можно рассматривать как обратные динамические данные для
системы (6). Основные результаты данной статьи касаются эволюции
во времени моментов sk(t), k = 1, 2, . . ., задаваемых (5), с мерой d ρt(λ)
– спектральной мера H(t).

Во втором параграфе мы даем необходимую информацию о конеч-
номерных цепочках Тоды, а также переписываем некоторые результа-
ты из [18] в форме, удобной для наших целей. В третьем параграфе мы
напоминаем читателю некоторые основные факты о классических про-
блемах моментов и их связи с операторами Якоби и пространствами
де Бранжа. В последнем параграфе мы выводим рекуррентные и точ-
ные формулы эволюции моментов sk(t), k = 1, 2, . . . при потоке Тоды,
с помощью которых можно построить решение (1), (2) для некоторых
классов неограниченных начальных данных.



ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ ЦЕПОЧЕК ТОДЫ 117

§2. Конечная цепочка Тоды. Формула Мозера.

Рассмотрим начальную задачу для конечной цепочки Тоды:
{
ȧN,n(t) = aN,n(t) (bN,n+1(t)− bN,n(t)) ,

ḃN,n(t) = 2
(
a2N,n(t)− a2N,n−1(t)

)
,

t > 0, n = 1, 2, . . . , N.

(11)
Ищется решение, удовлетворяющее начальному условию

aN,n(0) = a0N,n, bN,n(0) = b0N,n, n = 1, . . . , N, (12)

где a0N,n, b
0
N,n – вещественны и a0N,n > 0, n = 1, 2, . . . , N . Общеизвест-

ный факт [21,22] что система (11) эквивалентна (4) с матрицей HN (t),
заданной блоком N ×N из (3) и PN (t) определенным как

(PN (t)f)1 = a1(t)f2,

(PN (t)f)n = an(t)fn+1 − an−1(t)fn−1, n = 2, . . . , N − 1,

(PN (t)f)N = aN−1(t)fN−1.

Через {λN, k(t), φN, k(t)}
N

k=1 мы обозначаем собственные значения и
собственные векторы HN (t):

HN (t)φN, k(t) = λN, k(t)φN, k(t), φN, k(t) ∈ R
N , {φN,k(t)}1 = 1, (13)

а через ρtN (λ), – спектральную меру HN (t), заданную формулой

dρtN (λ) =

N∑

k=1

σ2
N,k(t)δ(λ − λN, k(t)), (14)

где

σ2
N, k(t) =

1

(φN, k(t), φN, k(t))
, k = 1, . . . , N,

и ( · , · ) – скалярное произведение в R
N .

Ниже мы приведем некоторые результаты [18] (см. также [17]) к
удобному для нас виду. Для простоты мы обычно опускаем аргумент
t.

Утверждение 1. Собственные значения матрицы HN(t) не зависят
от t: λN, j(t) = λN, j(0) = λN, j.

Этот факт следует из представления

dHN

dt
= i (HN iPN − (iPN )HN ) = {−iPN , HN},
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а значит HN (t) = ePN tHN (0)e−PN t.
Через ‖ · ‖ мы обозначаем норму в R

N . Функция Вейля, связанная
с HN (см. [7, 10]), вводится правилом

mN(λ) := (R(λ)e1, e1) ,

где

R(λ) = (HN (t)− λI)
−1
, ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),

где 1 находится на i−м месте.

Утверждение 2. Выполняется следующее соотношение

d

dt
mN (λ) = 2aN, 1R21(λ). (15)

Доказательство. Вычислим

dR

dt
= −R

dH

dt
R = −RPHR+RHPR

= −RP (I + λR) + (I + λR)PR = PR−RP.

Используя это соотношение, получаем, что

d

dt
m(λ) = ((PR−RP ) e1, e1) = −2 (RPe1, e1) = 2a1R21. �

Введем обозначение

BN =HN − λI=




bN, 1 − λ a, 1 0 0 0
aN, 1 bN 2 − λ aN, 2 0 0
0 aN, 2 bN 3 − λ a, 3 0
· · · · ·
0 0 0 aN,N−1 bN,N − λ



.

Через Bk, 1 6 k < N мы обозначаем блоки из BN , заданные пересече-
нием k строкN−k+1, . . . , N−1, N и k столбцов.N−k+1, . . . , N−1, N .
Введем обозначение ∆k := detBk, k = 1, . . . , N . Тогда, используя про-
стейшие факты линейной алгебры, можно увидеть, что

mN(λ) = R11 =
∆N−1

∆N

,

R21(λ) = R12(λ) = (R(λ)e1, e2) = −
aN, 1∆N−2

∆N

.

Эти формулы позволяют переписать (15) в следующем виде

d

dt
mN (λ) = 2 (1− (bN, 1 − λ)mN(λ)) . (16)
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Из представлений функции Вейля [7, 10] и спектральной меры (14)
следует, что

mN (λ) =

∫

R

1

λ− z
dρ(z) =

N∑

k=1

σ2
N, k(t)

λ− λN, k

.

Подстановка приведенного выше представления в (16) дает следующее
соотношение:

N∑

k=1

2σ̇N, kσN,k

λ− λN, k

= 2

(
1− (bN, 1 − λ)

N∑

k=1

σ2
N, k

λ− λN, k

)
,

где точкой обозначено дифференцирование по t. Умножая последнее
равенство на (λ− λN, k) и полагая λ = λN,k, мы приходим к следующей
системе:

σ̇N,k(t) = −(bN,1 − λN, k)σN, k(t), k = 1, . . . , N. (17)

Утверждение 3. Коэффициент bN, 1 допускает представление

bN, 1 =
N∑

k=1

λN, kσ
2
N, k.

Доказательство. Обозначим через Ck, k = 1, . . . , N собственные век-
торы HN :

HNC
k = λN, kC

k, Ck =




Ck
1

Ck
2

. . .

Ck
N


 , k = 1, . . . , N,

такие что ‖Ck‖ = 1, k = 1, . . . , N . Тогда, согласно спектральной теоре-
ме

C∗HNC =




λN, 1 0 0 . . . 0
0 λN, 2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . λN,N


 , где C=

(
C1|C2| . . . |CN

)
,

т.е. матрица C строится из столбцов Ck, k = 1, . . . , N . Тогда

HN = C




λN, 1 0 0 . . . 0
λN, 2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . λN,N


C∗,
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откуда, используя (3), получим что

bN,1 = {HN}11 =

N∑

k=1

λN, k

(
Ck

1

)2
=

N∑

k=1

λN, k (σN, k)
2
,

где мы использовали тот факт, что Ck = Ck
1φN,k (см. (13)). �

Вышеприведенное Утверждение позволяет нам переписать систе-
му (17) в следующем виде:

σ̇N, k(t) = −




N∑

j=1

λN, jσ
2
N, j(t)− λN, k


σN, k(t), k = 1, . . . , N. (18)

Утверждение 4. Решение (18) дается формулой Мозера:

σ2
N,k(t) =

σ2
N, k(0)e

2λN, kt

∑N

j=1 σ
2
N, j(0)e

2λN, j t
. (19)

§3. Моменты спектральной меры конечных и

полубесконечных операторов Якоби и пространств

де Бранжа.

Для заданной последовательности положительных чисел {c1, c2, . . .}
и действительных чисел {d1, d2, . . .} через A обозначим полубесконеч-
ную матрицу Якоби:

A =




d1 c1 0 0 0 . . .

c1 d2 c2 0 0 . . .

0 c2 d3 c3 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


 . (20)

Для N ∈ N, через AN мы обозначаем матрицу Якоби N ×N , которая
представляет собой блок из (20), состоящий из пересечения первых N
столбцов и первых N строк A. Введем оператор AN : RN 7→ R

N по
правилу:

(ANψ)n =





d1ψ1 + c1ψ2, n = 1,

cnψn+1 + cn−1ψn−1 + dnψn, 2 6 n 6 N − 1,

cN−1ψN−1 + dNψN , n = N.

(21)

Пусть dµN (λ) обозначает спектральную меру AN , построенную по фор-
муле (14).
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Полубесконечной матрице A сопоставим симметричный оператор A
(сохраняем те же обозначения) в пространстве l2, определенный на
конечных последовательностях:

D(A) = {κ = (κ0,κ1, . . .) |κn = 0, для n > N0 ∈ N} ,

и заданный формулой

(Aθ)1 = d1θ1 + c1θ2,

(Aθ)n = cnθn+1 + cn−1θn−1 + dnθn, n > 2.

Через [ · , · ] мы обозначаем скалярное произведение в l2. Для заданной
последовательности κ = (κ1,κ2, . . .) мы определяем новую последова-
тельность

(Gκ)1 = d1κ1 + c1κ2,

(Gκ)n = cnκn+1 + cn−1κn−1 + dnκn, n > 2.

Сопряженный оператор A∗
κ = Gκ определен в области

D (A∗) = {κ = (κ0,κ1, . . .) ∈ l2 | (Gκ) ∈ l2} .

В случае предельной точки (т.е. когда A имеет индексы дефекта (0, 0)),
A в существенном самосопряжен. В случае предельного круга (т.е. ко-
гда A имеет индексы дефекта (1, 1)) обозначим через

p(λ) = (p1(λ), p2(λ), . . .), q(λ) = (q1(λ), q2(λ), . . .)

два решения разностного уравнения (мы положили здесь c0 = 1):

cnφn+1 + cn−1φn−1 + dnφn = λφn, n > 1, (22)

удовлетворяющие данным Коши p1(λ) = 1, p2(λ) = λ−d1

c1
, q1(λ) = 0,

q2(λ) =
1
c1

. Тогда [19, лемма 6.22]

D (A∗) = D(A)+̇Rp(0)+̇Rq(0),

где +̇ обозначает прямую сумму, а A – замыкание A. Все самосопря-
женные расширения A параметризованы h ∈ R ∪ {∞}, обозначаются
A∞, h и определены на области

D(A∞, h) =

{
D(A)+̇R(q(0) + hp(0)), h ∈ R

D(A)+̇Rp(0), h = ∞.

Все подробности можно найти в [19, 20]. Введем меру dµ∞, h(λ) =[
dE

A∞, h

λ e1, e1

]
, где dE

A∞,h

λ - это проекционно-значная спектральная
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мера A∞, h такая, что E
A∞, h

λ−0 = E
A∞, h

λ . Из результатов [2] и [20, пара-
граф 5] следует, что dµN → dµ∞, α ∗−слабо при N → ∞, где

α = − lim
n→∞

qn(0)

pn(0)
. (23)

Предположим, что нам дан набор действительных чисел {sk}
∞

k=0.
Обозначим через CT [X ] множество многочленов порядка меньше чем

T . Тогда {sk}
2T−2
k=0 определяет на CT [X ] билинейную форму по прави-

лу: для F,G ∈ CT [X ], F (λ) =
T−1∑
n=0

αnλ
n, G(λ) =

T−1∑
n=0

βnλ
n, определим

〈F,G〉 =

T−1∑

n,m=0

sn+mαnβm. (24)

Таким образом, квадратичная форма (24) определяется следующей
ганкелевой матрицей :

ST =




s0 s1 s2 . . . sT−1

s1 s2 . . . . . . . . .

s2 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . s2T−1

sT−1 . . . . . . s2T−1 s2T−2



. (25)

В [11,12,14–16] авторы изучали обратные динамические задачи для ди-
намической системы с дискретным временем, связанной с конечными
и полубесконечными матрицами Якоби (6). Для этой системы доказа-
но утверждение, эквивалентное следующей теореме (см. также [2,20]):

Теорема 1. Числа sk, k = 0, 1, 2, . . . являются моментами некоторой
борелевской меры dρ на R, т.е.

sk =

∫

R

λk dρ(λ), k = 0, 1, 2, . . . ,

тогда и только тогда, когда матрицы SN > 0 для всех N ∈ N. Тогда
мера dρ является спектральной мерой оператора Якоби, ассоцииро-
ванного с (20) (не определяется однозначно, когда A находится в слу-
чае предельного круга), а блок AN оператора A (т.е. коэффициенты
d1, d2, . . . , dN , c1, c2, . . . , cN−1) могут быть восстановлены из набора
моментов {s0, s1, . . . , s2N−2}.

Если SK > 0 для K = 1, . . . , N0 и detSN0+1 = 0, то существует
конечный оператор Якоби AN0

(21) такой, что d ρ(λ) - спектральная
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мера этого оператора с конечным носителем, т.е. #supp {dρ(λ)} =
N0.

В [12,14–16] было показано, что CT [X ] - это пространство де Бран-
жа [5], связанное с системой (6), скалярное произведение в котором
определяется

〈F,G〉=

T−1∑

n,m=0

sn+mαnβm=

∞∫

−∞

F (λ)G(λ) dµ(λ)=

∞∫

−∞

F (λ)G(λ) dµT (λ),

(26)
где dµ(λ) – (любая) спектральная мера, связанная с полубесконечной
матрицей A, dµT (λ) – спектральная мера, связанная (21) с блоком

AT ; и F,G ∈ CT [X ], F (λ) =
T−1∑
n=0

αnλ
n, G(λ) =

T−1∑
n=0

βnλ
n, связаны с

управлениями f, g ∈ FT в (6) по правилам

F (λ) =

T∑

k=1

Tk(λ)fT−k, G(λ) =

T∑

k=1

Tk(λ)gT−k,

где Tk – многочлены Чебышева второго рода (8).

§4. Эволюция моментов

4.1. Конечномерный случай. Ниже мы используем дополнитель-
ный индекс N у моментов, чтобы подчеркнуть, что мы рассматриваем
конечномерный случай. Сначала рассмотрим эволюцию моментов

sN,k(t) =

∞∫

−∞

λk dρtN (λ), k = 0, 1, 2, . . .

в случае конечномерной системы (11), (12), где dρtN (λ) - спектральная
мера HN (t), заданная формулой ( 14). Введем вектор-функцию

ΘN(t) =




σ̃N, 1(t)
σ̃N, 2(t)
. . .

σ̃N,N (t)


 =




σN, 1(0)e
λN, 1t

σN, 2(0)e
λN, 2t

. . .

σN,N (0)eλN,N t


 . (27)

Тогда из (19) и (27) следует, что

σN, k(t) =
σ̃N, k(t)

‖ΘN(t)‖
,
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где

‖ΘN(t)‖ =

√√√√
N∑

j=1

σ2
N, j(0)e

2λN, jt. (28)

Для k = 1, 2, . . . имеем

sN, k(t) =

∫

R

λk dρtN (λ) =

N∑

j=1

λkN, jσ
2
N, j(t) =

N∑

j=1

λkN, j

σ̃2
N, j(t)

‖ΘN(t)‖2
. (29)

Тогда после введения обозначений

s̃N,k(t) = sN, k(t)‖ΘN (t)‖2, k = 1, 2, . . .

и использования (29) мы видим, что для k = 1, 2, . . . выполняются
следующее соотношение

˙̃sN,k(t) =

N∑

j=1

λkN, j2
˙̃σN, j(t)σ̃N, j(t) =

N∑

j=1

λk+1
N, j2σ̃

2
N, j(t) = 2s̃N,k+1(t).

(30)
Через CN [X ] мы обозначаем пространство де Бранжа, ассоцииро-

ванное с конечной матрицей Якоби HN (t) со скалярным произведе-
нием, определяемым формулой (26). Возьмем F,G ∈ CN [X ], F (λ) =
N−1∑
n=0

αnλ
n, G(λ) =

N−1∑
n=0

βnλ
n, скалярное произведение в CN ([X ] имеет

вид:

〈F,G〉 =

N−1∑

n,m=0

sN,n+m(t)αnβm.

Умножим обе части указанного равенства на ‖ΘN(t)‖2 и продиффе-
ренцируем его по t. Тогда для правой части получим

(
[F,G]BN (t) ‖ΘN(t)‖2

)
′

=

N−1∑

n,m=0

(
‖ΘN(t)‖2sN,n+m(t)

)′
αnβm (31)

=

N−1∑

n,m=0

(s̃N,n+m(t))
′

αnβm

=
N−1∑

n,m=0

2s̃N,n+m+1(t)αnβm = 2‖ΘN(t)‖2
N−1∑

n,m=0

sN,n+m+1(t)αnβm.
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Дифференцируя левую часть, приходим к

(
[F,G]BN (t) ‖ΘN(t)‖2

)
′

=
(
‖ΘN(t)‖2

)′ N−1∑

n,m=0

sN,n+m(t)αnβm + ‖ΘN(t)‖2
N−1∑

n,m=0

ṡN,n+m(t)αnβm.

(32)

Приравняв (32) и правую и часть (31), мы приходим к соотношению

(
‖ΘN(t)‖2

)
′

‖ΘN(t)‖2

N−1∑

n,m=0

sN,n+m(t)αnβm +

N−1∑

n,m=0

ṡN,n+m(t)αnβm

= 2

N−1∑

n,m=0

sN,n+m+1(t)αnβm.

Ввиду произвольности F,G мы можем сформулировать следующее

Утверждение 5. Моменты sN, k(t) меры dρtN (λ) удовлетворяют сле-
дующему рекуррентному соотношению:

ṡN,k(t) +
(
ln
{
‖ΘN(t)‖2

})′
sN,k(t) = 2sN,k+1(t), k = 0, 1, . . . . (33)

Поскольку мы знаем, что sN, 0(t) = 1 для всех t, то (33) позволяет
нам определить sN, 1(t), sN, 2(t) . . . , sN, 2N−2(t) рекурсивно. Далее вос-
пользуемся тем, что набор моментов sN,k(t), k = 0, . . . , 2N − 2 опреде-
ляет N×N блок HN (t) матрицы Якоби (3) и, таким образом, коэффи-
циенты aN,k(t) , bN, k(t) , aN,N (t), k = 1, . . . , N −1. Формулы восстанов-
ления элементов матрицы Якоби по моментам приведены в [1,11,14,20].

4.2. Подробнее о конечномерном случае, бесконечномерный
случай. Через dρ0N (λ) мы обозначаем спектральную меру (14) конеч-
ного оператора Якоби HN (0), соответствующую начальным данным в
(11), (12):

A0
N = HN (0) =




b0N, 1 a0N, 1 0 · 0

a0N, 1 b0N, 2 a0N, 2 · 0

· · · · ·
0 0 0 a0N,N−1 b0N,N


 . (34)
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Заметим, что выражение для квадрата (28) допускает следующее пред-
ставление

ΩN(t) := ‖ΘN(t)‖2 =
N∑

j=1

σ2
N, j(0)e

2λN, jt =

∫

R

e2λt dρ0N (λ), (35)

здесь мы использовали Предложение 1. Используя (29), получаем сле-
дующее

Утверждение 6. Моменты sN,k(t), k = 0, 1, . . . допускают пред-
ставление

sN,k(t) =

∫
R
λke2λt dρ0N (λ)∫
R
e2λt dρ0N (λ)

, k = 0, 1, . . . . (36)

Введем матрицы LK(t) по правилу

LK(t) =
1

ΩN (t)




e2tAN, 0 e2tAN, 0AN, 0 . . . e2tAN, 0AK−1
N, 0

e2tAN, 0AN, 0 e2tAN, 0A2
N, 0 . . . . . .

e2tAN, 0A2
N, 0 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . e2tAN, 0A2K−1
N, 0

e2tAN, 0AN−1
N, 0 . . . . . . e2tAN, 0A2K−2

N, 0




=
e2tAN, 0

ΩN (t)




I AN, 0 A2
N, 0 . . . AK−1

N, 0

AN, 0 A2
N, 0 . . . . . . . . .

A2
N, 0 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . A2K−1
N, 0

AK−1
N, 0 . . . . . . . . . A2K−2

N, 0



.

Используя спектральную теорему, видим, что при t > 0

detLK(t) > 0, K = 0, 1, . . . , N, и detLN+1(t) = 0. (37)

Из соотношений (37) и теоремы 1 следует, что моменты sN, 0, sN, 1(t),
. . ., sN, 2N−2(t), . . . для t > 0 соответствуют матрице Якоби N ×N .

Теперь вернемся к полубесконечной задаче (1), (2). Введем матрицу,
соответствующую начальным данным (2):

A0 =




b01 a01 0 · 0 0 ·
a01 b02 a02 · 0 0 ·
· · · · 0 0 ·
0 0 0 a0N−1 b0N a0N ·
0 0 0 0 a0N b0N+1 ·
· · · · · · ·



. (38)
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Через A0
N обозначим блок N×N матрицы A0. Cпектральная мера опе-

ратора, соответствующая A0
N (см. (21)) обозначается d ρ0N (λ) и опре-

деляется формулой (14). Мы знаем, что dρ0N → dρ0
∞, α ∗−слабо при

N → ∞, где dρ0
∞, α – спектральная мера A0

∞, α с α заданным (23).
Решая задачу (11) с начальными условиями (12), заданными мат-

рицей A0
N , мы получаем формулы (35) для нормирующих коэффици-

ентов и (36) для моментов dρ0N (λ).
Можно заметить, что если в (35), (36) носитель «предельной меры»

d ρ0
∞, α(λ) полуограничен, то можно перейти к пределу при N → ∞. В

частности, справедливо следующее утверждение:

Утверждение 7. Если мера dρ0
∞, α(λ) такова, что

supp
{
d ρ0

∞, α(λ)
}
⊂ (−∞,M) (39)

для некоторого M ∈ R, то существуют следующие пределы

sk(t) := lim
N→∞

sN,k(t) =

∫
R

λke2λt dρ0
∞, α(λ)

∫
R

e2λt dρ0
∞, α(λ)

, k = 0, 1, . . . , (40)

Ωα(t) := lim
N→∞

ΩN (t) =

∫

R

e2λt dρ0
∞, α(λ).

Кроме того, функции sk(t) удовлетворяют рекуррентному соотно-
шению

ṡk(t) + (ln {Ωα(t)})
′
sk(t) = 2sk+1(t), k = 0, . . . , t > 0, (41)

где s0(t) = 1 для t > 0.

Теперь мы можем рассматривать функции, построенные с помощью
(40) (или (41)), как моменты спектральной меры некоторой матрицы
Якоби, коэффициенты которой (в зависимости от t) мы называем ре-
шением (1)–(2).

Замечание 1. Тот факт, что числа sk(t) для всех t > 0 опреде-
ленные по формуле (40) действительно являются моментами некото-
рой борелевской меры на R и, таким образом, соответствуют матрице
Якоби (которая зависит от t) следует из наблюдения, что для любо-
го t > 0, sk(t) = 1

Ωα(t)γk(t), где γk(t) – моменты меры e2λtdρ0
∞, α(λ):
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γk(t) =
∞∫

−∞

λke2λt dρ0
∞, α(λ). И, по существу, они удовлетворяют усло-

виям теоремы 1. Можно также использовать аргументы конечномер-
ного случая и теорему 1, чтобы показать, что все соответствующие
детерминанты положительны.

Мы завершаем статью следующей теоремой.

Теорема 2. Если спектральная мера d ρ0
∞, α(λ) оператора A0, соот-

ветствующего данным Коши (2), удовлетворяет ограничению (39),
то решение an(t), bn(t), n = 1, 2, . . . системы (1)–(2) определяется че-
рез моменты sk(t), k = 0, 1, . . ., которые удовлетворяют рекуррент-
ному соотношению (41) и задаются формулами (40).

Формулы для восстановления ak(t), bk(t) из sk(t) являются стан-
дартными и приведены в [1, 11, 14, 20]
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