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§1. Введение

Оператор Мёлера1 является самосопряженным ограниченным инте-
гральным оператором, определяемым выражением

[Du](x) :=
1

π

1
∫

0

u(y)

x+ y
dy (1)

в пространстве L2(0, 1). Этот оператор естественным образом возника-
ет при изучении спектральных задач для лапласианов с сингулярны-
ми потенциалами, имеющими носитель на конических или клиновид-
ных поверхностях [1–3]. Соответствующие задачи сводятся к некото-
рым функционально-разностным уравнениям, а затем, к возмущенно-
му оператору Мёлера, который рассматривается как компактное воз-
мущение оператора Мёлера (1). Примечательно, что последнюю мо-
дель можно назвать явно разрешимой, это означает, в частности, что
ее спектр и соответствующие собственные значения могут быть най-
дены явно. Описав спектральные свойства этого оператора, мы за-
тем рассмотрим асимптотическое поведение решения задачи Коши на
больших временах (t → ∞),

i
∂φ(x, t)

∂t
+ [Dφ](x, t) = 0, φ(x, 0) = f(x), (2)

f ∈ L2(0, 1), решение который имеет вид φ(x, t) = exp{−itD} f(x).

Ключевые слова: оператор Мёлера, спектральные свойства, асимптотика, опе-
ратор эволюции.

Работа частично поддержана Российским Научным Фондом, 17-11-01126.
1По-видимому, Мёлер был первым, кто смог диагонализировать оператор с яд-

ром 1/(x + y) на полуоси. Однако позже Диксон (см. [10], раздел 11.18) решил
(по-видимому, независимо) интегральное уравнение с этим ядром на отрезке [0, 1]
путем приведения к интегральному уравнению типа свертки на полуоси.
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В следующих разделах мы используем модифицированное преобра-
зование Мёлера–Фока, которое диагонализует оператор Мёлера, опи-
шем его спектр и соответствующие “собственные функции”. Мы также
получим резольвенту оператора. Затем, эта информация использует-
ся для построения оператора эволюции exp{−itD}, соответствующего
задаче (2). Применяя традиционные асимптотические методы к инте-
гральному представлению решения задачи Коши, мы получаем оценки
ее поведения на больших временах.

Оператор Мёлера может быть формально изучен похожим образом
как и операторы Карлемана [12] или Ханкеля [8], однако, так как он
имет некоторое специальное ядро, разумно и поучительно изучать его
спектральные свойства напрямую, не обращаясь к известным резуль-
татам для операторов Карлемана или Ханкеля.

§2. Модифицированное преобразование Мёлера–Фока
и его примененние для оператора Мёлера в L2(0, 1)

В этом параграфе мы используем известные результаты по традици-
онному преобразованию Мёлера–Фока [7]. Сначала, рассмотрим функ-

ции F такие, что
1
∫

0

|F (y)|√
y log(1 + 1/y) dy <∞, F ∈ L2(0, 1). Мы введем

Pp(x) =

√

p tanh(πp)

x
Pip−1/2(1/x) (3)

с асимптотикой (см. [6], 8.772(1))

Pp(x)=

√

p tanh(πp)

x

(

Γ(−ip)

Γ(−ip+1/2)

[x

2

]1/2−ip
+

Γ(ip)

Γ(ip+1/2)

[x

2

]1/2+ip
)

×
(

1√
π
+O(x2)

)

,

(4)

x→ 0+, p > 0, и Pp(x) = O(1) при p→ ∞, 1 > x > 0. Функции (3) ве-
щественны для p > 0, в частности, P0(x) > 0. Напомним, что функция
Лежандра (с x−1 = coshα) определяется в [6], 8.715,

Piτ−1/2(coshα) =

√
2

π

α
∫

0

cos(τt) dt√
coshα− cosh t

. (5)

Традиционное преобразование Мёлера–Фока [7, (Гл. 7)] приводит
к требуемой модифицированной версии преобразования Мёлера–Фока
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(мМФ-преобразование)

F (x) =

∞
∫

0

Pp(x)F
∗(p) dp, (6)

F ∗(p) =

1
∫

0

Pp(x)F (x) dx, (7)

где F ∗ регулярна в p = 0, абсолютно интегрируема на [0,∞) с локально
суммируемой производной.

Выражения (7), (6) (вместе с (3)) рассматриваются как модифици-
рованное преобразование Мёлера–Фока. Равенство Парсеваля прини-
мает вид [9]

1
∫

0

Q(x)F (x) dx =

∞
∫

0

Q∗(p)F ∗(p) dp.

Справедливо следующее соотношение

1
∫

0

[F (x)]2 dx =

∞
∫

0

[F ∗(p)]2 dp.

Мы используем известгую формулу Мёлера [7], (7-4-15),

∞
∫

1

Pip−1/2(s)

s+ v
ds = π

Pip−1/2(v)

cosh(πp)
(8)

при v > 1 и p ∈ [0,∞) и формулу обращения, [7],(7-6-28)

∞
∫

0

p tanh(πp)
Pip−1/2(s)Pip−1/2(v)

cosh(πp)
dp =

1

π (s+ v)
, s, v > 1. (9)

Заменим переменную интегрирования на s = 1/y и введем x = 1/v
в (8), таким образом, получим

1

π

1
∫

0

Pp(y)

x+ y
dy =

Pp(x)

cosh(πp)
. (10)
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Из соотношения (9) следует спектральное уравнение для оператора
Мёлера D,

[DPp](x) = µ(p)Pp(x),

где

µ = µ(p) =
1

cosh(πp)
. (11)

Уравнение (11) описывает однозначное отображение квазиимпульса
p > 0 и энергии µ, (0 < µ 6 1) так, что его обращение имеет вид

p = p(µ) = log([1 +
√

1− µ2]/µ) > 0 .

Мы видим, что Pp(x) является обобщенной собственной функцией не-
прерывного спектра σ(D) = [0, 1] самосопряженного оператора D.2

Обобщенная ортогональность и полнота этих функций принимают вид

1
∫

0

Pp(x)Pq(x) dx = δ(p− q),

∞
∫

0

Pp(x)Pp(y) dp = δ(x− y).

§3. Резольвента оператора Мёлера

Мы найдем резольвенту, решая уравнение [Du](x) − µu(x) = f(x)

в L2(0, 1) и, принимая во внимание (11), получим
(

1
cosh(πp) − µ

)

u∗(p) =

f∗(p) и

u∗(p) = f∗(p)
1

1
cosh(πp) − µ

= f∗(p)

(

− 1

µ
− 1

µ2

1

cosh(πp)− µ−1

)

.

Мы используем (6) (µ /∈ σ(D)), имеем

u(x) = − 1

µ







f(x) +
1

π

1
∫

0

a(x, y;µ) f(y) dy







с

a(x, y;µ) = π

∞
∫

0

Pp(x)Pp(y)

µ cosh(πp)− 1
dp. (12)

2Заметим, что формула (9) может быть также записана как

1

π (x+ y)
=

∞∫

0

Pp(x)Pp(y)

cosh(πp)
dp .
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Таким образом, мы приходим к

u(x) = [D − µ]−1f(x) = − 1

µ
{I +Aµ} f(x) (13)

и Aµ оператор, определяемый в L2(0, 1) выражением

[Aµf ](x) =
1

π

1
∫

0

a(x, y;µ) f(y) dy , (14)

где ядро задается формулой (12). Полезно отметить, что ядро a(x, y;µ)
решает интегральное уравнение (тождество Гильберта для резольвен-
ты)

µa(x, y;µ) =
1

x+ y
+

1

π

1
∫

0

a(y, z;µ)

z + x
dz.

Резольвента, является голоморфной оператор-функцией µ /∈ σ(D).
Она имеет конечные пределы на сторонах разреза вдоль отрезка (0, 1).
Она также ограничена в µ = 1 и ядро a допускает оценку

|a(x, y;µ)| 6 C
1 + | log x log y|√

xy
, (x, y) ∈ (0, 1]× (0, 1]

в некоторой окрестности µ = 1.

§4. Асимптотика решения задачи Коши на больших
временах

Решение задачи Коши (2) представляется в виде

φ(x, t) = exp{−itD} f(x)

=

∞
∫

0

e−itDPp(x) f
∗(p) dp =

∞
∫

0

e−it µ(p)Pp(x) f
∗(p) dp,

где µ(p) = 1/ cosh(πp),

f∗(p) =

1
∫

0

Pp(x) f(x) dx
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предполагается достаточно гладким и убывающим на бесконечности.
Мы используем представление (5) функции Лежандра и поменяем по-
рядок интегрирований, что оправдано, имеем

φ(x, t) =
1

π
√
2x

α(x)
∫

0

dv
√

coshα(x)− cosh v

×





∞
∫

−∞

dp
√

p tanh(πp)f∗(p) eit[pv/t−µ(p)]



 ,

(15)

где f∗(p) предполагается продолженным на (−∞, 0) как четная функ-

ция f∗(p) = f∗(−p), α(x) = arccosh(1/x) = log{1/x+
√
x−2 − 1}.

Вводя новую переменную интегрирования τ = − 2v
πt , из (15) прихо-

дим к

φ(x, t) =
t

2
√
2x

0
∫

−ω(x,t)

dτ ψ(τ, t)
√

coshα(x) − cosh (πt τ/2)
, (16)

где

ψ(τ, t) =

∞
∫

−∞

dpF∗(p) e
it(−π τ

2 p− 1
cosh(πp) ),

ω(x, t) = 2α(x)
π t , F∗(p) =

√

p tanh(πp)f∗(p), а f∗ считается гладкой и
быстро убывающей на бесконечности.

Мы вычисляем асимптотику ψ(τ, t) при t→ ∞, которая равномерна
по τ ∈ [−ω(x, t), 0]. Для этого, мы найдем стационарные точки фазовой
функции

Φ(p, τ) = −π τ
2
p − 1

cosh(πp)
.

Необходимо решить уравнение

Φ′
p(p, τ) = −π τ

2
+

π sinh(πp)

1 + sinh2(πp)
= 0,

где τ параметр. Для отрицательных τ ∈ (−1, 0) последнее уравнение
имеет два отрицательных решения pj(τ), j = 1, 2, так как нечетная

функция − π sinh(πp)
1+sinh2(πp)

достигает максимума π/2 в πp = − log(
√
2 + 1).

Эти корни сливаются, когда τ = −1, затем становятся комплексными
для τ < −1. Таким образом, мы имеем ситуацию двух сливающихся
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стационарных точек при τ = −1. В этом случае, вторая производная Φ
равна нулю в τ = −1, что следует из выражения

Φ′′
p2(p, τ) = π2 cosh(πp)[1 − sinh2(πp)]

[1 + sinh2(πp)]2
,

тогда как третья производная не ноль в этой точке,

Φ′′′
p3(p, τ) = π2 d

dp

(

cosh(πp)

[1 + sinh2(πp)]2

)

[1 − sinh2(πp)]

+ π2

(

cosh(πp)

[1 + sinh2(πp)]2

)

d[1 − sinh2(πp)]

dp
.

Стационарные точки находятся явно

pj(τ)=
1

π
arcsinh{σj(τ)/τ}=

1

π
log





σj(τ)

τ
+

√

σ2
j (τ)

τ2
+1



, j = 1, 2, (17)

где σ2
j (τ) = 1 +

(√
1− τ2

)

j
. В формулах (17) необходимо выделить

ветви квадратного корня и arcsinh. Ветви
(√

1− τ2
)

j
различаются ин-

дексом j и выбираются следующим образом. Мы проводим разрезы из
точек ±1 в ±∞ соответственно и полагаем, что

(√
1− τ2

)

1
|τ=0 = 1 для

j = 1, тогда как
(√

1− τ2
)

2
|τ=0 = −1 для j = 2. Определим теперь

ветвь arcsinh(ζ). Проводим разрезы из ±i в ±i∞ соответственно, счи-
тая, что arcsinh(0) = 0. Полезно проследить изменение σj(τ)/τ , когда τ
проходит из −∞ в −1 и, затем, в −0 вдоль вещественной оси. В этом
случае σ1(τ)/τ движется из −∞ вдоль вещественной оси в −1 и, затем,
становясь комплексным, вдоль дуги единичной окружности в нижней
полуплоскости в точку −i. Таким же образом, σ2(τ)/τ движется из −0
вдоль вещественной оси к −1 и, затем, становясь комплексным, вдоль
дуги единичного радиуса в верхней полуплоскости к точке i. Это поз-
воляет вычислить положение pj(τ) на комплексной плоскости, когда τ
идет из −∞ к −1 и, затем, в −0. Напомним, что, если τ = −1,

p1(−1) = p2(−1) = − 1

π
log(

√
2 + 1).

Заметим, что мы также имеем (τ < 0)

pj(τ) =
1

π
log

(

σj(τ)

τ
+

√

2σj(τ)

τ2

)

, j = 1, 2.
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Отметим, что p2(τ) → −0 при τ → −0 и p1(τ) → −∞ при τ → −0.
Используем равномерную версию метода стационарной фазы [5] для

сливающихся стационарных точек. Введем переменную ζ = ζ(p) в со-
ответствии с

Φ(p, τ) = a0(τ) − a1(τ)ζ +
ζ3

3
.

Стационарные точки p1(τ) и p2(τ) соответствуют нулям

Φ′
p(p, τ) = (−a1(τ) + ζ2)

dζ

dp

так, что ζ1 =
√

a1(τ), ζ2 = −
√

a1(τ). Введем

a0(τ)=
Φ(p1(τ), τ)+Φ(p2(τ), τ)

2
, a1(τ)=

[Φ(p2(τ), τ)−Φ(p1(τ), τ)]
2/3

(4/3)2/3
.

Мы находим (см. [5]), что (t → ∞)

ψ(τ, t) =
ψa(τ, t)

t1/3

(

1 +O(t−1/3)
)

,

ψa(τ, t) =
√
π ei

t
2
[Φ(p1(τ),τ)+Φ(p2(τ),τ)]

×

{(

F∗(p)

√

−2
√

a1(τ)

Φ′′

p2
(p,τ)

∣

∣

∣

∣

∣

p=p2(τ)

+F∗(p)

√

2
√

a1(τ)

Φ′′

p2
(p,τ)

∣

∣

∣

∣

p=p1(τ)

)

v(−t2/3a1(τ ))

+ i

t1/3

(

F∗(p)
√

−2√
a1(τ)Φ

′′

p2
(p,τ)

∣

∣

∣

∣

∣

p=p2(τ)

−F∗(p)
√

2√
a1(τ)Φ

′′

p2
(p,τ)

∣

∣

∣

∣

∣

p=p1(τ)

)

×v′(−t2/3a1(τ ))

}

,

(18)

где v(·) (и v′(·)) функция Эйри (и ее производная), имеющая асимп-
тотику

v(z) =
1

2

e−
2
3 z

3/2

z1/4

(

1 +O
(

z−3/2
))

, z → ∞ ,

v(z) =
cos[ 23 (−z)3/2 − π

4 ]

(−z)1/4
(

1 +O
(

(−z)−3/2
))

, z → −∞ .
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Асимптотика представления для φ(x, t) принимает вид

φ(x, t) =
t2/3

2
√
2
√
x

0
∫

−ω(x,t)

dτ
√

coshα(x)ψa(τ, t)
√

coshα(x) − cosh (πt τ/2)
(1+O(t−1/3)) . (19)

Для произвольного x ∈ [0, 1] выражения (18), (19) не упрощаются.
Однако, если переменная x не слишком мала, а именно,3

1 > x > 2 exp(−πt/2− Ct−1+δ)

для некоторого C > 0 и малого δ > 0, аргументы функции Эйри и
ее производных велики при t → ∞ и можно использовать их асимп-
тотики. Выражения для ψa(τ, t) упрощаются. Стационарные точки не
близки и традиционный метод стационарной фазы применяется для
вычисления асимптотики ψ(τ, t). Мы находим

φ(x, t) =

√
πt

2
√
x

0
∫

−ω(x,t)

dτ
√

coshα(x)(1 +O(t−1/3))
√

coshα(x) − cosh (πt τ/2)

×
(

F∗(p2(τ))
√

|Φ′′

p2
(p2(τ),τ)|

eitΦ(p2(τ),τ)+iπ/4+ F∗(p1(τ))
√

|Φ′′

p2
(p1(τ),τ)|

eitΦ(p1(τ),τ)−iπ/4

)

.

(20)
Асимптотика (20) позволяет выписать очень грубую оценку

|φ(x, t)| 6 C

√
πt

2
√
x

0
∫

−ω(x,t)

dτ
√

coshα(x)
√

coshα(x)− cosh (πt τ/2)

×
(

|F∗(p2(τ)| +
|F∗(p1(τ))|
√

|τ |

)

. (21)

Однако, вместо (21), также полезно описать более точно поведение φ
при t→ ∞.

Для того, чтобы упростить интеграл в (20) асимптотически мы ис-
пользуем подход [11], хотя и с некоторыми его вариациями.

3В этом случае имем 0 6 −ω(x, t) 6 −1 + Ct−δ.
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§5. Асимптотическое упрощение (20), когда
1 > x > 2 exp(−πt/2 −Ct−1+δ)

Представим (20) в виде двух слагаемых

φ(x, t) = φ1(x, t) + φ2(x, t),

где

φ1(x, t) =

√
πt

2
√
x

0
∫

−ω(x,t)

dτ
√

coshα(x)
√

coshα(x) − cosh (πt τ/2)

× F∗(p2(τ))
√

|Φ′′
p2(p2(τ), τ)|

eitΦ(p2(τ),τ)+iπ/4, (22)

и упростим интеграл асимптотически при t→ ∞. Для этого, заметим,
что фазовая функция

ψ1(τ) = Φ(p2(τ), τ) = −π τ
2
p2(τ) − 1

cosh(πp2(τ))

имеет первую производную

ψ′
1(τ) =

dΦ(p2(τ), τ)

dτ
= −π

2
p2(τ) = 0,

которая ноль в конце интегрирования τ = 0. Вторая производная

ψ′′
1 (τ) = −π

2

dp2(τ)

dτ

∣

∣

∣

∣

τ=0

= −1

4

отрицательна в этой точке, так как σ2(τ) = τ2/2 + O(τ4) и p2(τ) =
τ
2π +O(τ2). Напомним, что

Φ′′
p2(p2(τ), τ) = π2 cosh(πp2(τ))[1 − sinh2(πp2(τ))]

[1 + sinh2(πp2(τ))]2

равна π2 в τ = 0. Однако, на конце интегрирования в (22), τ = −ω(x, t)
имеем coshα(x) − cosh (πt τ/2) = 0 так, что традиционный метод ста-
ционарной фазы следует модифицировать надлежащим образом.

Для этого, введем новую переменную интегрирования θ = τ+ω(x, t)
и получим

φ1(x, t) =

√
πt

2
√
x

ω(x,t)
∫

0

dθ√
θ
g(θ, ω) eitΨ(θ,ω) , (23)
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где

Ψ(θ, ω) = Φ(p2(θ − ω), θ − ω),

g(θ, ω) =

√

coshα(x)
√
θ

√

coshα(x)−cosh (πt[θ−ω(x, t)]/2)
F∗(p2(τ)) eiπ/4
√

|Φ′′
p2(p2(τ), τ)|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

θ=τ+ω(x,t)

.

Функция g непрерывна на интервале интегрирования. Мы воспользу-
емся идеями работы [11] и оценим асимптотически интеграл (23) с ал-
гебраической сингулярностью медленно меняющейся функции
1√
θ
g(θ, ω) на пути интегрирования.

Мы введем новую переменную интегрирования z в соответствии с

Ψ(θ, ω)−Ψ(0, ω) = −[z2/2 + a(ω)z].

Мы считаем, что, если θ = 0, то z = 0 и, если θ = ω, то z = −a(ω), где

a(ω) = −
√

2(Ψ(θ, ω)−Ψ(0, ω)).

В этом cлучае

dθ

dz

∣

∣

∣

∣

z=−a

= −z + a(ω)

Ψ′
θ(θ, ω)

∣

∣

∣

∣

z=−a

= − 1

Ψ′′
θ2(ω, ω)

dθ
dz

∣

∣

z=−a

и
dθ

dz

∣

∣

∣

∣

z=0

= − a(ω)

Ψ′
θ(0, ω)

> 0.

Интеграл для φ1 принимает вид

φ1(x, t) =

√
πt

2
√
x
eitΨ(0,ω)

−a(ω)
∫

0

dz√
θ

dθ

dz
g(θ, ω) e−it[z2/2+a(ω)z] . (24)

Введем обозначение, используя функцию G(z),

z−1/2G(z) =
g(θ, ω)√

θ

dθ

dz
и также положим

G(z) = b0(ω) + b1(ω)z + z(z + a)2G1(z),

где последнее равенство может считаться определением G1. Мы най-
дем b0 и b1, полагая z = 0 и z = −a,

b0 = G(0) = g(0, ω)

√

dθ

dz

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

, b1 =
G(−a(ω))−G(0)

−a(ω) .
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Для того, чтобы завершить асимптотическую редукцию (24), под-
ставляя G(z) в подынтегральное выражение, проинтегрируем по ча-
стям в

−a(ω)
∫

0

dz
√
z (z+a)2G1(z) e

−it[z2/2+a(ω)z] =
1

it

−a(ω)
∫

0

dz e−it[z2/2+a(ω)z]G2(z),

где G2(z) = G1(z)
(

1
2
√
z
(z + a) +

√
z
)

+ dG1(z)
dz

√
z(z + a). В результате,

мы находим, что

φ1(x, t) =

√
πt eitΨ(0,ω)

2
√
x

(

b0(ω)

−a(ω)
∫

0

dz√
z
e−it[z2/2+a(ω)z]

+ b1(ω)

−a(ω)
∫

0

dz
√
z e−it[z2/2+a(ω)z] +

1

it
J1(ω, t)

)

,

(25)

где

J1(ω, t) =

−a(ω)
∫

0

dz e−it[z2/2+a(ω)z]G2(z) .

Интегралы в (25) являются родственными функции Вебера (цилин-
дрической функции) Dr(s). Мы введем обозначения

W0(s) =

s
∫

0

dz√
z
e−i[z2/2−sz]

и

W1(s) =

s
∫

0

dz
√
z e−i[z2/2−sz] .

Асимптотика φ1 принимает вид (ω = ω(x, t))

φ1(x, t) =

√
πt eitΨ(0,ω)

2
√
x

(

b0(ω)

t1/4
W0(−

√
ta(ω))

+
b1(ω)

t3/4
W1(−

√
ta(ω)) +

1

it
J1(ω, t)

)

. (26)
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5.1. Асимптотика φ2(x, t). Рассмотрим, наконец,

φ2(x, t) =

√
πt

2
√
x

0
∫

−ω(x,t)

dτ
√

coshα(x) e−iπ/4

√

coshα(x)−cosh (πt τ/2)

× F∗(p1(τ))
√

|Φ′′
p2(p1(τ), τ)|

eitχ(τ). (27)

Фазовая функция χ(τ) := Φ(p1(τ), τ) = −π τ
2 p1(τ)− 1

cosh(πp1(τ)
не имеет

нулей первой производной на интервале интегрирования и монотонна,
однако подынтегральное выражение имеет осбенности типа квадрат-

ного корня на концах интегрирования, в частности,
√

|Φ′′
p2(p1(τ), τ)| ∼√

−τ . Отметим также, что χ(τ) ∼ − τ
2 log (−τ) при τ → 0−, тогда как

χ′(τ) = −π
2 p1(τ) ∼ − 1

2 log(−τ) при τ → 0−.
Новая переменная интегрирования z = χ(t) in (27) приводит к вы-

ражению

φ2(x, t) =

√
πt

2
√
x

0
∫

−z∗

dτ eit z

log(−τ)
√

−τ(τ + ω)
h(τ, x, t) ,

где −z∗ = −z∗(x, t) := χ(−ω(x, t)),

h(τ, x, t) =

√

coshα(x) e−iπ/4 log(−τ)
√

−τ(τ + ω)
√

coshα(x) − cosh (πt τ/2)χ′(τ)

F∗(p1(τ))
√

|Φ′′
p2(p1(τ), τ)|

.

Введем функцию H(z) равенством

H(z)

log(−z)
√

−z(z + z∗)
=

h(τ, x, t)

log(−τ)
√

−τ(τ + ω)
,

подразумевая также слудующее представление для H

H(z) = C0(x, t) + C1(x, t)z + (−z)(z + z∗)H2(z).

Очевидно, что

C0(x, t) = H(0), C1(x, t) =
H(0)−H(−z∗)

z∗
.
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Мы приходим к

φ2(x, t) =

√
πt

2
√
x

{

C0(x, t)

0
∫

−z∗

dz eit z

log(−z)
√

−z(z + z∗)

+ C1(x, t)

0
∫

−z∗

dz z eitz

log(−z)
√

−z(z+z∗)
+

0
∫

−z∗

dz eitz(−z)1/2
√

(z+z∗)
H2(z)

log(−z)

}

.

Интегрируя по частям в последнем интеграле, имеем

1

it

0
∫

−z∗

d
(

eit z
)

(−z)1/2
√

(z + z∗)
H2(z)

log(−z) =

− 1

it

0
∫

−z∗

dz eit z

(

H2(z)

(

−1

2 log(−z)

√

z + z∗
−z +

1

2 log(−z)

√

−z
z + z∗

+
1

log2(−z)

√

z + z∗
−z

)

+
dH2(z)

dz

(−z)1/2
√

(z + z∗)

log(−z)

)

.

Искомая асимптотическая оценка для φ2 теперь принимает вид
(ζ = tz, ζ∗ = ζ∗(x, t) := tz∗(x, t))

φ2(x, t) =

√
πt

2
√
x

{

C0(x, t)

0
∫

−ζ∗(x,t)

dζ eiζ

[log(−ζ)−log t]
√

−ζ(ζ+ζ∗(x, t))

+
C1(x, t)

t

0
∫

−ζ∗(x,t)

dζ ζ eiζ

[log(−ζ)−log t]
√

−ζ(ζ+ζ∗(x, t))
(1 +O(1/t))

}

.

(28)

Асимптотические выражения (28) и (26) определяют требуемую
оценку для φ(x, t) = φ1(x, t) + φ2(x, t).
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