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§1. Введение

В данной работе мы предлагаем асимптотику на бесконечности в
конфигурационном пространстве решения квантовой задачи рассея-
ния трех трехмерных одноименно заряженных частиц, включающую
описание процессов однократного и двукратного перерассеяния, в том
числе в областях, где одна из парных координат Якоби оказывается
ограниченной. Асимптотики такого рода известны уже давно, начи-
ная с первых работ С. П. Меркурьева [1–3]. Не претендуя на полно-
ту, упомянем также работы Е. О. Альта и А. Мухамеджанова [5, 6],
в которых в старшем порядке асимптотики типа искаженной шести-
мерной плоской волны [4] были распространены в области, в которых
одна из парных координат Якоби становится ограниченной. Позднее в
рамках дифракционного подхода в задаче рассеяния [7,8] асимптотики
такого типа были продолжены также в области, отвечающие окрестно-
стям парных напрвлений рассеяния вперед в работах В. С. Буслаева и
С. Б. Левина [9,10]. В данной работе будет построено уточнение асимп-
тотики вида [9, 10], отвечающее включению в рассмотрение процессов
двукратного перерассеяния. При этом будет высказана гипотеза, опи-
сывающая структуру продолжения уточненной асимптотики в обла-
сти, где одна из парных координат Якоби становится ограниченной.

Ключевые слова: квантовая задача трех тел, кулоновские парные потенциалы,
асимптотики собственных функций, двукратные перерассеяния.
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§2. Постановка задачи

Мы рассматриваем здесь собственные функции абсолютно непре-
рывного спектра оператора Шредингера

H = −∆x −∆y +

3
∑

j=1

vj(xj), vj(x) →
x→∞

cj
x
, cj > 0

задачи рассеяния трех трехмерных одноименно заряженных кванто-
вых частиц. Здесь (xj ,yj), j = 1, 2, 3, xj ,yj ∈ R

3 – пары координат
Якоби, xj = |xj |. Для простоты мы полагаем массы частиц одинако-
выми и равными единице.

Мы ищем асимптотику решения уравнения Шредингера

(H − E)Ψ = 0,

вида

Ψas = Ψ(1)eiW . (1)

В качестве начального приближения Ψ(1) мы выбираем так называе-
мое ВВК-приближение ΨBBK [4] для решения типа искаженной плос-
кой волны

Ψ(1) = ΨBBK = ei〈k,x〉ei〈p,y〉
3
∏

j=1

Φj(xj ,kj). (2)

Здесь использованы также следующие обозначения:

Φj(xj ,kj) ≡ Φ(−iηj , 1, ikjxj(1 − 〈k̂j , x̂j〉)), j = 1, 2, 3 (3)

– вырожденная гипергеометрическая функция [11], ηj =
cj
2kj

– пара-

метр Зоммерфельда, моменты kj , pj , j = 1, 2, 3, kj ,pj ∈ R
3 являются

сопряженными по Фурье координатам Якоби (xj , yj).
Неизвестная медленно меняющаяся функция W (X,P) определяет-

ся с помощью метода невязок или, иначе говоря, из условия быстрого
убывания невязки Q решения уравнения Шредингера на бесконечно-
сти в конфигурационном пространстве

−Q[Ψas] ≡ (H−E)Ψas = O(1/R3−δ), R =
√

x2 + y2, 0 < δ ≪ 1, (4)

X = (x,y), P = (k,p), X,P ∈ R
6.

Положительный сколь угодно малый параметр δ вводится здесь для
того, чтобы не следить за возможным слабым логарифмическим ро-
стом.
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Забегая вперед, отметим, что скорость убывания невязки асимпто-
тики (при R → ∞) приближенного решения Ψas в уравнении Шредин-
гера фактически определяется скоростью убывания невязки первого
приближения, то есть функции Ψ(1) (1). Это приближение, как и сама
функция Ψas, может быть найдено методом характеристик для ли-
нейного дифференциального уравнения в частных производных пер-
вого порядка. При этом можно доказать характеристичность решения,
то есть его единственность. Следовательно, невязка приближенного
решения, найденного с помощью следующей итерации, должна убы-
вать на порядок быстрее. В противном случае решение, найденное на
предыдущем этапе, оказывается не единственным.

Исходя из сказанного выше, будем искать W в классе функций,
удовлетворяющих условиям

|∆W | = O(1/R3−δ), |∇W |2 = o(1/R3−δ). (5)

Стоит отметить, что в работе [4] описана процедура поиска уточнения
решения ΨBBK (2) в произвольном младшем порядке.

Подставляя представление (1) в уравнение Шредингера, получаем

(H − E)Ψas = eiW (H − E)Ψ(1) + 2ieiW 〈∇Ψ(1),∇W 〉+O(1/R3−δ). (6)

Последнее соотношение приводит нас к так называемому градиентно-
му уравнению, определяющему поведение искомой фазовой функции
W (X,P):

2i〈∇Ψ(1),∇W 〉 = −(H − E)Ψ(1) = Q[Ψ(1)]. (7)

Мы пренебрегаем в уравнении (7) поправкой вида O(1/R3−δ).
Правая часть уравнения (7) имеет вид

Q[Ψ(1)] = ei〈P,X〉

×
{

k1k2〈x̂1 − k̂1, x̂2 − k̂2〉Φ′
1Φ

′
2Φ3 + k2k3〈x̂2 − k̂2, x̂3 − k̂3〉Φ1Φ

′
2Φ

′
3

+ k3k1〈x̂3 − k̂3, x̂1 − k̂1〉Φ′
1Φ2Φ

′
3

}

.

Здесь штрих обозначает производную по аргументу.
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Поделив левую и правую части уравнения (7) на ei〈P,X〉Φ1Φ2Φ3,
запишем его в явном виде:

〈

k1 + k1(x̂1 − k̂1)
Φ′

1

Φ1
− 1

2
k2(x̂2 − k̂2)

Φ′
2

Φ2
− 1

2
k3(x̂3 − k̂3)

Φ′
3

Φ3
,∇xW

〉

+

〈

p1 −
√
3

2
k2(x̂2 − k̂2)

Φ′
2

Φ2
+

√
3

2
k3(x̂3 − k̂3)

Φ′
3

Φ3
,∇yW

〉

= −k1k2
2

〈x̂1 − k̂1, x̂2 − k̂2〉
Φ′

1Φ
′
2

Φ1Φ2
− k2k3

2
〈x̂2 − k̂2, x̂3 − k̂3〉

Φ′
2Φ

′
3

Φ2Φ3

− k3k1
2

〈x̂3 − k̂3, x̂1 − k̂1〉
Φ′

3Φ
′
1

Φ3Φ1
. (8)

Полученное линейное дифференциальное уравнение в частных про-
изводных первого порядка разрешимо методом характеристик [12].
Для определенности свяжем описание шестимерного вектора X ∈ R

6

конфигурационного пространства с парой координат Якоби (x1,y1):

X = (x11, x12, x13, y11, y12, y13),

∇XW =

(

∂W

∂x11
,
∂W

∂x12
,
∂W

∂x13
,
∂W

∂y11
,
∂W

∂y12
,
∂W

∂y13

)

и введем для удобства следующие обозначения для координат:

zj ≡ x1j , z3+j ≡ y1j , j = 1, 2, 3.

В этих терминах уравнение (8) принимает вид

6
∑

i=1

aiWzi = a, (9)

где функции координат ai, a, i = 1, 2, ..., 6 определяются структурой
уравнения (8).

Тогда в каждой точке пространства X, W на поверхности W =
W (z1, z2, . . . , z6) характеристическое направление

dz1 : dz2 : dz3 : · · · : dz6 : dW = a1 : a2 : a3 : · · · : a6 : a

является касательным к поверхности. Определим семейство характе-
ристических кривых, соответствующих дифференциальному уравне-
нию (8). Таким семейством окказывается 6-параметрическое семейство
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кривых в пространстве X, W , заданное системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

dzi
ds

= ai,
dW

ds
= a, i = 1, 2, . . . , 6. (10)

Асимптотика правых частей этих уравнений при |zi| ≫ 1 имеет вид:

aj = k1j − i
c1
2x̃1

(

x1j
x1

− k1j
k1

)

+
1

2
i
c2
2x̃2

(

x2j
x2

− k2j
k2

)

+
1

2
i
c3
2x̃3

(

x3j
x3

− k3j
k3

)

+O(1/R2−δ), j = 1, 2, 3,

aj = p1j +

√
3

2
i
c2
2x̃2

(

x2j
x2

− k2j
k2

)

−
√
3

2
i
c3
2x̃3

(

x3j
x3

− k3j
k3

)

+O(1/R2−δ), j = 4, 5, 6,

a =
1

2
〈x̂1 − k̂1, x̂2 − k̂2〉

c1c2
4x̃1x̃2

+
1

2
〈x̂2 − k̂2, x̂3 − k̂3〉

c2c3
4x̃2x̃3

+
1

2
〈x̂3 − k̂3, x̂1 − k̂1〉

c3c1
4x̃3x̃1

+O(1/R3−δ).

Мы пользуемся здесь обозначениями

x̃j = ikjxj(1− 〈k̂j , x̂j〉), j = 1, 2, 3,

а также асимптотикой вырожденной гипергеометрической функции
при больших аргументах:

Φ
(

−i c
2k
, 1, iσ

)

= e−i c
2k

ln |σ| (1 +O(1/|σ|)) , |σ| ≫ 1. (11)

Мы принимаем также в расчет преобразование поворота между раз-
личными парами координат Якоби. В частности

x2 = −
√
3

2
y1 −

1

2
x1, x3 =

√
3

2
y1 −

1

2
x1. (12)

В этих терминах мы можем описать структуру поправочного члена в
приближении искаженных плоских волн.
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§3. Построение поправочного члена в представлении

искаженной плоской волны методом

характеристик

Вернемся к системе уравнений (10). Запишем ее решение в следую-
щем виде:

zj(s) = dj(t) + k1js−
c1

2k1k1j
ln |k1x1(1− 〈k̂1, x̂1〉)|

− c2
2k2k1j

ln |k2x2(1− 〈k̂2, x̂2〉)|−

− c3
2k3k1j

ln |k3x3(1− 〈k̂3, x̂3〉)|+O(1/R1−δ), j = 1, 2, 3. (13)

При этом зависимость от переменной s в правой части уравнения (13)
содержится лишь в компоненте x1j вектора x1 = (x11, x12, x13) и при-
нимает вид

x1j = dj(t) + k1js. (14)

Аналогично, для оставшихся трех компонент решения

zj+3(s) = gj(t) + p1js−
c1

2k1p1j
ln |k1x1(1 − 〈k̂1, x̂1〉)|

− c2
2k2p1j

ln |k2x2(1 − 〈k̂2, x̂2〉)|−

− c3
2k3p1j

ln |k3x3(1 − 〈k̂3, x̂3〉)|+O(1/R1−δ), j = 1, 2, 3. (15)

При этом зависимость от переменной s в правой части уравнения (15)
содержится лишь в компоненте y1j вектора y1 = (y11, y12, y13) и при-
нимает вид

y1j = gj(t) + p1js. (16)

Справедливость уравнений (13)-(16) проверяется непосредственно при
учете соотношений (12). Мы используем здесь обозначения dj(t) и
gj(t), j = 1, 2, 3 для функций, описывающих положение начальной
точки характеристики, интегрирование вдоль которой по ds приводит
к вычислению поправочной фазовой функции W (X,P).

Принимая во внимание асимптотическое поведение вырожденной
гипергеометрической функции (11), приходим к упрощенной записи
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решения (13, (15):

zj(s) = dj(t) + k1js−
i

k1j
ln(Φ1Φ2Φ3) +O(1/R1−δ), (17)

zj+3(s) = gj(t) + p1js−
i

p1j
ln(Φ1Φ2Φ3) +O(1/R1−δ), (18)

где функции Φi, i = 1, 2, 3 были описаны выше в уравнении (3). В
определенных выше выражениях мы выбираем главную ветвь лога-
рифма.

Таким образом, мы приходим к следующему результату. Каждая
компонента шестимерного вектора координаты X содержит линейный
рост по параметру s и логарифмическую поправку, что ведет к лога-
рифмической деформации траектории на больших расстояниях.

Фазовая поправка W (X,P) определяется одномерным интегралом

W (X,P)

=−1

2

∑

i,j∈{1,2,3};i6=j

kikj

S
∫

0

ds〈x̂i − k̂i, x̂j − k̂j〉
Φ′

iΦ
′
j

ΦiΦj
+O(1/R2−δ). (19)

Здесь компоненты вектора X как функции пары переменных (t, s)
определяются соотношениями (17)-(18).

Таким образом, фазовая поправка W (X,P) порождается интегра-
лом вдоль характеристики, параметризованной переменной s. Началь-
ная точка характеристики определяется на кривой, параметризован-
ной переменной t.

Нетрудно видеть, что найденное в (19) решение удовлетворяет урав-
нениям (5). Таким образом, фазовая поправка W (X,P) лежит в опре-
деленном условиями (5) классе функций.

Отметим, что представляется естественной следующая гипотеза:
В случае, когда одна из парных координат, например, x1 стано-

вится ограниченной,а y1 остается большой, справедлива замена ко-

ординат x2 и x3 следующего вида:

x2 = −
√
3

2
y1 −

1

2
x1 −→ x̃2 = −

√
3

2
y1 −

1

2
x̃1, (20)

x3 =

√
3

2
y1 −

1

2
x1 −→ x̃2 =

√
3

2
y1 −

1

2
x̃1. (21)
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Иначе говоря, во всех линейных комбинациях большой и ограниченной

переменных ограниченная переменная меняется на отношение гра-

диента решения парного уравнения Шредингера, отвечающего этой

ограниченной переменной, по моменту к самому решению:

x1 −→ x̃1 = −i∇k1
ψc(x1,k1)

ψc(x1,k1)
. (22)

Условие (22) было установлено в [9,10] применительно к продолжению
стандартного ВВК-приближения в асимптотические области конфигу-
рационного пространства, в которых одна из парных переменных Яко-
би становится ограниченной, а остальные парные переменные Якоби
велики.

Отметим, что условие (22) x1ψc(x1,k1) = −i∇k1
ψc(x1,k1), полу-

ченное независимо как условие сохранения скорости убывания невяз-
ки стандартного ВВК-приближения в трехчастичном уравнении Шре-
дингера в специальных асимптотических областях, имеет и другую
трактовку, впервые отмеченную в [13]. А именно, оно отражает фун-
даментальные принципы квантовой механики – условие квантования в
системах с набором больших и ограниченных квантовых переменных.
Эти соображения позволяют надеяться, что сформулированная вы-
ше гипотеза оказывается справедливой во всех порядках собственных
функций абсолютно непрерывного спектра трехчастичного оператора
Шредингера.

§4. Заключение

Мы получили поправку к асимптотике собственных функций абсо-
лютно непрерывного спектра оператора Шредингера задачи рассеяния
трех одноименно заряженных квантовых частиц (классическое ВВК-
приближение), отвечающей процессам 3 → 3. Результат описывается
уравнением (1) с учетом (19). Поправочные слагаемые в слабой асимп-
тотике полученного выражения убывают на бесконечности в конфигу-
рационном пространстве как O(1/R2−δ). Они могут быть интерпрети-
рованы как слагаемые отвечающие процессам двукратного перерассе-
яния. Невязка полученного выражения в уравнении Шредингера убы-
вает на бесконечности как O(1/R3−δ), то есть быстрее расходящейся
пятимерной круговой волны, убывающей как R−5/2. В этом смысле
асимптотика является полной. Мы предлагаем также продолжение по-
строенной асимптотики в области конфигурационного пространства, в
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которых одна из парных координат Якоби является ограниченной, а
две другие парные координаты велики.
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