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§1. Диффузионный полумарковский процесс

Пусть C – стандартное метрическое пространство непрерывных фун-
кций ξ, определённых на интервале [0,∞) со значениями из R (вы-
борочные траектории процесса), F – стандартная сигма-алгебра под-
множеств C и P – вероятностная мера на F . Непрерывный случайный
процесс общего вида X полностью характеризуется тройкой (C,F , P ),
где в некоторых случаях удобно рассматривать не одну вероятностную
меру, а согласованный набор вероятностных мер.

Пусть Xt (t > 0) – функция с параметром t на C, определяемая ра-
венством Xt(ξ) = ξ(t) (одно-координатная проекция траектории), и θt
– оператор сдвига на C, где θt(ξ) ∈ C и для любого s > 0 справедливо
Xs(θt(ξ)) = ξ(t + s). Мы будем также рассматривать класс T изме-
римых отображений τ , где для любых ξ справедливо 0 6 τ(ξ) 6 ∞
(случайные моменты времени, допускающие бесконечные значения),
а также класс T0 марковских моментов (времён), определяемых стан-
дартным образом.

Пусть τ ∈ T . На множестве {τ < ∞} определим функционал Xτ и
оператор θτ со случайным параметром, где

Xτ (ξ) ≡ Xτ(ξ)(ξ), θτ (ξ) ≡ θτ(ξ)(ξ).

Обозначим f2◦f1 ≡ f2(f1) (суперпозиция двух функций). Используя
это обозначение, на множестве

{τ1 < ∞, τ2 ◦ θτ1 < ∞}
можно записать

θτ2 ◦ θτ1 = θτ2(θτ1) = θτ2(θτ1 )(θτ1) = θτ3 ,
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где

τ3 ≡ τ1 + τ2(θτ1) ≡ τ1+̇τ2.

Это – так называемое сложение со сдвигом, определённое на множе-
стве τ1 < ∞. Заметим, что операция +̇ ассоциативна, но не перестано-
вочна.

Итак

θτ1+̇τ2
= θτ2 ◦ θτ1 .

Из последнего выражения следует:

θτ1+̇...+̇τn
= θτn ◦ . . . ◦ θτ1 . (1)

В дальнейшем будем обозначать Xτ ≡ X(τ), предполагая, что обе эти
функции случайны (зависят от ξ).

Пусть (Px) при x ∈ R – семейство вероятностных мер на F со свой-
ством Px(S) ≡ Px(X(0) = x, S) для любых x и множеств S ∈ F . Будем
предполагать, что это семейство измеримо относительно параметра x.

Марковский момент τ1 называется моментом регенерации семейства
мер (Px) (x ∈ R), если для любых x, Fτ1-измеримой функции f1 и F -
измеримой функции f2 справедливо равенство

Ex(f1 · (f2 ◦ θτ1); τ1 < ∞, τ2 ◦ θτ1 < ∞)

= Ex(f1 · EX(τ1)(f2; τ2 < ∞); τ1 < ∞),

где Fτ1 – стандартная сигма-алгебра событий (множеств), “предше-
ствующих” моменту τ1, и Ex(f ; S) – интеграл от функции f на мно-
жестве S по мере Px.

Для непрерывных полумарковских процессов особую роль играют
моменты первого выхода из открытых множеств. Пусть ∆ = (a, b), где
a < b. Обозначим σ∆ момент первого выхода процесса X из множе-
ства ∆. Известно (см. [1, c. 194]), что σ∆ является марковским момен-
том относительно натуральной фильтрации.

Непрерывный полумарковский процесс – это процесс, задаваемый
семейством мер (Px), для которого при любом ∆ марковский момент
σ∆ является моментом регенерации.

Обозначим

g∆(λ, x) = Ex (exp(−λσ∆); σ∆ < ∞, X(σ∆) = a) ,

h∆(λ, x) = Ex (exp(−λσ∆); σ∆ < ∞, X(σ∆) = b) .
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Это так называемые полумарковские переходные производящие функ-
ции. Известно (см. [2]), что система этих функций определяет полумар-
ковский процесс.

Пусть ∆1 = (c, d) и ∆ = (a, b), где ∆1 ⊂ ∆ и x ∈ ∆1. Из определе-
ния непрерывного полумарковского процесса следует, что выполняется
следуюшая система двух уравнений:

g∆(λ, x) = g∆1
(λ, x)g∆(λ, c) + h∆1

(λ, x)g∆(λ, d), (2)

h∆(λ, x) = g∆1
(λ, x)h∆(λ, c) + h∆1

(λ, x)h∆(λ, d), (3)

Непрерывный полумарковский процесс называется диффузионным
полумарковским процессом на интервале ∆, если каждая из этих фун-
кций удовлетворяет дифференциальному уравнению

1

2
y′′ +A(x)y′ −B(λ, x)y = 0 (4)

с краевыми значениями

g∆(λ, a) = h∆(λ, b) = 1, g∆(λ, b) = h∆(λ, a) = 0.

В этом уравнении A(x) – непрерывно дифференцируемая функция,
B(λ, x) – функция положительная, непрерывная по второму аргумен-
ту, неубывающая, непрерывно дифференцируемая по первому аргу-
менту и имеющая вполне монотонную частную производную по пер-
вому аргументу. Обоснование этого определения и, в частности, свой-
ство коэффициента A(x), который не зависит от λ, вытекает из свойств
преобразования Лапласа (см. [2, с. 159–163]).

При λ = 0 уравнение (4) переходит в уравнение

1

2
u′′ +A(x)u′ −B(0, x)u = 0,

где решение не зависит от λ. Известно (см., например, [3, с. 15]), что
случай B(0, x) ≡ 0 относится к марковскому диффузионному процессу
без обрыва. Это же свойство справедливо и для полумарковского диф-
фузионного процесса без бесконечного интервала постоянства (т.е. без
остановки “навсегда”). Это свойство следует из формулы (18) из ста-
тьи [4].

Граница a интервала (a, b) называется регулярной для непрерывно-
го полумарковского процесса, если для любого x ∈ (a, b) справедливо

Px(σ(a,b) < ∞, X(σ(a,b)) = a) > 0.
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Граница a интервала (a, b) называется недостижимой для непрерыв-
ного полумарковского процесса, если для любого x ∈ (a, b) справедли-
во

Px(σ(a,b) < ∞, X(σ(a,b)) = a) = 0.

Аналогично определяются регулярность и недостижимость правой
границы интервала (a, b).

Нас интересует диффузионный полумарковский процесс со значе-
ниями на интервале (a0, b0), для которого обе границы являются недо-
стижимыми.

В работе [5] были рассмотрены условия недостижимости границ ин-
тервала значений диффузионного полумарковского процесса, переход-
ные производящие функции которого задаются дифференциальным
уравнением (4) без слагаемого B(λ, x)u. Были получены необходимые
и достаточные условия недостижимости в терминах коэффициента
A(x). Однако в этой работе предельное распределение не рассматри-
валось.

§2. Альтернирующий процесс восстановления

Для нахождения предельного (при t → ∞) распределения мы ис-
пользуем результаты теории восстановления.

Процесс восстановления – это случайный, кусочно-постоянный про-
цесс Z с неубывающими траекториями, для которого длины интерва-
лов между скачками суть взаимно независимые положительные слу-
чайные величины (независимость понимается относительно некоторой
вероятностной меры P ).

Альтернирующий процесс восстановления X(t) это процесс восста-
новления для которого все нечётные интервалы между скачками име-
ют одно и то же распределение F1, а все чётные интервалы между
скачками имеют одно и то же распределение F2, где в общем случае
F1 6= F2 (названия нечётный и чётный определяются в соответствии с
последовательностью точек скачков кусочно постоянного процесса Z)
(см., например, [6]). Мы будем использовать следующую теорему тео-
рии альтернирующих процессов восстановления:

Теорема 1. Предел при t → ∞ вероятности того, что X(t) принад-

лежит чётному интервалу постоянства этого процесса равен вели-

чине p1, где

p1 =
m1

m1 +m2
,
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m1 и m2 суть математические ожидания длин нечётного и чётного

интервалов соответственно.

Доказательство приведено в книге [6, с. 98].

Пусть a0 < a < b < b0 и (∆n)
∞

n=1 – последовательность интерва-
лов, где ∆n ⊂ (a0, b0) и границы последнего интервала недостижи-
мы, а каждая внутренняя точка интервала регулярна. Эта последова-
тельность порождает множество неубывающих последовательностей
(T n

k )
∞

n=1, 1 6 k 6 n точек на временно́й оси, где

T 1
1 = σ∆1

, T n+1
k = T n

k +̇σ∆n+1
,

откуда

T n
k = σ∆k

+̇σ∆k+1
+̇ . . . +̇σ∆n

.

Определяем также T k−1
k = 0.

Пусть (tn) – произвольная последовательность чисел, (tn ∈ R). Рас-
смотрим множество последовательностей случайных величин (Sn

k )
n
k=1,

где

Sn
k = tkσ∆k

+ Sn
k+1 ◦ θσ∆

k
.

Определяем также Sn
n+1 = 0.

Отсюда получаем

Sn
k =

n
∑

m=k

tm σ∆m
◦ θTm−1

k

,

и, следовательно,

Sn
1 = t1σ∆1

+

n
∑

k=2

tk σ∆k
◦ θ

T
k−1
1

Пусть ∆n = (a0, b), если n нечётное, и ∆n = (a, b0), если n чётное.

Условие A. Для любого интервала ∆, где ∆ ⊂ (a0, b0) и ∆ 6= (a0, b0),
и x ∈ ∆ справедливо Px(σ∆ < ∞) = 1, а также Px(σ(a0,b0) < ∞) = 0.

Из этого условия и определения недостижимости границ интервала
(a0, b0) следует, что с Pa - вероятностью единица справедливо XTn

1
= b,

если n нечётное, и XTn

1
= a, если n чётное.

Кроме того, из условия A следует, что для любого n > 1 и 1 6 k 6 n

справедливо Px(T
n
k < ∞) = 1 и поэтому Ex(f ; T

n
k < ∞) = Ex(f).
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Лемма 1. Пусть a – начальная точка процесса X на интервале

(a0, b0) с недостижимыми границами. Если выполняется условие A,

то для любого n > 2 случайные величины T 1
1 , T

2
1 − T 1

1 , . . . T
n
1 − T n−1

1

суть взаимно независимые случайные величины относительно ме-

ры Pa.

Доказательство. Для упрощения записи до конца доказательства
леммы будем обозначать

τk ≡ σ∆k
; βk ≡ θτk ; φk ≡ tkτk,

а также опускать значок “◦” между операторами там, где это не вы-
зывает сомнения.

В этих обозначениях

Sn
k = φk + Sn

k+1βk,

где T 1
1 = τ1, T

0
1 = 0, а также θ0 – оператор тождественного преобразо-

вания (т.е. θ0(ξ) = ξ).
Методом обратной математической индукции получаем

Sn
k =

n
∑

m=k

φmθTm−1

k

. (5)

Из условия A следует, что

Ea(exp(iS
n
1 ) ; T

n−1
1 < ∞) = Ea(exp(iS

n
1 )),

где i ≡
√
−1 (мнимая единица).

Благодаря полумарковскому свойству процесса получаем

Ea(exp(iS
n
1 )) = Ea(exp(iφ1))Eb(exp(iS

n
2 ))

Так как постоянная функция (например, f ≡ 1) измерима относитель-
но любой сигма алгебры , то

Eb(exp(iS
n
2 )) = Ea(exp(iS

n
2 β1)).

Следовательно

Ea(exp(iS
n

1 )) = Ea(exp(iφ1))Ea(exp(iS
n

2 β1))

= Ea(exp(iφ1))Ea(exp(iφ2β1))Ea(exp(iφ3β2β1) . . . Ea(exp(iφnβn−1 . . . β1))

= Ea(exp(iφ1))Ea(exp(iφ2θT1
1
)Ea(exp(iφ

n

3 θT2
1
) . . . Ea(exp(iφnθ

T
n−1
1

))

= Ea(exp(it1τ1))Ea(exp(it2τ2θT1
1
)Ea(exp(it3τ3θT2

1
) . . . Ea(exp(itnτnθ

T
n−1
1

)).
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С другой стороны

Sn
1 = t1τ1 + t2τ2θT 1

1
+ t3τ3θT 2

1
+ · · ·+ tnτnθTn−1

1
.

Отсюда и из известной теоремы о многомерных характеристических
функциях (см., например, [?, с. 304]) следует, что случайные величины

τ1, τ2θT 1
1
, τ3θT 2

1
, . . . τnθTn−1

1

суть взаимно независимые случайные величины относительно меры Pa.
Из определения T n

1 и ассоциативного свойства операции +̇ следует,
что T n

1 − T n−1
1 = τnθTn−1

1
, где n > 1.

Лемма доказана. �

Из Леммы 1 следует, что точечный процесс Z ≡ Z(a, b), определя-
емый последовательностью точек T n

1 на временно́й оси, является аль-
тернирующим процессом восстановления с функциями распределения
F1(t) ≡ Pa(σ(a0,b) < t) на нечётных интервалах и F2(t) ≡ Pb(σ(a,b0) < t)
– на чётных.

§3. Предельная функция распределения

Обозначим

l(δ,β)(x) ≡ Ex(σ(δ,β); σ(δ,β)) < ∞, X(σ(δ,β)) = δ),

m(δ,β)(x) ≡ Ex(σ(δ,β); σ(δ,β)) < ∞, X(σ(δ,β)) = β),

где δ < x < β.
Пусть a0 < a < b < b0 и Nt(a, b) – событие: {в момент t случайная

величина Xt не принадлежит интервалу (b, b0) альтернирующего про-
цесса восстановления, соответствующего паре точек {a, b}}. Из этого
определения видно, что событие Nt(a, b) равно событию {Xt ∈ (a0, b)}.
Отсюда, согласно теореме 1, имеем выражение

lim
t→∞

Pa(Xt ∈ (a0, b)) =
m(a0,b)(a)

l(a,b0)(b) +m(a0,b)(a)
.

Отсюда следует, что на интервале (a, b0) эта дробь как функция от b

не убывает и стремится к единице, когда b → b0.
Пусть a0 < c < a < b0 и Mt(c, a) – событие: {в момент t случайная

величина Xt не принадлежит интервалу (a0, c) альтернирующего про-
цесса восстановления, соответствующего паре точек {c, a}}. Из этого
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определения видно, что событие Mt(c, a) равно событию {Xt ∈ (c, b0)}.
Отсюда, согласно теореме 1, имеем выражение

lim
t→∞

Pa(Xt ∈ (c, b0)) =
l(c,b0)(a)

l(c,b0)(a) +m(a0,a)(c)
.

Отсюда следует, что на интервале (a0, a) эта дробь как функция от c

не убывает и стремится к единице, когда c → a0.
В результате мы доказали следующую теорему:

Теорема 2. Если выполняется условие A, то диффузионный полу-

марковский процесс X(t) c вероятностной мерой Pa на конечном ин-

тервале значений (a0, b0) при t → ∞ имеет функцию распределения

Ka(x) ≡ lim
t→∞

Pa(X(t) ∈ (a0, x)) =























m(a0, a, x)

l(a, x, b0)+m(a0, a, x)
, x ∈ (a, b0),

m(a0, x, a)

l(x, a, b0)+m(a0, x, a)
, x ∈ (a0, a).

3.1. О вычислении математических ожиданий. Из определения
переходных производящих функций следует, что существуют функции
распределения G∆(t |x) и H∆(t |x) такие, что

g∆(λ, x) =

∞
∫

0

e−λtdG∆(t |x),

h∆(λ, x) =

∞
∫

0

e−λtdH∆(t |x).

Благодаря равномерной непрерывности по λ функций g∆(λ, x) и
h∆(λ, x) ввиду этих интегральных представлений производные по λ

от них могут быть получены как результат дифференцирования под
знаком интегралов:

[g∆(λ, x)]
′

λ =

∞
∫

0

(−t)e−λtdG∆(t |x),

[h∆(λ, x)]
′

λ =

∞
∫

0

(−t)e−λtdH∆(t |x).
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Полагая λ = 0 и ∆ = (a, b), получаем уравнения

l∆(x) = −[g∆(λ, x)]
′

λ=0,

m∆(x) = −[h∆(λ, x)]
′

λ=0.

Нашей очередной задачей является использование уравнения

1

2
u′′ +A(x)u′ −B(λ, x)u = 0

для нахождения математических ожиданий, входящих в определение
функции распределения Ka(x).

Дифференцируя члены этого дифференциального уравнения по λ,
меняя порядок дифференцирования по x и λ и полагая λ = 0 получаем
дифференциальное уравнение относительно переменной x для функ-
ции l∆(x):

l∆(x)
′′ + 2A(x) l∆(x)

′ + [2B(λ, x)]′λ=0 g∆(0, x)− 2B(0, x) l∆(x) = 0.

Последнее слагаемое левой части этого уравнения равно нулю благо-
даря свойству отсутствия бесконечного интервала постоянства у рас-
сматриваемого процесса (см. выше). Известно также (см., [2, с. 172]),
что для невырожденного непрерывного полумарковского процесса
справедливо B′

λ(0, x) > 0. Отсюда

l∆(x)
′′ + 2A(x)l∆(x)

′ + 2B′

λ(0, x)]g∆(0, x) = 0. (6)

Аналогичным образом получаем второе уравнение

m∆(x)
′′ + 2A(x)m∆(x)

′ + 2B′

λ(0, x)h∆(0, x) = 0. (7)

Итак, мы получили два дифференциальных уравнения второго поряд-
ка вида

y′′i + 2A(x)y′i + γi(x) = 0 (i = 1, 2),

где

γ1(x) ≡ 2B′

λ(0, x)g∆(0, x) > 0,

γ2(x) ≡ 2B′

λ(0, x)h∆(0, x) > 0.

Обозначим zi ≡ y′i. В результате мы получим два дифференциальных
уравнения первого порядка:

z′i + 2A(x)zi + γi(x) = 0 (i = 1, 2).
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Решения этих уравнений могут быть записаны в явном виде (см., на-
пример, [8, с. 35]). На интервале (a, b) решение такого уравнения может
быть представлено как

zi(x) = e−F (x)

(

zi(c)−
x
∫

c

γi(t)e
F (t) dt

)

, (8)

где a0 < c < b0 и F (x) ≡
x
∫

c

2A(t) dt, а также используется тождество

x
∫

c

f(t) dt ≡ −
c
∫

x

f(t) dt.

Для каждого из этих уравнений можем записать два краевых пред-
ставления их решений относительно интервала ∆ ≡ (a, b).

Условие B. В соответствии с интуитивным представлением об интер-
вале с регулярными границами для a и b определяем

m(a,b)(a) = m(a,b)(b) = 0, l(a,b)(a) = l(a,b)(b) = 0.

Имея в виду сходимость a к a0, мы представим функцию m∆(x) в
терминах левого конца интервала. Если x > a, то

m′

(a,b)(x) ≡ z2(x) = e−Fa(x)

(

z2(a)−
x
∫

a

γ2(t)e
Fa(t) dt

)

,

где

Fa(x) ≡
x
∫

a

2A(t) dt.

Имеем далее

m(a,b)(y) = C +

y
∫

a

m′

(a,b)(x) dx,

где из условия B следует, что произвольная постоянная C равна нулю.
Итак,

m(a,b)(y) =

y
∫

a

e−Fa(x)

(

m′

(a,b)(a)−
x
∫

a

γ2(t)e
Fa(t) dt

)

dx.



322 Б. П. ХАРЛАМОВ

Для окончательного представления m(a,b)(y) в терминах коэффициен-
тов исходного дифференциального уравнения не хватает только зна-
чения m′

(a,b)(a).

Положим y = b. Тогда из условия B следует

m′

(a,b)(a) =

( b
∫

a

e−Fa(x) dx

)

−1 b
∫

a

e−Fa(x)

x
∫

a

γ2(t)e
Fa(t) dt dx.

Искомое представление математического ожидания m(a,b)(x) получе-
но.

С другой стороны

l′(a,b)(x) ≡ z1(x) = e−Fb(x)

(

l′(a,b)(b) +

b
∫

x

γ1(t)e
Fb(t) dt

)

,

где Fb(x) =
x
∫

b

2A(t) dt. Отсюда

l(a,b)(x) = C −
b
∫

x

l′(a,b)(t) dt.

Применяя два раза условие B, получаем C = 0 и

l′(a,b)(b) = −
( b
∫

a

eFb(x) dx

)

−1 b
∫

a

e−Fb(x)

b
∫

x

γ1(t)e
Fb(t) dt dx.

Искомое представление математического ожидания l(a,b)(x) получено.
Мы нашли представление функции Ka(x) в терминах математиче-

ских ожиданий времён первого выхода из конечных интервалов, одна
из границ которых является недостижимой. Эти математические ожи-
дания находятся в качестве пределов от математических ожиданий на
интервалах с регулярными границами, найденными выше.
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