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§1. Введение

В настоящей работе мы исследуем задачу оценивания неизвестной
функции s, лежащей в заданном подмножестве L∗ множества L2

loc
ло-

кально квадратично суммируемых функций, по наблюдениям над про-
цессом

y(t) = s(t) + x(t), |t| 6 T. (1)

Здесь x(t) – гауссовский стационарный процесс со спектральной плот-
ностью (далее всюду с.п.) f∗, допускающей при некотором n ∈ Z, n >

1, представление

f∗(u) =
f(u)

(1 + u2)n
, где

∞∫

−∞

f(u)

(1 + u2)
du <∞. (2)

Для ε > 0 и T = 1/ε обозначим fε(u), f
ε(u) — "средние" значения

функции f в точке u,

fε(u) :=
1

2ε

ε∫

−ε

f(u+ x) dx, f ε(u) :=

∞∫

−∞

sin2 Tx

π Tx2
f(u+ x) dx. (3)

Мы будем предполагать, что для неотрицательная функция f выпол-
нен следующий аналог условия Макенхаупта (см. подробнее в [6])

sup
u,ε>0

f ε(u)×
[
1

f

]ε
(u) <∞. (4)
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Из условия (4) следует условие Макенхаупта

λ = λ(f) := sup
u,ε>0

fε(u)×
[
1

f

]

ε

(u) <∞. (5)

Отметим (см. [6]), что при условии (5) локально квадратично сумми-
руемая функция f удовлетворяет условиям

∞∫

−∞

f(u)

(1 + u2)
du <∞,

∞∫

−∞

1

f(u)(1 + u2)
du <∞. (6)

Если выполнено условие (4), то при некоторых 0 < c 6 C < ∞, не
зависящих от ε > 0 и u ∈ R,

c fε(u) 6 f ε(u) 6 C fε(u). (7)

Обозначим через L банахово пространства локально квадратично
суммируемых функций s с нормой ‖s‖

L
,

‖s‖2
L

= sup
x

x+1∫

x

|s (t)|2 dt. (8)

Пусть Λ – счетное множество в R
1, удовлетворяющее условию отдели-

мости
τ = τ (Λ) = inf

u,v∈Λ, u6=v
|u− v| > 0. (9)

Мы также будем предполагать, что точки спектрального множества Λ
достаточно плотно расположены на отрезках [−m,m] большой длины.
Именно, мы будем предполагать, что при некоторых положительных
d и m0 для достаточно больших m, m > m0, при γ > 0

dm2γ+1
6

∑

u∈Λ, |u|6m

(1 + |u|)2γ . (10)

Упомянутое центрально-симметричном подмножество L∗ выделяется
при некотором γ > 0 из класса Степанова L (Λ) ⊂ L псевдопериоди-
ческих функций s,

s(t) =
∑

u∈Λ

a(u) eiut,
∑

u∈Λ

|a(u)|2 <∞, (11)

(см. подробнее [4]) условием
∑

u∈Λ

|a(u)|2(|u|+ 1)2γ 6 L. (12)
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Определенное в (11) и (12) подмножество L∗ будет обозначаться
L (Λ; γ;L). Для наших целей γ = n+ β, β > 0. Напомним (см. [4]), что
при условии (9) линейное множество L (Λ) является подпространством
в L . Наряду с банаховой нормой ‖s‖

L
, определенной в (8), будем

также рассматривать на L (Λ) гильбертовы нормы

‖s‖∗ :=

{∑

u∈Λ

|a(u)|2
}1/2

и ‖s‖
T
:=

{
1

2T

T∫

−T

|s(t)|2 dt
}1/2

Как установили Н. Винер и Р. Пэли (см. [5]), при τ > 0 найдется такое
T0 = T0(τ) > 0, что при T > T0

c1 ‖s‖2∗ 6 ‖s‖2
L

6 C1 ‖s‖2∗ , c2 ‖s‖2T 6 ‖s‖2
L

6 C2 ‖s‖2T . (13)

Здесь константы 0 < c1 6 C1 < ∞ и 0 < c2 6 C2 < ∞ зависят только
от τ . При указанном T0, функции из L (Λ) однозначно определяются
своими значениями любом из отрезков [−T0 − ε, T0 + ε], ε > 0.

Обозначим через D — линейное множество функций ϕ, удовлетво-
ряющих условиям

ϕ ∈ L2, |ϕ̂(u)|2 6
C(ϕ)

1 + u2
, где ϕ̂(u) =

∞∫

−∞

e−iutϕ(t) dt. (14)

При T > 0 пусть

DT := {ϕ : ϕ ∈ D, suppϕ ⊂ [−T, T ]}, (15)

D∗
T := {ϕ : ϕ ∈ L2, suppϕ ⊂ [−T, T ]}, (16)

Отметим, что

∞∫

−∞

|ϕ̂(u)|2 f∗(u) du <∞, ϕ ∈ D∗
T ; и

∞∫

−∞

|ϕ̂(u)|2 f(u) du <∞, ϕ ∈ DT .

При ϕ ∈ D∗
T положим

(x, ϕ)T :=
1

2T

T∫

−T

ϕ(t)x(t) dt, (s, ϕ)T :=
1

2T

T∫

−T

ϕ(t) s(t) dt. (17)
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Как известно (см. [1]), если ϕ ∈ D∗
T , то E (x, ϕ)T = Ef∗ (x, ϕ)T = 0,

E |(x, ϕ)T |2 = Ef∗ |(x, ϕ)T |2 =
1

4T 2

∞∫

−∞

|ϕ̂(u)|2 f∗(u) du. (18)

Так что величина (y, ϕ)T ,

(y, ϕ)T = (s, ϕ)T + (x, ϕ)T , ϕ ∈ D∗
T , (19)

является несмещенной оценкой значения функционала (s, ϕ)T по на-
блюдениям (19), причем

Ef∗ |(y, ϕ)T − (s, ϕ)T |2 =
1

4T 2

∞∫

−∞

|ϕ̂(u)|2 f∗(u) du. (20)

Очевидно, при условии (2) и (9) при γ > 1 задача оценивания функции
s, лежащей в L∗ = L (Λ; γ;L), по наблюдениям (1) эквивалентна той
же задаче по наблюдениям (19). Риск от использования оценки ŝT ,
построенной по наблюдениям (1) и предназначенной для оценивания
s, будем измерять величиной

RT (ŝT ;L∗; f∗) = sup
s∈L∗

Es,f∗ ‖ŝT − s‖2
L
. (21)

Для минимаксного риска будем использовать обозначение R∗
T
(L∗; f∗),

R
∗
T
(L∗; f∗) = inf

ŝT
RT (ŝT ;L∗; f∗) . (22)

В работе [12] найдена оценка сверху для для величины R∗
T
(L∗; f∗).

Настоящая работа посвящена оценке снизу величины минимаксного
риска. Мы в основном будем использовать подход и обозначения, пред-
ложенные в работе [12].

Сопоставим функции s(t) из L (Λ) вектор a = a(s) = (a(u), u ∈ Λ)
ее коэффициентов в разложении (11), обозначая A соответствующий
линейный оператор As = a(s). Пусть ‖a‖2 норма вектора a в про-
странстве l2(Λ),

‖a‖22 =
∑

u∈Λ

|a(u)|2 = ‖s‖2∗. (23)

Риск от использования оценки âT = (âT (u), u ∈ Λ), построенной по
наблюдениям (1) и предназначенной для оценки a, будем измерять
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величиной

RT

(
âT ;L∗; f∗

)
= sup

a∈L ∗

Ef∗ ‖âT − a‖22 , L
∗ = AL∗. (24)

Пусть R∗
T

(
L∗; f∗

)
– соответствующий минимаксный риск,

R∗
T

(
L∗; f∗

)
= inf

âT

RT

(
âT ;L∗; f∗

)
. (25)

Из (13) и (23) следует, что при τ > 0 и T > T0 существует такая
константа c = c(τ), что

c(τ)R∗
T

(
L∗; f∗

)
6 R

∗
T
(L∗; f∗) . (26)

Пусть теперь κ = (κ(u), u ∈ Λ) — вектор с неотрицательными
координатами из l2(Λ),

∑

u∈Λ

|κ(u)|2(|u|+ 1)2γ 6 L. (27)

Обозначим L∗(κ) прямоугольник в l2(Λ) состоящий из векторов
a = (a(u), u ∈ Λ), выделяемых условиями |a(u)| 6 κ(u), u ∈ Λ. Оче-
видно, L∗(κ) ⊂ L∗. Поэтому для любой оценке âT = (âT (u), u ∈ Λ),
построенной по наблюдениям (1),

RT

(
âT ;L∗(κ); f∗

)
6 RT

(
âT ;L∗; f∗

)
. (28)

Из (28) и (26) следует, что для построения оценки снизу для вели-
чины R∗

T
(L∗; f∗) достаточно построить оценку снизу для величины

R∗
T

(
âT ;L∗(κ); f∗

)
,

R∗
T

(
L∗(κ); f∗

)
= inf

âT

RT

(
âT ;L∗(κ); f∗

)
.

Нам потребуется одно вспомогательное утверждение, принадлежа-
щее С.В. Решетову. Пусть

Y (u) = a(u) +X(u), u ∈ Λ0, (29)

где Λ0 — конечное множество, κ = (κ(u), u ∈ Λ0) — вектор с неот-
рицательными координатами. Обозначим L0(κ) прямоугольник, со-
стоящий из векторов a = (a(u), u ∈ Λ0), выделяемых условиями
|a(u)| 6 κ(u), u ∈ Λ0. Предположим, что (X(u), u ∈ Λ0) — гауссов-
ский вектор с нулевым средним. Рассмотрим задачу оценивания век-
тора a по наблюдениям (Y (u), u ∈ Λ0). Риск от использования оценки
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â = (â(u), u ∈ Λ0), построенной по наблюдениям (29) и предназначен-
ной для оценивания a, будем измерять величиной

R(â;κ) = sup
a∈L0(κ)

E

∑

u∈Λ0

|a(u)− â(u)|2. (30)

Обозначая R∗(κ) минимаксный риск,

R∗(κ) = inf
â

R(â;κ). (31)

Мы хотим сравнить величину R∗(κ) с величиной минимаксного риска
R∗(κ) в той же задаче, но в предположении, что (X(u), u ∈ Λ0) —
гауссовский вектор с нулевым средним и независимыми координатами.

Лемма 1.1. Предположим, что гауссовский вектор (X(u), u ∈ Λ0) с

нулевым средним удовлетворяет условиям

E |X(u)−
∑

v∈Λ0,v 6=u

b(v)X(v)|2 > E |X(u)|2(1 − ρ2), u ∈ Λ0, (32)

где ρ — константа, 0 < ρ < 1, не зависящая от выбора коэффициен-

тов (b(v), v ∈ Λ0, v 6= u). Тогда существует такая константа

c1 = c1(ρ) > 0, что

cR∗(κ) 6 R∗(κ). (33)

Заметим, что в (32) предположение о том, что ρ = 0, соответству-
ет случаю, когда (X(u), u ∈ Λ0) — гауссовский вектор с независимы-
ми координатами. В этом случае И.А. Ибрагимов и Р.З. Хасьминский
установили в [2], что при некотором 1 < µ <∞

R∗
L(κ) 6 µR∗(κ), где R∗

L
(κ) = inf

âL

R(âL;κ) (34)

а нижняя грань берется по линейным оценкам aL. Обозначим σ2(u) =
E |X(u)|2. Поскольку (см. [3]) в случае, когда (X(u), u ∈ Λ0) — гаус-
совский вектор с независимыми координатами,

R∗
L
(κ) =

∑

u∈Λ0

κ2(u)σ2(u)

σ(u) + κ2(u)
,

то мы приходим к следующему утверждению.
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Лемма 1.2. В условиях леммы 1.1 существует такая константа

c2 = c2(ρ) > 0, что

c2
∑

u∈Λ0

κ2(u)σ2(u)

σ(u) + κ2(u)
6 R∗(κ). (35)

§2. Пространство L2

T
(Λ)

Мы будем использовать обозначение L2
T

для L2-пространства на от-
резке [−T, T ], построенного по нормированной мере Лебега, со скаляр-
ным произведением

(s1, s2)T :=
1

2T

T∫

−T

s1(t) s2(t) dt

и нормой ‖s‖T . Нам удобно предполагать, что функции из простран-
ства L2

T
продолжены на всю числовую ось нулем вне отрезка [−T, T ].

Обозначим L2
T
(Λ) — подпространство пространства L2

T
, порожденное

функциями из L (Λ). Пусть AT — оператор умножения на индикатор-
ную функцию 1[−T,T ](t). Из (13) следует, что при τ(Λ) > 0 и T > T0
оператор AT является ограниченным и ограниченно обратимым опе-
ратором, AT : L (Λ) → L2

T
(Λ). При этом нормы операторов AT равно-

мерно ограничены по T > T0 так же, как нормы обратных операторов
A−1

T
: L2

T
(Λ) → L (Λ).

Пусть ϕT

u(t) = 1[−T,T ](t) e
itu. Из упомянутого условия также сле-

дует, что система {ϕT

u(t), u ∈ Λ} является базисом Рисса в L2
T
(Λ), а

потому существует сопряженная система {ψT

u , u ∈ Λ} из L2
T
(Λ), удо-

влетворяющую условиям

1

2T

T∫

−T

ϕT

u(t)ψ
T
u (t) dt = δu,v, u, v ∈ Λ. (36)

Сопряженная система {ψT

u , u ∈ Λ} также является базисом Рисса в
L2

T
(Λ). В дальнейшем сопряженной системой будем называть любую

систему {gT

u , u ∈ Λ} функций из L2
T
, удовлетворяющую (36), не обя-

зательно лежащую в L2
T
(Λ). В работе [9] такая система определена
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соотношением

gT

u(t) =
T
√
2π

2r(T − r)
g(t) =

T
√
2π

2r(T − r)

∞∫

−∞

ψr
u(t− s)ϕu(T−r; s) ds. (37)

Здесь {ψr
u, u ∈ Λ} — сопряженная система из L2

r(Λ), r > T0.

§3. Спектральная плотность

Мы предположили, что спектральная плотность f∗ процесса про-
цесса x(t) представима при некотором n ∈ Z, n > 1, в виде

f∗ = f0f, где f0(u) =
1

(1 + u2)n
,

∞∫

−∞

f(u)

(1 + u2)
du <∞, (38)

а функция f удовлетворяет условию

̺ := sup
u,T>0

∞∫

−∞

sin2 Tx

π Tx2
f(u+ x) dx ×

∞∫

−∞

sin2 Tx

π Tx2
1

f(u+ x)
dx <∞. (39)

Мы также отметили, что при условии (39) выполнено условие Макен-
хаупта

λ = λ(f) := sup
u,ε>0

1

2ε

ε∫

−ε

f(u+ x) dx × 1

2ε

ε∫

−ε

1

f(u+ x)
dx <∞, (40)

причем
∞∫

−∞

f(u)

(1 + u2)
du <∞,

∞∫

−∞

1

f(u)(1 + u2)
du <∞. (41)

В дальнейшем мы будем дополнительно предполагать, что существуют
такие константы α > −1 и m0 > 0, что при некоторых 0 < b 6 B <∞,
всех m > m0 и достаточно малых ε, 0 < ε < ε0,

b εα 6
1

N(m)

∑

u∈Λ,|u|6m

fε(u) (1 + |u|)−2n
6 B εα. (42)

Здесь для m > 0 через N(m) обозначено число точек из Λ, содержа-
щихся в отрезке [−m,m], а константы b, B,m0 и ε0 зависят только от Λ.
При этом величина m0 выбирается, в частности, так, чтобы N(m) > 0.
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Очевидно, τ(N(m)−1)62m.

Легко выводится (подробнее см. в [10]), что при условии (39) суще-
ствуют такие константы 0 < c 6 C < ∞, зависящие только от ̺, что
при ε = 1/T

c fε(u) 6 f ε(u) 6 C fε(u), (43)

c

[
1

f

]

ε

(u) 6

[
1

f

]ε
6 C

[
1

f

]

ε

(u). (44)

Определение величин f ε(u),
[
1
f

]ε
(u) смотри в (3).

§4. Оценка снизу минимаксного риска

Оценим снизу величину минимаксного риска R∗
T
(L∗; f∗). Напом-

ним, что из (13) и (23) следует, что при τ > 0 и T > T0 существует
такая константа c = c(τ), что

c(τ)R∗
T

(
L∗; f∗

)
6 R

∗
T
(L∗; f∗) . (45)

Поэтому достаточно оценить снизу величину R∗
T

(
L∗; f∗

)
. Далее мы

повторяем конструкцию работы [12].
Пусть D = (1+ d

dt), где 1 – тождественный оператор. Перейдем от
процесса

(y, ϕ)T = (s, ϕ)T + (x, ϕ)T , ϕ ∈ DT , (46)

к процессу

(Dn y, ϕ)T = (Dn s, ϕ)T + (Dn x, ϕ)T , ϕ ∈ DT , (47)

полагая
∞∫

−∞

ϕ(t)Dy(t) dt :=

∞∫

−∞

ϕ(t) y(t) dt+

∞∫

−∞

ϕ(t) dy(t).

Следует напомнить, что при условии (2) процесс x(t) является
n− 1 раз дифференцируемым в среднеквадратичном, причем послед-
няя производная является процессом со стационарными приращения-
ми и при условии (2) определены функционалы вида

∞∫

−∞

ϕ(t) dDn−1x(t), ϕ(t) ∈ DT .
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Что касается функции s из L (Λ; γ;L), то она n раз непрерывно диф-
ференцируемым при γ = n+ β, β > 0. Стало быть, процесс
((Dn y, ϕ)T ), ϕ ∈ DT ) вполне определен. При этом E (Dn y, ϕ)T =
(Dn s, ϕ)T и

E |(Dn x, ϕ)T |2 =
1

4T 2

∞∫

−∞

|ϕ̂(u)2 f(u) du. (48)

Пусть α > −1, β > 1, величина ε = 1/T связана с неотрицательным
m соотношением m1+2β+2n ε1+α = 1. Обозначим ΛT пересечение Λ с
отрезком [−m,m]. Для простоты написания положим

Yn(u) = (1 + iu)−n Sn(u) + (1 + iu)−nXn(u), u ∈ ΛT , (49)

где
Sn(u) = (Dns, gT

u)T , Xn(u) = (Dnx, gT

u )T ,

где {gT

u , u ∈ Λ} система, построенная в (37).
Отметим, что для s ∈ L (Λ; γ;L),

Sn(u) = (1 + iu)n a(u), если s(t) =
∑

u∈Λ

a(u) eiut. (50)

Поэтому EYn(u) = a(u),

E |Yn(u)− a(u)|2 =
1

4T 2(1 + u2)n

∞∫

−∞

|ĝT
u(v)|2 f(v) dv. (51)

Приведем следующее утверждение, содержащееся в [11].

Лемма 4.1. Пусть τ = τ(Λ) > 0, λ(f) 6 λ <∞. Тогда найдутся та-

кие константы 0 < c(τ, r, λ) 6 C(τ, r, λ) <∞ и T0(r, τ) > 0, зависящие

только от λ, r и τ , что при T > T0(r, τ) для преобразования Фурье

ĝT
u функции gT

u при ε = 1/T справедливы оценки

c(τ, r, λ)T fε(u) 6

∞∫

−∞

|ĝT

u (x)|2 f(x) dx 6 C(τ, r, λ)T fε(u). (52)

В [9] установлено, что при условии (39), если величина τ = τ(Λ) > 0,
то найдется такая константа c(τ, r, τ) > 0, что для любого конечного
набора {b(v), v ∈ Λ}

E |Xn(u)
∑

v 6=u

b(u)Xv|2 > c(τ, r, λ)E|Xn(u)|2. (53)
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Поэтому из леммы 1.2 получаем, что существует такая константа
c2 = c2(ρ) > 0, что

c2
∑

u∈Λm

κ2(u) ∧ σ2(u) 6 R∗(κ), (54)

при

σ2(u) =
1

4T 2(1 + u2)n

∞∫

−∞

|ĝT
u (v)|2 f(v) dv,

Неотрицательную функцию κ(u) выберем следующим образом при
|u| 6 m

κ(u) =
Lσ2(u)∑

u∈Λm

σ2(u)(1 + |u|)2n+2β
.

При |u| > m полагаем κ(u) = 0. Далее в точности повторяя рассужде-
ния работы [11], приходим к оценке

∑

u∈Λm

κ2(u) ∧ σ2(u) > C T−
(2β+2n)(1+α)

2β+2n+1 .

Теорема 4.2. Пусть в задаче оценивания (1) параметрическое мно-

жество L∗ = L (Λ; γ;L), спектральная плотность f∗ процесса x
представима в виде (1), удовлетворяет аналогу условия Макенхауп-

та (4) и условию (42). Предположим, что для целого положитель-

ного n и β > 1/2 параметр γ = n+ β, а спектральное множество Λ
удовлетворяет условию отделимости и условию (10). Тогда для для

некоторого C > 0 достаточно больших T > T0 имеет место оценка

R
∗
T
(L∗; f∗) > C T− (2β+2n)(1+α)

2β+2n+1 .
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Solev V. N. The lower bound of the minimax risk in a problem of
estimating the function in stationary gaussian noise.

In the paper, we construct the lower bounds of the minimax risk in the
estimation problem, as we observe the unknoun pseudo periodic function
in a Gaussian stationary noise with the spectral density satisfying some
version of the Muckenhoupt condition.
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