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§1. Введение.

Целью данной работы является построение и асимптотическое ис-
следование новых критериев согласия распределения Рэлея, основан-
ных на некоторой характеризации и специальном свойстве. Распреде-
ление Рэлея с параметром масштаба σ > 0 (Rayleigh(σ)) имеет следу-
ющую плотность распределения:

f(x) =
x

σ2
exp

(

− x2

2σ2

)

, x > 0

и функцию распределения:

F (x) = 1− exp

(

− x2

2σ2

)

, x > 0.

Начнем с введения специального свойства, которое войдет в основу
построения критериев согласия для распределения Рэлея:

Пусть X,Y – независимые случайные величины, с распределением

Rayleigh(σ), тогда их частное имеет распределение, определяемое

следующими функцией распределения и плотностью:

f(x) =
2x

(1 + x2)2
, F (x) =

x2

1 + x2
, x > 0,

так как распределение частного не зависит от σ, то основанные на
этом свойстве критерии согласия подходят для проверки сложной ги-
потезы согласия о принадлежности семейству распределений Рэлея с
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произвольным параметром масштаба. Однако, к сожалению, это свой-
ство не является характеризацией, так как, например, следующее се-
мейство плотностей обладает таким же свойством:

σ2

x3
exp

(

− σ2

2x2

)

, σ > 0, x > 0.

До этого не было представлено ни одного асимптотического исследо-
вания критериев согласия для распределения Рэлея, поэтому для раз-
нообразия построим еще критерии согласия и сравним их с критери-
ями, основанными на специальном свойстве. Используя характериза-
цию М. М. Деcу [1] для экспоненциального семейства распределений,
можно получить следующую характеризацию для семейства распреде-
лений Рэлея, которая тоже будет положена в основу построения ста-
тистик для проверки сложной гипотезы согласия о принадлежности
семейству распределений Рэлея с произвольным параметром масшта-
ба.

Пусть X и Y – независимые одинаково распределенные неотри-

цательные случайные величины с непрерывной функцией распределе-

ния R. Тогда

X
d
=

√
2 min(X,Y ),

тогда и только тогда, когда R принадлежит семейству распределе-

ний Рэлея с произвольным параметром формы σ > 0 с плотностью

r(x, σ), σ > 0, x > 0, где

r(x, σ) =
x

σ2
e
−

x2

2σ2 .

При помощи теории U -статистик, основываясь на введенных фактах,
будут построены новые критерии согласия для проверки сложной гипо-
тезы о принадлежности к классу распределений Рэлея с произвольным
параметром масштаба σ. Затем на основе полученных значений баха-
дуровской эффективности будет выполнено асимптотическое сравне-
ние с сопутствующим нахождением предельного распределения и лога-
рифмической асимптотики вероятности больших уклонений. Отметим,
что помимо всего, также будет освещена задача о различении распре-
делений Рэлея и Райса, что является важной и актуальной задачей в
статистической радиотехнике [6].
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§2. Построение статистик

Пусть X1, . . . , Xn – н.о.р.с.в. с функцией распределения R. Исполь-
зуя характеризацию и специальное свойство из введения, будем про-
верять сложную гипотезу согласия H0, согласно которой R – ф.р. рэ-

леевского закона с плотностью r(x, σ) = x
σ2 exp

(

− x2

2σ2

)

, x > 0, σ > 0,

против альтернативы H1, состоящей в том, что гипотеза H0 не выпол-
няется.

Как уже отмечалось во введении, характеризация выполняется для
семейства распределений Рэлея, и если рассматривать случайные ве-
личины с некоторым параметром масштаба, то распределение частно-
го не изменится, а значит, на самом деле мы можем проверять слож-
ную гипотезу согласия, заключающуюся в принадлежности семейству
распределений Рэлея, инвариантных относительно масштаба.

Для начала построим статистики основанные на характеризации.
Для этого сначала рассмотрим следующую U -эмпирическую функцию
распределения:

U1,n(t) =

(

n

2

)−1
∑

16i<j6n

1

{√
2 min(Xi, Xj) < t

}

.

Введем следующие статистики: интегральную статистику:

IU1,n =

∞
∫

0

(Fn(t)− U1,n(t)) dFn(t)

и статистку типа Колмогорова:

KU1,n = sup
t>0

|Fn(t)− U1,n(t)|,

где Fn(t) – стандартная эмпирическая функция распределения.
Теперь построим статистики, основанные на специальном свойстве.

Для этого сначала рассмотрим следующую U -эмпирическую функцию
распределения:

U2,n(t) =

(

n

2

)−1
(

∑

16i<j6n

(

1{Xi

Xj
< t}+ 1{Xj

Xi
< t}

2

))

.



НОВЫЕ КРИТЕРИИ СОГЛАСИЯ ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ РЭЛЕЯ 233

Введем следующие статистики: интегральную статистику:

IU2,n =

∞
∫

o

(

Un(t)−
t2

1 + t2

)

t e−
t2

2 dt,

взвешенную интегральную статистику:

IU2,n,σ =

∞
∫

o

(

Un(t)−
t2

1 + t2

)

σ2 t e−
σ2 t2

2 dt

и статистику типа Колмогорова:

KU2,n = sup
t>0

∣

∣

∣

∣

Un(t)−
t2

1 + t2

∣

∣

∣

∣

.

Эти статистики будут поставлены в основу для проверки H0 против
альтернативы H1. По теореме Гливенко–Кантелли для U -эмпиричес-
ких функций [2] ввиду рассматриваемой характеризации и специаль-
ного свойства построенные статистики при основной гипотезе должны
быть малы. Однако статистики, основанные на специальном свойстве,
как было отмечено во введении, не являются состоятельными, так как
не могут гарантировать соответствия именно семейству распределений
Рэлея. Но при этом годятся для отклонения нулевой гипотезы.

§3. Эффективность по Бахадуру

Одна из целей данной работы – асимптотическое сравнение постро-
енных статистик, так как статистики типа КолмогороваKU1,n и KU2,n

не являются асимптотически нормальными, то понятие бахадуров-
ской эффективности представляется наиболее удобным для сравнения
таких статистик, поэтому изложим основные факты теории Бахаду-
ра [7, 8].

Пусть есть последовательность наблюдений s = (X1, X2, . . . ) c об-
щим распределением Pθ, θ ∈ Θ. Будем проверять гипотезу
H0 : θ ∈ Θ0 ⊂ Θ против гипотезы H1 : θ ∈ Θ1 = Θ \ Θ0. Допу-
стим, что для проверки указанной гипотезы используется последова-
тельность статистик Tn(s) = Tn(X1, X2, . . . , Xn), считая критическими
их большие значения. Введем следующие обозначения:

Gn(t) = Pθ0(s : Tn(s) < t), ∀θ0 ∈ Θ0,

Ln(s) = 1− inf
θ0∈Θ0

{Gn(Tn(s))},
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где величина Ln(s) называется достигаемым уровнем или P -значе-
нием. Теперь определим одно из основных понятий в этой теории –
точный бахадуровский наклон cT (θ) последовательности {Tn} при H1,
определяемый как положительная и конечная функция, описывающая
скорость экспоненциального убывания достигаемого уровня последо-
вательности статистик при альтернативе H1, равная:

lim
n→∞

n−1 ln(Ln(s)) = −1

2
cT (θ), п.н. Pθ.

Однако вычислить точный наклон по этой формуле невозможно, и
для этого воспользуемся фундаментальной теоремой Бахадура [6, 7],
которая утверждает, что точный бахадуровский наклон для последо-
вательности статистик Tn существует и вычисляется следующим об-
разом:

cT (θ) = 2k(b(θ)), ∀θ ∈ Θ1,

где функции k(·), b(·) и последовательность статистик {Tn} удовлетво-
ряют следующим условиям:

(1) Tn → b(θ) по Pθ-вероятности, θ ∈ Θ1, где −∞ < b(θ) < ∞, и
(2) lim

n→∞

n−1 lnPθ(Tn > a) = −k(a) для любого θ ∈ Θ0 и любых a из

некоторого открытого интервала I, где функция k непрерывна
на I, причем {b(θ), θ ∈ Θ1} ⊂ I.

Для бахадуровского точного наклона выполнено следующее неравен-
ство:

cT (θ) 6 2K(θ),

где K(θ) – информация или "расстояние" Кульбака–Лейблера меж-
ду альтернативой и семейством распределений Рэлея с произвольным
параметром масштаба [6, 7]. Поэтому естественно локальную бахаду-
ровскую эффективность последовательности {Tn}, определить следу-
ющей формулой:

effT = lim
θ→0

cT (θ)

2K(θ)
. (1)

§4. Информация Кульбака–Лейблера

Сначала опишем альтернативы fi(x, θ), x > 0, i = 1, . . . , 4, которые
будут рассмотрены в этой работе:
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• Альтернатива Вейбулла с плотностью:

f1(x, θ) =
(1 + θ)

2θ
x2θ+1 exp

(

−x2 (1+θ)

21+θ

)

.

• Альтернатива Лемана с плотностью:

f2(x, θ) = (1 + θ) f(x)F θ(x) = (1 + θ)x e−
x2

2

(

1− e−
x2

2

)θ

.

• Гамма альтернатива с плотностью:

f3(x, θ) =
xθ+1 e−

x2

2

2
θ
2 Γ
(

θ
2 + 1

) .

• Альтернатива Райса с плотностью:

f4(x, θ) = x exp

(

− (x2 + θ2)

2

)

I0(x · θ),

где I0(·) – модифицированная функция Бесселя первого типа
порядка 0.

Теперь вычислим информацию Кульбака–Лейблера, так как в на-
шем случае гипотеза H0 сложная, то для альтернативной плотности
f(x, θ) K(θ) определяется следующим образом:

K(θ) = inf
σ>0

∞
∫

0

ln
f(x, θ)

r(x, σ)
f(x, θ) dx,

где в нашем случае функция r(x, σ) = x
σ2 exp(− x2

2σ2 ).

Лемма 1. Для некоторой альтернативной плотности f(x, θ) при

θ → 0 можно получить следующее выражение для информации Куль-

бака–Лейблера:

2K(θ) = θ2

(

I(0)−
( ∞
∫

0

(

x√
2

)2

f ′

θ(x, 0) dx

)2)

,

где I(0) – информация Фишера.
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Доказательство. Инфимум в определении информации Кульбака–

Лейблера достигается при σ =

√

1
2

∞
∫

0

x2 f(x, θ) dx. Тогда

K(θ) =

∞
∫

0

ln(f(x, θ)) f(x, θ) dx

+

∞
∫

0

f(x, θ)









− ln(x) + ln

(

1

2

∞
∫

0

x2 f(x, θ) dx

)

+
x2

∞
∫

0

x2 f(x, θ) dx









dx.

Из определения очевидно, что K(0)=0. Теперь найдем K ′(θ):

K ′(θ) =

∞
∫

0

(ln(f(x, θ))− ln(x)) f ′

θ(x, θ) dx +

∞
∫

0

x2 f ′

θ(x, θ) dx

∞
∫

0

x2 f(x, θ) dx

.

В точке θ = 0, K ′(0) = 0, в силу того, что
∞
∫

0

x2 f(x, 0) dx = 2. Вычислим

теперь вторую производную:

K ′′(θ) =

∞
∫

0

(f ′(x, θ))2

f(x, θ)
dx+

∞
∫

0

(ln(f(x, θ)) − ln(x)) f ′′

θ2(x, θ) dx

+

∞
∫

0

x2 f ′′

θ2(x, θ) dx ∗
∞
∫

0

x2 f(x, θ) dx −
(

∞
∫

0

x2 f ′

θ(x, θ) dx

)2

(

∞
∫

0

x2 f(x, θ) dx

)2 .

Подставив значение θ = 0, получим:

K ′′(0) =

∞
∫

0

(f ′(x, 0))2

f(x, 0)
dx−

(

∞
∫

0

x2 f ′

θ(x, 0) dx

)2

4

= I(0)−





∞
∫

0

(

x√
2

)2

f ′

θ(x, 0) dx





2

.
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При помощи разложения Тейлора K(θ) = K(0)+K ′(0) θ+ 1
2 K

′′(0) θ2+

o(θ2) получаем то, что утверждалось в лемме. �

Заметим, что этой асимптотики θ2 недостаточно для альтернативы
Райса, так как f ′

4,θ(x, 0) ≡ 0. В случае этой альтернативы получено

следующее: K4(θ) =
1

128 θ
8+o(θ8). Для остальных альтернатив соберем

выражения для информации Кульбака–Лейблера в таблице ниже:

Таблица 1. Информация Кульбака–Лейблера при θ → 0.

Альтернативы f1 f2 f3

2Ki(θ)
π2

6 θ2
(

π2

3 − π4

36

)

θ2
(

π2

6 − 1
)

θ2

§5. Интегральные статистики

5.1. Предельные свойства статистики IU1,n. Сначала рассмот-

рим вспомогательную функцию: g(x, y; z) = 1
2 − 1

{√
2 min(x, y) < z

}

.
Тогда интегральная статистика IU1,n асимптотически эквивалентна
U -статистике степени 3 со следующим центрированным ядром:

Φ1(x, y, z) =
1

3
(g(x, y; z) + g(y, z;x) + g(x, z; y)) .

Найдем проекцию этого ядра:

Ψ1(t) = E (Φ1(X,Y, Z)|Z = t) = − 1

18
+

1

3
e−

t2

2 − 4

9
e−

3t2

2 , t > 0.

Теперь вычислим дисперсию проекции:

∆2
1 = EΨ2

1(X) ≈ 0.00291,

следовательно ядро Φ1 невырождено, а тогда по теореме Хёффдин-
га [2]:

√
n IU1,n

d−→ N
(

0, 9∆2
1

)

.

Так как ядро Φ1 центрировано и ограничено, то мы можем воспользо-
ваться результатами о больших уклонениях U -статистик из работы [3]:

Теорема 2. При t > 0

lim
n→∞

n−1 lnP(IU1,n > t) = h1(t),
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где h – некоторая непрерывная функция, у которой важна асимпто-

тика к нуле и равная h1(t) ∼ − t2

18∆2

1

, при t → 0.

5.2. Предельные свойства статистики IU2,n,σ. Теперь рассмот-
рим интегральную статистику IU2,n,σ, основанную на специальном
свойстве. Эта статистика эквивалентна U -статистике степени 2 с цен-
трированным ядром:

Φ2(x, y;σ) =
e
−

σ2 x2

2y2 + e−
σ2 y2

2x2

2
−
(

1 +
1

2
e

σ2

2 σ2 Ei

(

−σ2

2

))

=
e
−

σ2 x2

2y2 + e−
σ2 y2

2x2

2
− c(σ),

где Ei(x) – интегральная показательная функция. Отметим, что вве-
денная ранее статистика IU2,n является частным случаем при σ = 1.
Вычислим проекцию этого ядра:

Ψ2(t;σ) = E (Φ1(X,Y ;σ)|Y = t)

=
1

2

(

t2

σ2 + t2
+ σ tK1(σ · t)

)

− c(σ), t > 0,

где K1(t) – модифицированная функция Бесселя второго рода. Введем
функцию дисперсии проекции:

∆2
2(σ) = EΨ2

2(X ;σ) =

∞
∫

0

Ψ2
1(x;σ)x e

−
x2

2 dx > 0,

также можно заметить, что для каждого σ > 0 можно вычислить зна-
чение дисперсии c помощью числовых методов. Например, дисперсия
проекции ядра статистики IU2,n:

∆2
IU2

= ∆2
2(1) = EΨ2

2(X ; 1) = 0.2903−
(√

e Ei(− 1
2 )

2
+ 1

)2

≈ 0.000314.

Так как ∆2
2(·) > 0, то ядро Φ2 невырождено, а тогда по теореме Хёфф-

динга [2] при n → ∞:
√
n IU2,n,σ

d−→ N
(

0, 4∆2
2(σ)

)

.

Так как ядро Φ2 не только невырождено и центрировано, но и огра-
ничено, то мы можем воспользоваться результатами о больших укло-
нениях U -статистик из работы [3]:
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Теорема 3. При t > 0

lim
n→∞

n−1 ln (P(IU2,n,σ > t)) = h2(t, σ) ∼ − t2

8∆2
2(σ)

= −h2(t, σ),

где h2 – некоторая непрерывная функция, у которой особенно важна

асимптотика в нуле.

5.3. Вычисление бахадуровской эффективности для интегра-
льных статистик. Теперь мы можем вычислить локальный бахаду-
ровский наклон по фундаментальной теореме Бахадура для наших по-
следовательностей интегральных статистик по соответствующей фор-
муле, которая следует из асимптотической нормальности и теорем 2
и 3.

cIU (i, θ) ∼ hi(bIU (i, θ)), i = 1, 2, при θ → 0,

где

bIU (1, θ) = Eθ (Φ1(X,Y, Z)) , bIU (2, θ) = Eθ (Φ2(X,Y ;σ)) .

Отметим, что в случае альтернатив fi(x, θ), i = 1, . . . , 3, асимптотика
локального бахадуровского наклона будет θ2 при θ → 0, но в случае
альтернативы Райса этой асимптотики будет недостаточно, и понадо-
бится разложение до θ8. Теперь вычисленные локальные бахадуров-
ские наклоны и определенные формулой (1) эффективности для ста-
тистик IU1,n и IU2,n соберем в таблицу ниже, а также в последний
столбец соберем максимальное значение бахадуровской эффективно-
сти для статистики IU2,n,σ и при каком значении σ соответственно
достигается.

Таблица 2. Локальные бахадуровские эффективности
для интегральных статистик.

IU1,n IU2,n IU2,n,σ

Альтернативы c(θ) eff c(θ) eff σ eff(σ)

f1 1.1466 · θ2 0.697 1.3197 · θ2 0.802 σ = 1.982 0.825

f2 0.4714 · θ2 0.807 0.4699 · θ2 0.805 σ = 3.25 0.938

f3 0.1274 · θ2 0.198 0.1303 · θ2 0.202 σ = 3 0.23

f4 0.0023 · θ8 0.149 0.0045 · θ8 0.288 σ = 1.101 0.314
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§6. Статистики типа Колмогорова и их свойства

Вернемся к рассмотрению асимптотических свойств статистик типа
Колмогорова KU1,n и KU2,n. К сожалению, их предельное распределе-
ние неизвестно, но при этом возможно вычислить функцию логариф-
мических больших уклонений при нулевой гипотезе. Введенные ста-
тистики типа Колмогорова можно рассматривать как супремум по t

модуля семейства U -статистик с ядрами:

Φ1(x, y; t) =
1

2
(1{x < t}+ 1{y < t})− 1

{√
2 ·min(x, y) < t

}

и

Φ2(x, y; t) =
1

2

(

1

{

x

y
< t

}

+ 1

{y

x
< t
}

)

− t2

1 + t2

соответственно. Чтобы применить результат о больших уклонениях
для таких статистик, вычислим проекцию каждого ядра:

Ψ1(s; t) = E (Φ1(X,Y ; t)|Y = s)

=
1

2

(

1{s < t} − e−
t2

2 − 1
)

+ 1

{

s >
t√
2

}

e−
t2

4 ,

Ψ2(s; t) = E (Φ2(X,Y ; t)|Y = s) =
1

2

(

e
−

s2

2t2 + 1− e−
t2s2

2

)

− t2

1 + t2
.

Теперь вычислим функцию дисперсии и ее супремум:

∆2
i,KU = sup

t>0
∆2

i,KU (t) = sup
t>0

EΨ2
i (X ; t), i = 1, 2;

i = 1, ∆2
1,KU = sup

t>0

(

1

4
e−t2

(

e
t2

2 − 1
)

)

=
1

16
; в точке t =

√

2 ln(2);

i = 2, ∆2
2,KU = sup

t>0

(

(t− 1)2 t2 (t+ 1)2 (t4 + 3t2 + 1)

4 (t2+1)2 (t2+2) (t2 − t+ 1) (t2 + t+ 1) (2t2+1)

)

= 0.00954; в точках t = 0.445 и t = 2.257.

Следовательно, ядра невырождены. Теперь, поскольку семейство ядер
центрировано и ограничено, мы можем написать при справедливо-
сти H0, применив теорему [5] о логарифмической асимптотике вероят-
ностей больших уклонений для U -эмпирических статистик Колмого-
рова, следующее соотношение.
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Теорема 4. При z > 0

lim
n→∞

n−1 lnP {KUi,n > z} = hi(z) ∼ − z2

8∆2
i,KU

= −wi(z), i = 1, 2,

где wi – некоторая непрерывная функция, у которой важна асимп-

тотика в нуле.

Теперь вычислим локальный бахадуровский наклон и локальную
бахадуровскую эффективность наших статистик KUi,n, i = 1, 2, при
альтернативах fk(x, θ), k = 1, . . . , 4. Аналогично с формулой для ба-
хадуровского наклона в случае интегральных статистик можно полу-
чить следующее выражение для бахадуровского наклона для стати-
стики типа Колмогорова [4]:

cKUi
(θ, f) ∼ wi

(

b2KU (i; θ)
)

=
b2KU (i; θ)

4∆2
i

; θ → 0, i = 1, 2,

где
bKU (i; θ) = sup

t>0

∣

∣Eθ (Φi(X,Y ; t))
∣

∣.

Так же как и в случае интегральных статистик локальный бахадуров-
ский наклон при альтернативе Райса f4 имеет асимптотику θ8, θ → 0,
в то время как для остальных рассматриваемых альтернатив асимп-
тотика θ2, θ → 0. Все вычисленные локальные бахадуровские наклоны
и локальные бахадуровские эффективности соберем в таблицу ниже.

Таблица 3. Локальная бахадуровская эффективность
для статистик типа Колмогорова.

KU1,n KU2,n

Альтернативы c(θ) eff c(θ) eff
f1 0.2601 · θ2 0.158 1.3134 · θ2 0.798
f2 0.1054 · θ2 0.181 0.518 · θ2 0.886
f3 0.028 · θ2 0.043 0.564 · θ2 0.821
f4 0.0085 · θ8 0.544 0.0038 · θ8 0.243

§7. Заключение

В данной работе построены новые критерии согласия для семей-
ства распределений Рэлея с произвольным параметром масштаба σ,
основанные на специальном свойстве и характеризации, полученной
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из характеризации Десу для экспоненциального распределения, что
позволяет проверять сложную гипотезу согласия. До этого не было ни
одной статьи, посвященной асимптотическому исследованию и срав-
нению критериев согласия для семейства распределений Рэлея, в том
числе и для простых гипотез согласия тоже. Для каждого критерия
получена логарифмическая асимптотика вероятностей больших укло-
нений при нулевой гипотезе и вычислена локальная бахадуровская эф-
фективность для подходящих альтернатив. Было выполнено асимпто-
тическое сравнение критериев на основе значений бахадуровской эф-
фективности в случае альтернативного распределения Райса, что яв-
ляется важной и актуальной задачей в статистической радиотехнике.
Неожиданно, что лучшим критерием в бахадуровском смысле являет-
ся статистика типа Колмогорова, основанная на характеризации Десу.
Также в половине случаев (для f1 и f2) наиболее эффективным кри-
терием является интегральная статистика IU2,σ c рэлеевским весом,
которая при всех альтернативах может достигать значения бахадуров-
ской эффективности выше, чем другие рассмотренные интегральные
статистики. Нельзя не отметить довольно высокие значения бахаду-
ровской эффективности критерия типа Колмогорова, основанного на
специальном свойстве, который во при всех альтернативах оказался
эффективнее интегрального критерия IU1, что является нечастым яв-
лением в этой теории, так как обычно интегральный критерий превос-
ходит супремальный [6], в бахадуровском смысле.

Таблица 4. Локальная бахадуровская эффективность
тестовых статистик.

Альтернативы
f1 f2 f3 f4

IU1 0.697 0.807 0.198 0.149
IU2 0.802 0.805 0.202 0.288
IU2,σ 0.825 0.938 0.23 0.314
KU1 0.158 0.181 0.043 0.544
KU2 0.798 0.886 0.821 0.243
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