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§1. Введение

Пусть w(τ), τ > 0 – стандартный винеровский процесс. Рассмотрим
случайную меру µ(t, ·), заданную на борелевских подмножествах R

как

µ(t, A) = m {τ : w(τ) ∈ A, 0 6 τ 6 t},
где m – мера Лебега на R, A – произвольное борелевское подмноже-
ство R.

Мера µ(t, A) есть время пребывания процесса w(τ) в множестве A
до момента времени t.

Согласно теореме о замене меры, для любой измеримой интегриру-
емой функции f справедливо соотношение

t∫

0

f(w(τ)) dτ =

∫

R

f(y)µ(t, dy). (1)

Известно, что с вероятностью единица мера µ(t, A) абсолютно непре-
рывна относительно меры Лебега [2, c. 21]. Производная Радона–Нико-
дима

l(t, x) =
dµ

dm
(t, x) (2)

называется локальным временем процесса w(τ) в точке x к момен-
ту времени t, оно характеризует долю времени, которое процесс w(τ)
проводит в точке x до момента времени t.

Ключевые слова: случайные процессы, локальное время, комплексный винеров-
ский процесс.
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С учетом (2), соотношение (1) может быть переписано в виде

t∫

0

f(w(τ)) dτ =

∫

R

f(y) l(t, y) dy. (3)

Далее, положим в (3) f = δ (x− ·), где δ – дельта-функция Дирака.
Тогда выражение для функции l(t, x) примет вид

l(t, x) =

t∫

0

δ(x− w(τ)) dτ. (4)

Используя анализ Фурье, формуле (4) можно придать строгий мате-
матический смысл (используемый подход изложен в статье С. М. Бер-
мана [3]). Именно, в классе обобщенных функций справедливо тожде-
ство

δ(x− y) =
1

2π

∞∫

−∞

eip (y−x) dp =
1

2π
lim

M→∞

M∫

−M

eip (y−x) dp. (5)

С учетом (5), выражение (4) может быть переписано как

l(t, x) =

t∫

0

(
1

2π

∞∫

−∞

eip(w(τ)−x) dp

)
dτ

= (L2) lim
M→∞

1

2π

M∫

−M

e−ipx

t∫

0

eipw(τ) dτ dp. (6)

Предел в правой части (6) существует в метрике пространства L2(Ω×
R, P ×m), где Ω – вероятностное пространство, на котором задан ви-
неровский процесс w(τ), P – вероятностная мера, определенная на бо-
релевских подмножествах пространства Ω.

В настоящей работе будет построен аналог локального времени для
процесса комплексного броуновского движения σ w(τ), τ > 0, где σ –
комплексное число, удовлетворяющее условиям

0 < arg σ 6
π

4
и |σ| = 1.
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Отметим, что локальное время такого процесса не может быть опре-
делено путем формальной замены w(τ) на σ w(τ) в формуле (6). Дей-
ствительно, нетрудно показать, что при такой замене не существует
предела в правой части (6). Поэтому мы определим аналог локально-
го времени m(t, x) процесса σ w(τ) с помощью построения специальной
регуляризации функционального интеграла (6). Построенный процесс
m(t, x) унаследует некоторые важные свойства броуновского локаль-
ного времени. В частности, в работе будет показано, что для решения
u(x) дифференциального уравнения

−σ
2

2
u′′(x) = f(x), f(x) ∈ L2(R)

справедливо вероятностное представление u(x) = lim
t→∞

E f ∗m (t, x).

§2. Основные обозначения и определения

Далее через Wα
2 (R) будем обозначать пространство Соболева функ-

ций (см. [1, гл. 1]), определенных на R. В пространстве Wα
2 (R) мы

выберем норму

‖ψ‖2Wα
2 (R) =

∫

R

(1 + |p|2α)|ψ̂(p)|2 dp,

где через ψ̂ обозначено прямое преобразование Фурье функции ψ, ко-

торое в данной работе определяется как ψ̂(p) =
∫
R

eipxψ(x) dx.

Через L∞(R) будем обозначать банахово пространство измеримых
существенно ограниченных функций, определенных на R, с нормой
‖u‖∞ = ess supR |u(x)| (см. [6, с. 190]).

§3. Аналог локального времени для комплексного

винеровского процесса. Определение и свойства.

Пусть σ = a+ ib – комплексное число, удовлетворяющее условиям

0 < arg σ 6
π

4
и |σ| = 1.

Определим функцию h(t, τ, ·), 0 < τ 6 t, ее преобразованием Фурье

ĥ(t, τ, p) как

ĥ(t, τ, p) = H(t, p) · 1
[0,
√

t
b τ

]
(|p|), (7)
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где функция H(t, p) определена с помощью формулы

H(t, p) =





1, |p| < 1√
b

1−e−
tσ2p2

2

1−e−
tσ2
2b

, |p| > 1√
b

.

Отметим, что функция h(t, τ, ·) допускает аналитическое продолже-
ние на всю комплексную плоскость, поскольку ее преобразование Фу-
рье имеет финитный носитель. Отметим также, что в случае σ2 = i,
функция h(t, τ, ·) определена только для значений t 6= 2

√
2πk, k ∈ N.

Далее, определим случайную функцию m = m(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]×
R, полагая

m(t, x) =

t∫

0

h(t, τ, x− σw(τ)) dτ. (8)

Получим выражение для функции m̂(t, ·), которое понадобится нам
в дальнейшем. Используя (7), преобразуем выражение, стоящее в пра-
вой части (8). Имеем

m(t, x) =

t∫

0

(
1

2π

∫

|p|<
√

t
b τ

H(t, p) e−ip(x−σw(τ)) dp

)
dτ

=
1

2π

∫

R

H(t, p)
( t·r(p)∫

0

eipσw(τ) dτ
)
e−ipx dp,

где r(p) = min (1, 1
b p2 ).

Таким образом, преобразование Фурье функции m(t, ·) имеет вид

m̂(t, p) = H(t, p) ·
t·r(p)∫

0

eipσw(τ) dτ. (9)

Ниже будет показано, что функция m(t, x) выступает некоторым
аналогом локального времени для комплексного винеровского процес-
са σ w(τ), τ > 0, в частности, для нее выполнено соотношение, анало-
гичное (3).

Справедливо следующее утверждение.
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Лемма 1. При каждом t > 0 cправедливо соотношение

Em(t, x) = (L2) lim
M→∞

E

t∫

0

δM (x− σw(τ)) dτ, (10)

где δM (x) = sin(Mx)
π x – ядро Дирихле.

Доказательство. Вычислим математическое ожидание Em(t, x).
Используя (9), а также соотношение

E eipσw(τ) = e−
τp2σ2

2 , τ > 0, p ∈ R,

получаем

Em(t, x) =
1

2π

∫

R

H(t, p)
( t·r(p)∫

0

E eipσw(τ) dτ
)
e−ipx dp

= − 1

πσ2

∫

R

e−ipx e
− tσ2p2

2 − 1

p2
dp. (11)

С другой стороны, имеем

(L2) lim
M→∞

E

t∫

0

δM (x − σw(τ)) dτ

= (L2) lim
M→∞

t∫

0

(
1

2π

M∫

−M

e−ipx
E eipσw(τ) dp

)
dτ

= − 1

πσ2

∫

R

e−ipx e
− tσ2p2

2 − 1

p2
dp. �

Далее, определим свертку функции h с функцией f ∈ L2(R), пола-
гая

(h ∗ f)(t, τ, x) =
∫

R

h(t, τ, x− y) f(y) dy. (12)

Важно отметить, что свертка (h∗ f)(t, τ, ·), 0 < τ 6 t допускает ана-
литическое продолжение на всю комплексную плоскость, поскольку

функция ĥ(t, τ, ·) имеет финитный носитель при каждом τ > 0.
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Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. 1. Для любого α ∈ [0, 12 ) функция m(t, ·) с вероятностью

единица принадлежит пространству Wα
2 (R).

2. Для любой функции f ∈ L2(R) выполнено соотношение

t∫

0

(h ∗ f)(t, τ, σ w(τ)) dτ =

∫

R

f(y)m(t, y) dy. (13)

Доказательство. Для доказательства первого утверждения теоремы
достаточно показать конечность математического ожидания
E ‖m(t, ·)‖2Wα

2
.

Заметим, что если мы докажем сходимость интеграла

I =

∫

|p|>1

|p|2α E

∣∣∣
t·r(p)∫

0

eipσw(τ)dτ
∣∣∣
2

dp, (14)

то, с учетом (9), конечность соответствующего математического ожи-
дания будет доказана.

Нам понадобится легко проверяемая формула. Для каждой функ-
ции ϕ ∈ L1 [0, t] справедливо соотношение

∣∣∣∣

t∫

0

ϕ(τ) dτ

∣∣∣∣
2

= 2

∫

0<τ2<τ1<t

Re[ϕ(τ1)ϕ(τ2)] dτ1 dτ2. (15)

Вычислим математическое ожидание, стоящее в формуле (14). Ис-
пользуя (15), получим

E

∣∣∣∣∣

t·r(p)∫

0

eipσw(τ) dτ

∣∣∣∣∣

2

= 2 ·Re
∫

0<τ2<τ1<t·r(p)

E eipσ(w(τ1)−w(τ2)) E e−2bpw(τ2) dτ1 dτ2

= 2 ·
t·r(p)∫

0

(
Re

t·r(p)∫

τ2

e−
p2σ2(τ1−τ2)

2 dτ1

)
e2b

2p2 τ2 dτ2.

(16)
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Далее, заметим, что выполнено неравенство

Re

t·r(p)∫

τ2

e−
p2σ2(τ1−τ2)

2 dτ1 6
2|e−p2σ2(t·r(p)−τ2)

2 − 1|
p2

6
4

p2
. (17)

Используя (16), (17), а также легко проверяемые неравенства

r(p) 6 1 и r(p) p2 6
1

b
,

получаем оценку интеграла I

I 6 8

∫

|p|>1

1

|p|2−2α

( t·r(p)∫

0

e2b
2p2 τ dτ

)
dp 6 8t

∫

|p|>1

r(p)

|p|2−2α
e2b

2p2 t·r(p) dp

6 8t e2b t
∫

|p|>1

1

|p|2−2α
dp <∞.

Теперь докажем второе утверждение теоремы.
Преобразуем левую часть формулы (13). Используя (7), получаем

t∫

0

(h ∗ f)(t, τ, σ w(τ)) dτ

=

t∫

0

(
1

2π

∫

|p|<
√

t
b τ

H(t, p) f̂(p) e−ipσ w(τ) dp

)
dτ

=
1

2π

∫

R

f̂(p)H(t, p) ·
( t·r(p)∫

0

e−ipσw(τ) dτ

)
dp.
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С другой стороны
∫

R

f(y)m(t, y) dy

=

∫

R

f(y)

[
1

2π

∫

R

eipyH(t, p) ·
( t·r(p)∫

0

e−ipσw(τ)dτ

)
dp

]
dy

=
1

2π

∫

R

f̂(p)H(t, p) ·
( t·r(p)∫

0

e−ipσw(τ) dτ

)
dp. �

Замечание. Из п.1 теоремы вытекает, что с вероятностью единица
случайная функция m(t, ·) удовлетворяет условию Гёльдера с показа-
телем α для всех α ∈ (0, 12 ).

Поясним конструкцию случайной функции m(t, x). Как уже бы-
ло отмечено выше, локальное время винеровского процесса l(t, x) при
каждом t > 0 допускает представление в виде интеграла Фурье

l(t, x) =
1

2π

∞∫

−∞

e−ipx

t∫

0

eipw(τ) dτ dp

= (L2) lim
M→∞

1

2π

M∫

−M

e−ipx

t∫

0

eipw(τ) dτ dp. (18)

Однако, если в (18) вместо w(τ) подставить процесс σ w(τ) (σ –
комплексное число), интеграл расходится. Таким образом, мы не мо-
жем определить комплексный аналог броуновского локального време-
ни путем соответствующей формальной замены. Поэтому предложен-
ная конструкция случайной функции m(t, x) является по сути регу-
ляризацией функционального интеграла (18). Именно, мы заменяем в
(18) допредельную функцию на

rM (t, x) =
1

2π

M∫

−M

H(t, p)
( t·r(p)∫

0

eipσw(τ) dτ
)
e−ipx dp.

При этом функция rM (t, x) подобрана таким образом, что после-
довательность rM (t, ·) при M → ∞ сходится в метрике пространства
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L2(Ω × R, P × m) к функции m(t, ·), а при каждом t > 0 и M > 0
выполнено E lM (t, x) = E rM (t, x) (здесь lM (t, x) – функция, получен-
ная путем замены процесса w(τ) на σ w(τ) в правой части формулы
(18)). Из последнего соотношения следует справедливость (10). Отме-
тим также, что в случае b = 0 функция m(t, x) совпадает с локальным
временем винеровского процесса.

Покажем теперь, что именно такой способ регуляризации функци-
онального интеграла (18) является наиболее естественным, поскольку
построенная таким образом случайная функцияm(t, x) наследует одно
важное свойство локального времени винеровского процесса.

Справедливо утверждение.

Теорема 2. Пусть функция f ∈L2(R) удовлетворяет соотношениям

1.

∫

R

f(x) dx = 0,

2.

∫

R

x f(x) dx = 0,

3.

∫

R

|f(x)| (1 + x2) dx <∞.

Определим функцию u(t, x), t > 0, x ∈ R, полагая

u(t, x) = E f ∗m (t, x).

Тогда

1. В случае Reσ2 > 0 существует равномерный по x предел

lim
t→∞

u(t, x) = u(x), (19)

где функция u(x) является единственным решением уравнения

−σ
2

2
u′′(x) = f(x), x ∈ R,

удовлетворяющим условию u(x) ∈ L2(R) ∩ L∞(R).
2. В случае Reσ2 = 0 потребуем дополнительно, чтобы функция

f ∈ L2(R) помимо соотношений 1) и 2) удовлетворяла также соот-

ношениям
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4.

∫

R

x2 f(x) dx = 0

5.

∫

R

x3 f(x) dx = 0

6.

∫

R

|f(x)| (1 + x4) dx <∞

В этом случае предел (19) существует, но только в смысле пото-

чечной сходимости.

Доказательство. Используя (11), перепишем выражение для функ-
ции u(t, x) в виде

u(t, x) =

∫

R

f(x− y)Em(t, y) dy

= − 1

πσ2

∫

R

f(x− y)

(∫

R

e−ipy e
− tσ2p2

2 − 1

p2
dp

)
dy

= − 1

πσ2

∫

R

f̂x(−p)
e−

tσ2p2

2 − 1

p2
dp, (20)

где f̂x(p)=e
ipxf̂(−p) – преобразование Фурье функции fx(y)=f(x−y).

Таким образом, выражение для функции u(t, x) принимает вид

u(t, x) = − 1

πσ2

∫

R

f̂(p)
e−

tσ2p2

2 − 1

p2
e−ipx dp. (21)

Далее, заметим, что функция f̂(p) удовлетворяет асимптотическому

соотношению f̂(p) = O(p2), p → 0, что является следствием условий
1), 2) и 3). Таким образом, интеграл из формулы (21) может быть
представлен в виде суммы двух сходящихся интегралов I1(t, x) и I2(x).
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Имеем

u(t, x) = − 1

πσ2

∫

R

f̂(p)

p2
e−

tσ2p2

2 e−ipx dp+
1

πσ2

∫

R

f̂(p)

p2
e−ipx dp

= I1(t, x) + I2(x).

(22)

Заметим, что функция I2(x) является решением дифференциаль-

ного уравнения −σ2

2 u′′(x) = f(x), что проверяется непосредственным
дифференцированием. Таким образом, для доказательства теоремы
остается показать, что слагаемое I1(t, x) при t→ ∞ стремится к 0.

В случае, если Reσ2 > 0, сходимость может быть доказана при
помощи неравенства Шварца

|I1(t, x)| <
(∫

R

|f̂(p)|2
p4

dp

)1/2

·
(∫

R

e−tp2·Reσ2

dp

)1/2

6
C

t1/4
. (23)

При этом из неравенства (23) следует, что сходимость допредель-
ной функции u(t, x) к решению соответствующего дифференциального
уравнения u(x) в этом случае будет равномерной.

Рассмотрим теперь случай Reσ2 = 0. Используя интегрирование по
частям, перепишем выражение для функции I1(t, x) в виде

I1(t, x) = − 1

πt

∫

R

f̂(p)

p3
e−ipx d(e−

itp2

2 )

= − 1

πt

f̂(p)

p3
e−ipx e−

itp2

2

∣∣∣∣
∞

−∞
+

1

πt

∫

R

(
f̂(p)

p3
e−ipx)′p e

− itp2

2 dp

=
1

πt

∫

R

f̂ ′(p)

p3
e−ipx e−

itp2

2 dp− 3

πt

∫

R

f̂(p)

p4
e−ipx e−

itp2

2 dp

− ix

πt

∫

R

f̂(p)

p3
e−ipx e−

itp2

2 dp = R1(t, x) +R2(t, x) +R3(t, x).

(24)
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Покажем теперь, что функция R1(t, x) при t→ ∞ равномерно по x
стремится к нулю. Для этого нам понадобятся легко проверяемые нера-

венства supp∈R |f̂ ′(p)| 6 C и |f̂ ′(p)| 6 C|p|3, p ∈ R, которые являются
следствием соотношений (2), (4), (5) и (6).

Тогда

sup
x∈R

|R1(t, x)| 6
1

πt

∫

|p|61

|f̂ ′(p)|
|p|3 dp+

1

πt
sup
p∈R

|f̂ ′(p)| ·
∫

|p|>1

1

|p|3 dp 6
C

t
.

(25)
Таким образом, имеет место соотношение

lim
t→∞

sup
x∈R

|R1(t, x)| = 0.

Аналогичным образом может быть показана справедливость соот-
ношений

lim
t→∞

sup
x∈R

|R2(t, x)| = 0,

lim
t→∞

|R3(t, x)| = 0, x ∈ R,

что завершает доказательство теоремы. �

Замечание. Отметим, что в случае, если Reσ2 > 0, в (19) есть не
только равномерная сходимость, но и сходимость в L2, поскольку L2

– норма функции I1(t, ·) стремится к 0 при t→ ∞.

Действительно,

‖I1(t, ·)‖2L2
= C ·

∫

R

|f̂(p)|2
p4

e−tp2·Reσ2

dp 6
C√
t

∫

R

e−p2·Reσ2

dp −−−→
t→∞

0.

Последнее неравенство следует из соотношений 1), 2) и 3).
Отметим еще, что функция u(t, x), t > 0, x ∈ R, определенная с по-

мощью формулы u(t, x) = E f ∗m (t, x), является решением уравнения

∂t u− σ2

2
∂2xx u = f(x), u(0, x) = 0, (26)

что проверяется непосредственной подстановкой формулы (21) в (26).

Автор выражает благодарность Н. В. Смородиной за внимание к
работе и полезные замечания.
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