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§1. Введение

Вероятностный подход к построению решений скалярных нелиней-
ных параболических уравнений, которые можно интерпретировать как
нелинейные прямые уравнения Колмогорова, исследовался в ряде ра-
бот, начиная с пионерской работы Маккина [1]. В этой работе была по-
строена вероятностная модель решения u(t, y) задачи Коши для нели-
нейного консервативного параболического уравнения вида

∂tu = A∗(u)u, u(0, y) = u0(y), (1.1)

где

A∗(u)u =
1

2
Tr∇2[B[y, u]u]− div[a[y, u]u].

Здесь

ai[y, u(t)] =

∫

Rd

ai(y, x)u(t, x)dx, y ∈ Rd, t ∈ [0, T ],

Aij [y, u(t)] =

∫

Rd

Aij(y, x)u(t, x)dx, i, j = 1, . . . , d,

Bij =

d
∑

k=1

AikAkj = (AA∗)ij .

Мы будем говорить, что построена вероятностная модель краевой за-
дачи, если получено вероятностное представление решения исходной
задачи в терминах некоторых случайных процессов, конструируемых
как решения соответствующих стохастических уравнений.

Ключевые слова: стохастические модели, диффузионные процессы с отражени-
ем, задача Скорохода, обобщенные решения задачи Коши–Неймана.

Финансирование осуществлялось (частично) из средств Научно-технологичес-
кого университета “Сириус”.
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Вероятностная модель решения задачи Коши для нелинейного не-
консервативного уравнения

∂u

∂t
(t, y) =

1

2
Tr∇2[(AA∗)(y, u)u]− div[a(y, u)u] + c(y, u)u(t, y)

была построена в работе [2]. Здесь коэффициенты a,A, c имеют вид
a(y, u) = a(y, u(t, y)), т.е. являются функциями от u(t, y), а не функци-
оналами, как в (1.1).

При построении стохастической модели задачи Коши–Неймана (вто-
рой краевой задачи) для линейного параболического уравнения пона-
добилось построить диффузионные процессы с отражением. Постро-
ение таких процессов называют задачей Скорохода, так как впервые
такие процессы в одномерном случае были построены в работе Ско-
рохода [3]. В работе Фрейдлина [4] был предложен альтернативный
подход к построению многомерного диффузионного процесса на мно-
гообразии с краем и показано, что построенный таким образом процесс
может служить стохастической моделью задачи Коши-Робина (тре-
тьей краевой задачи) для линейного параболического уравнения.

Диффузионный процесс с отражением в замкнутой области Ḡ =
G ∪ ∂G, ассоциированный с уравнением (1.1) был построен в работах
Шнитмана [5, 6] как решение соответствующей задачи Скорохода.

Наша цель – построить вероятностную модель решения задачи
Коши–Неймана для регуляризации нелинейного неконсервативного
параболического уравнения вида

∂u

∂t
(t, y) =

1

2
Tr∇2[(AA∗)(y, u)u+ c(y, u)u(t, y), (1.2)

в области G = Rd
+ = {x ∈ Rd : xd > 0} с границей ∂G = {x =

(x1, . . . , xd) : xd = 0} и заданными начальным и граничным условиями

u(0, y) = u0(y), если y ∈ G, и

div (B[y, u]u) · n(y) = 0, если y ∈ ∂G. (1.3)

Здесь n(y) – единичный вектор внешней нормали к границе ∂G,

d
∑

i,j=1

Bij∇iu(t, y)nj(y) = B∇u(t, y) · n(y).

Мы построим решение задачи Скорохода, ассоциированной с задачей
Коши-Неймана (1.2), (1.3) в полупространстве, полагая a ≡ 0. Ина-
че говоря, мы построим процесс с отражением от границы в области
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G = Rd
+, ассоциированный с недивергентным уравнением (1.2) и по-

кажем, что этот диффузионный процесс является вероятностной мо-
делью задачи (1.2), (1.3). Соответствующие результаты для общего
случая будут рассмотрены в другой работе.

Далее статья организована следующим образом. В параграфе 2 по-
строен диффузионный процесс с отражением в области G = Rd

+, ассо-
циированный с уравнением (1.2). В параграфе 3 показано, что в слу-
чае a ≡ 0 процесс, построенный в п. 2, определяет вероятностную мо-
дель задачи Коши-Неймана для регуляризованной версии задачи (1.2),
(1.3).

§2. Диффузия с отражением

Пусть G = Rd
+ = {y = (y1, . . . , yd) : yd > 0}, ∂G = {y ∈ Rd :

yd = 0}, n(y) = (0, . . . , 0,−1) внешняя нормаль. Обозначим C(G) и
C([0, T ];Rd) = Cd множество непрерывных функций f на [0, T ] со
значениями в G и Rd соответственно с нормой супремума ‖f‖∞ =
sup

t∈[0,T ]

‖f(t)‖.

Пусть P2(Cd) – пространство вероятностных мер на Cd с конечными
моментами второго порядка. Метрику Вассерштейна на P2(Cd) опре-
деляют соотношением

W2(γ, γ
′)= inf

π∈Π(γ,γ′)





∫

Cd

∫

Cd

sup
s6T

‖x(s, ω)− x(s, ω′)‖2π(dω, dω′)





1

2

, (2.1)

где γ, γ′ ∈ P2(Cd), Π(γ, γ′) – множество вероятностных мер π(dx, dx′)
на Cd × Cd таких, что π(dx, Cd) = γ(dx), π(Cd, dy) = γ′(dy), γ, γ′ ∈
P2(Cd). Для данного t ∈ [0, T ] определим проектор πt : Cd → Rd так,
что π(x) = x(t). Обозначим через γt = (πt)♯γ ∈ P2(Cd) маргинальное

значение меры γ ∈ P2(Cd) в момент t ∈ [0, T ] и через x · y =
d
∑

j=1

xjyj

скалярное произведение в Rd.
Обозначим BV (0, T ) множество функций κ : [0, T ] → R, имеющих

конечную полную вариацию

|κ|(t) = sup
∑

j

|κ(tj)− κ(tj−1)|,
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где супремум берется по всем разбиениям 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T ,
C∞

0 (Rd) и Ck(Rd) множество бесконечно дифференцируемых функций
с компактными носителями из Rd и множество k раз дифференциру-
емых функций, заданных на Rd соответственно.

Задачу построения случайного процесса с отражением на грани-
це, ассоциированного с задачей Коши -Неймана (или задачей Коши-
Робина), для параболического уравнения второго порядка называют
задачей Скорохода. Для линейного параболического уравнения в одно-
мерном случае эта задача была поставлена и решена в работе Скорохо-
да [3], (см. также [7]), в многомерном случае соответствующее решение
было получено в работах [8–12].

Детерминированная многомерная задача Скорохода состоит в том,
чтобы для заданной функции g ∈ Cd, g(0) ∈ Ḡ, найти пару непрерыв-
ных функций

x(t) ∈ C(Ḡ), k(t) ∈ Cd, k ∈ BV (0, T ),

удовлетворяющих для всех t ∈ [0, T ], T < ∞ соотношениям

x(t) + k(t) = g(t), 0 6 t 6 T, (2.2)

k(t) =

t
∫

0

n(x(s))d|k|(s)),

|k|(t) =
t
∫

0

I(x(s) ∈ ∂G)d|k|(s).

Здесь I(x ∈ G) – индикатор множества G,
Для перехода к стохастической задаче Скорохода зафиксируем ве-

роятностное пространство (Ω,F , P ), положив

Ω = C([0, T ]; Ḡ)× C([0, T ];Rd).

Значения ω(t) = (ω1(t), ω2(t)) элемента ω ∈ C([0, T ]; Ḡ) × C([0, T ];Rd)
в точке t ∈ [0, T ] обозначим (ξ(t), k(t)). В качестве F = (F1,F2) и Ft =
(F1

t ,F2
t ) выберем минимальные σ-алгебры порожденные множествами

{(ξ(s), κ(s)) : 0 6 s 6 T } и {(ξ(s), κ(s)) : 0 6 s 6 t}. Обозначим
через P – закон распределения (ξ(·), k(·)) на Ω и пусть w(t) ∈ Rd –
Ft-измеримый винеровский процесс.

Стохастическая задача Скорохода состоит в построении пары непре-
рывных Ft-адаптированных случайных процессов (ξ(t), k(t)) ∈ G×Rd,
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удовлетворяющих СДУ с отражением

dξ(s) = a(ξ(s))ds +A(ξ(s))dw(s) − dk(s), ξ(0) = x, (2.3)

|k|(t) =
t
∫

0

I(ξ(s) ∈ ∂G)d|k|(s), k(t) =

t
∫

0

n(ξ(s))d|k|(s). (2.4)

Хорошо известно, что решение задачи Коши-Неймана (второй кра-
евой задачи), а также Коши-Робина (третьей краевой задачи) для
линейного параболического уравнения допускает вероятностное пред-
ставление в терминах решения стохастической задачи Скорохода [9].
Для того, чтобы получить соответствующие результаты в рассматри-
ваемом случае мы воспользуемся альтернативной конструкцией диф-
фузионного процесса с отражением, предложенной в работе [13] и со-
стоящей в построении непрерывного отображения Γ : C(Rd) → C(Rd

+),
позволяющего, с помощью соотношения ξ(t) = Γ(ζ(t)), свести изуче-
ние процесса с отражением ξ(t) к изучению некоторого диффузионного
процесса ζ(t) во всем пространстве Rd.

В этом параграфе мы построим вероятностную модель задачи
Коши–Неймана для неконсервативного уравнения вида (1.2) в обла-
сти G = Rd

+ = {x = (x1, . . . , xd) : xd > 0} с границей ∂G = {x : xd = 0}
для случая a ≡ 0.

Будем говорить, что выполнено условие C 2, если:
1) Aij(x, v) – равномерно ограниченные вещественные функции, удо-

влетворяющие условию Липшица, т.е. существует такая константа
L>0, что для всех x, x1 ∈ G, v, v1 ∈ R и i, j ∈ {1, . . . , d} справедли-
ва оценка

|Aij(x, v) −Aij(x1, v1)| 6 L(‖x− x1‖+ ‖v − v1‖)x1 ∈ G, v1 ∈ R;

2) начальное условие ξ0 ∈ Ḡ = G ∪ ∂G – это случайная величина с
распределением u0(dy), не зависящая от w(t);

3) Существуют такие положительные константы Lc,Kc, что

|c(x, v)| 6 Kc, |c(x, v) − c(y, v1)| 6 Lc[‖x− y‖+ |v − v1|].

Рассмотрим стохастическую задачу Скорохода, т.е. систему уравне-
ний относительно случайных процессов ξ(t) ∈ G, κ(t) ∈ Rd и функции
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v(t, y) ∈ R, t ∈ [0, T ], y ∈ Ḡ,

ξ(t) + k(t) = ξ0 +

t
∫

0

A(ξ(s), v(s, ξ(s)))ds, (2.5)

|k|(t) =
t
∫

0

I(ξ(s) ∈ ∂G)d|k|(s),

k(t) =
1

2

t
∫

0

B(ξ(s), v(s, ξ(s)))n(ξ(s))d|k|(s), (2.6)

v(t, y) = E



ρ(y − ξ(t)) exp







t
∫

0

c(ξ(s), v(s, ξ(s)))ds









 , (2.7)

где

ρ ∈ C∞
0 (Ḡ),

∫

Ḡ

ρ(y)dy = 1.

Перепишем уравнение (2.7) в виде

v(t, y)

=

∫

Ω



ρ(y − ξ(t, ω)) exp







t
∫

0

c(ξ(s, ω), v(s, ξ(s, ω)))ds







P (dω)



 , (2.8)

где Ω = Cd × Cd.
Определим отображение Γ : C0,T (R

d) → C0,T (R
d
+) с помощью сле-

дующих соотношений: пусть ζ ∈ C0,T (R
d) и Γ(ζ) = ξ так, что ξj(t) =

ζj(t), если j = 1, . . . , d − 1, и ξd(t) = ζd(t) − ( inf
06s6t

ζd(s)) ∧ 0. Отоб-

ражение k : C0,T (R
d) → C0,T (R

1) зададим соотношением Γ(ζ) − ζ =
(0, · · · , 0, k(ζ)). При этом отображение Γt(ζ) = (ξ1(t), . . . , ξd(t)) удо-
влетворяет оценкам sups6t ‖Γs(ζ) − Γs(ζ1)‖ 6 2 sups6t ‖ζ(s) − ζ1(s)‖ и
‖Γt(ζ) − Γs(ζ)‖ 6 ‖ζ(t)− ζ(s)‖.

Рассмотрим далее стохастическую систему относительно процесса
ζ(t) ∈ Rd и функции ṽ(t, z) ∈ R, t ∈ [0, T ], z ∈ Rd,

ζ(t) = ζ0 +

t
∫

0

A(Γs(ζ), v(s,Γs(ζ)))dw(s), (2.9)
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ṽ(t, z) = E



ρ(Γt(z)− Γt(ζ)) exp







t
∫

0

c(Γs(ζ), v(s,Γs(ζ)))ds









 (2.10)

где ζ0 ∈ Rd – случайная величина с распределением P (ζ0 ∈ dy) =
µ0(dy), не зависящая от w(t). Заметим, что, несмотря на то, что отоб-
ражение Av(y) = A(y, v(y)) задано на Rd

+, отображение Av ◦ Γt задано
на Rd.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия C 2, матрица A невырож-

дена и ζ(t), ṽ(t, y) – решение системы (2.9), (2.10). Положим ξ(t) =
Γt(ζ), k(t)=(Γt(ζ)

d−ζd(t)), v(t, ξ(t))=v(t,Γt(ζ)). Тогда (ξ(t), k(t), v(t, y))
– единственное решение системы (2.5)−−(2.7).

Доказательство. По построению ζ(t) – непрерывный процесс с ве-
роятностью 1. Если пара (ζ(t), ṽ(t, z)) удовлетворяет (2.9), (2.10), то
тройка (ξ(t), k(t), v(t, y)) удовлетворяет (2.5) – (2.7). Из определения
процесса k(t) следует, что он не убывает и возрастает только на мно-
жестве K = {t > 0 : ξ(t) ∈ ∂G}, где ∂G = {x ∈ Rd : xd = 0}. Покажем,
что это множество имеет нулевую меру Лебега. Для этого достаточно
показать, что множество KT = K ∧ [0, T ] имеет нулевую меру Ле-
бега. Из определения процесса ζ(t) вытекает, что KT = {t ∈ [0, T ] :
ζd(t) = (infs6t ζ

d(s)) ∧ 0}, где ζd(t) – компонента с номером d процес-

са ζ(t). Компонента ζd(t) =
t
∫

0

d
∑

j=1

Adj(Γs(ζ), v(s,Γs(ζ)))dwj (t) процесса

ζ(t) может быть получена из винеровского процесса w̄(t) с помощью
невырожденного преобразования времени,

ζd(t) = w̄

(

t
∫

0

Bd(Γs(ζ

)

, v(s,Γs(ζ)))ds),

где Bd =
d
∑

j=1

[Adj ]
2, а для винеровского процесса этот факт известен.

Для того, чтобы доказать единственность, предположим, что суще-
ствует две тройки (ξ(t), k(t), v(t, y)) и (ξ1(t), k1(t), v1(t, y)), удовлетво-
ряющие (2.5) - (2.7), и зададим ζ = (ζ1, . . . , ζd), ζ1 = (ζ11 , . . . , ζ

d
1 ) соотно-

шениями ζj = ξj , j = 1, . . . d− 1, ζd = ξd− k(t) и ζj1 = ξj1, j = 1, . . . d− 1,
ζd1 = ξd1 + k. Тогда (ζ, ṽ) и (ζ1, ṽ1) удовлетворяют (2.9), (2.10) и, в си-
лу единственности решения этой системы, ζ = ζ1, ṽ = ṽ1. При этом
ξj = ξj1, j = 1, . . . , d1 и ξd(t) + k(t) = ξd1 (t) + k1(t), откуда следует,
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что ξd(t) − ξd1 (t) = k1(t) − k(t) = 0, поскольку правая часть может
убывать только, если ξd(t) = 0, ξd(t) 6 ξd1(t). Но ξd(0) = ξd1 (0) и эти
процессы непрерывны, следовательно, ξd(t) 6 ξd1 (t) всегда. Аналогич-
ные рассуждения показывают, что ξd1 (t) 6 ξd(t), откуда вытекает, что
ξd(t) = ξd1 (t). Наконец, v(t, y) = v1(t, y), если ξ(t) = ξ1(t) и k(t) = k1(t).

Система уравнений вида (2.9), (2.10) исследовалась в работе [2] и
мы воспользуемся подходом, предложенным в этой работе.

Мы будем рассматривать Ω = Cd, полагая ζ(t, ω) = ω(t), F =
σ{ζ(s) : 0 6 s 6 T } и Ft = σ{ζ(s) : 0 6 s 6 t}.

Обозначим

Q(t, ζ(ω), η(ω)) = exp







t
∫

0

c̃(ζ(s, ω), ṽ(s, ζ(s, ω))ds







и рассмотрим уравнение

ṽγ(t, z) =

∫

Cd

ρ̃(z − ζ(t))Q(t, ζ(ω), η(ω)))γ(dω), z ∈ Rd. (2.11)

�

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия C 2. Для заданной вероят-

ностной меры γ ∈ P2(Cd) существует единственное решение ṽγ(t, z)
уравнения (2.11).

Доказательство. Обозначим C1 линейное пространство веществен-
ных непрерывных случайных процессов η(t, ω) ∈ R, определенных на
[0, T ]× Cd и удовлетворяющих оценке

‖η‖∞,1 = E
γ [ sup

t∈[0,T ]

|η(t)|] =
∫

Cd

sup
t∈[0,T ]

|η(t, ω)|γ(dω) < ∞.

Пространство C1 – это банахово пространство с нормой ‖η‖∞,1. Введем
на этом пространстве эквивалентную норму ‖η‖N∞,1, N > 0, с помощью
соотношения

‖η‖N∞,1 = E
γ

[

sup
t∈[0,T ]

e−Nt‖η‖∞,1

]

.

Пусть Φγ – оператор, действующий из C1 в C([0, T ]×Rd;R), заданный
соотношением

Φγ(ζ)(t, z) =

∫

Cd

ρ̃(z − ζ(t, ω))Q(t, ζ(ω), η(ω))γ(dω). (2.12)
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Пусть m : C([0, T ]×Rd;R) → C1, т.е. : ṽ 7→ m(ṽ) и m(ṽ)(t, ω) = ṽ(t, ω(t)).
Заметим, что композиция m ◦ Φγ действует в пространстве C1 и урав-
нение (2.11) эквивалентно уравнению

ṽ = (Φγ ◦m)(ṽ). (2.13)

Предположим вначале, что отображение m ◦ Φγ имеет единственную
неподвижную точку η ∈ C1, так что η = (m ◦ Φγ)(η).

Для доказательства единственности решения уравнения (2.13) пред-
положим обратное. Пусть существует два решения ṽ и ṽ1 уравнения
(2.13) так, что ṽ = (Φγ ◦m)(ṽ) и ṽ1 = (Φγ ◦m)(ṽ1). Обозначим η = m(ṽ)
и η1 = m(ṽ1). Поскольку ṽ = Φγ(η), то η = m(ṽ) = m(Φγ(η)), и, анало-
гично, η1 = m(ṽ1) = m(Φγ(η1)). Напомним, что η и η1 – неподвижные
точки отображения m ◦ Φγ , следовательно, η = η1 почти всюду. Оста-
ется лишь проверить, что m ◦ Φγ имеет единственную неподвижную
точку.

Оценим разность Φγ(η)− Φγ(η1),

|Φγ(η)− Φγ(η1)|(t, z) = |
∫

Cd

ρ̃(z − ζ(t, ω))[Q(t, ζ(ω), η(ω))

−Q(t, ζ(ω), η1(ω))]γ(dω)|

6 Kρe
tKcLc

∫

Cd
T

∫ t

0

|η(s, ω)− η1(s, ω)|dsγ(dω)

6 Kρe
TKcLcE

[∫ t

0

eNse−Ns|η(s, ω)− η1(s, ω)|ds
]

6 Kρe
TKcLcE





t
∫

0

eNs sup
τ6t

e−Nτ |η(τ, ω)− η1(τ, ω)|ds





6 Kρe
TKcLc

eNt − 1

N
E

[

sup
τ6t

e−Nτ |η(τ, ω)− η1(τ, ω)|
]

6 Kρe
TKcLc

eNt − 1

N
‖η − η1‖N∞,1.

По определению (m ◦ Φγ)(t, η) = Φγ(η)(t, ξ(t)), откуда в
силу свойств функций ρ и c вытекает оценка

sup
t∈[0,T ]

e−Nt|(κ ◦ Φγ)(t, η) − (κ ◦ Φγ)(t, η1)|
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= sup
t∈[0,T ]

e−Nt|Φγ(η)(t, ξ(t)) − Φγ)(η1)(t, ξ(t))|

6 Kρe
TKcLρ

1

N
‖η − η1‖N∞,1.

Вычисляя математическое ожидание, получим оценку

‖m ◦ Φγ(ζ)(t) −m ◦ Φγ(η)(t)‖N∞,1

6 Kρe
TKcLρ

1

N
‖η − η1‖N∞,1,

из которой вытекает, что, для достаточно большого числа
N > Kρe

TKcLρ, отображение m ◦ Φγ является сжимающим отобра-
жением в пространстве (C1, ‖ · ‖N∞,1). При этом существование и един-
ственность решения уравнения (2.13) при заданной мере γ ∈ P2(Cd)
вытекают из теоремы о сжимающих отображениях в банаховом про-
странстве.

Оценим далее зависимость от γ процесса ζγ и функции ṽγ(t, z), удо-
влетворяющих (2.9), (2.11).

Заметим, что, если ṽγ удовлетворяет (2.11), то для (γ, z) ∈ P2(Cd)×
Rd отображение t 7→ ṽγ(t, z) непрерывно. При этом, в силу ограничен-
ности c и липшицевости ρ, справедлива оценка

sup
(t,z)∈[0,T ]×Rd

|ṽγ(t, z)| 6 Kρ exp(KcT ). (2.14)

Обозначим C1 линейное пространство вещественных непрерывных слу-
чайных процессов ζ(t, ω), определенных на [0, T ]×Cd и удовлетворяю-
щих оценке

‖ζ‖∞,1 = E
γ [ sup

t∈[0,T ]

|ζ(t)|] =
∫

Cd

sup
t∈[0,T ]

|ζ(t, ω)|γ(dω) < ∞.

C1 – это банахово пространство с нормой ‖ · ‖∞,1. Введем на этом про-
странстве эквивалентную норму ‖ζ‖N∞,1, N > 0, с помощью соотноше-
ния

‖ζ‖N∞,1 = E
γ

[

sup
t∈[0,T ]

e−Nt‖ζ‖∞,1

]

.

�

Лемма 2.3. Пусть выполнено условие C 2 и функция vγ удовлетво-

ряет (2.11). Тогда для любой пары распределений (γ, γ1) ∈ P2(Cd) ×
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P2(Cd) и всех (t, z, z1) ∈ [0, T ]×Rd ×Rd справедлива оценка

|ṽγ(t, z)− ṽγ1(t, z1)|2 6 Cρ,c(t)[‖z − z1‖2 +W2
t (γ, γ1)]. (2.15)

Доказательство. Пусть (γ, γ1) ∈ P2(Cd)× P2(Cd). Оценим разность

|ṽγ(t, z)− ṽγ1(t, z1)|2 6 2|ṽγ(t, z)− ṽγ(t, z1)|2

+ |ṽγ(t, z1)− ṽγ1(t, z1)|2 = α1 + α2. (2.16)

Для оценки α1 воспользуемся липшицевостью функции ρ̃ и ограничен-

ностью экспоненты Q(t, ζ, η) = e

t∫

0

c̃(ζ(s),η(s)))ds
с ограниченным показа-

телем c̃(z, ṽ),

|ṽγ(t, z)− ṽγ(t, z1)|2 = |
∫

Cd

[ρ̃(z − ζ(t, ω))− ρ̃(z1 − ζ(t, ω))]

×Q(t, ζ(ω), η(ω)))γ(dω)|2 6 Lρe
tKc‖z − z1‖2. (2.17)

Для оценки α2 заметим, что в силу неравенства Йенсена

α2 = |ṽγ(t, z1)− ṽγ1(t, z1)|2

=

∫

Cd

ρ̃(z1 − ζ(t, ω))Q(t, ζ(ω), η(ω)))γ(dω)

−
∫

Cd

ρ̃(z1 − ζ(t, ω1))Q(t, ζ(ω1), η(ω1)))γ1(dω1)|2

6

∫

Cd×Cd

|ρ̃(z1 − ζ(t, ω))Q(t, ζ(ω), η(ω)))

− ρ̃(z1 − ζ(t, ω1))Q(t, ζ(ω1), η(ω1)))|2π(dω, dω1), (2.18)

где π принадлежит множеству Π(γ, γ1), заданному в (2.1).
Пусть ζ, ζ1 ∈ Cd и η, η1 ∈ C1. Тогда

|ρ̃(z − ζ(t))Q(t, ζ, η) − ρ̃(z1 − ζ1(t))Q(t, ζ1, η1)|2

6 2|ρ̃(z − ζ(t)) − ρ̃(z1 − ζ1(t))|2|Q(t, ζ, η)|2

+ 2|ρ̃(z1 − ζ1(t))|2|Q(t, ζ, η)−Q(t, ζ1, η1)|2. (2.19)
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Обозначим f =
t
∫

0

c̃(ζ(s), η(s))ds, g =
t
∫

0

c̃(ζ1(s), η1(s))ds и воспользуемся

оценкой

ef − eg = (f − g)

1
∫

0

eθf+(1−θ)gdθ 6 esup(f,g)|f − g|, ∀f, g ∈ R,

чтобы вывести неравенство

|Q(t, ζ, η)−Q(t, ζ1, η1)|

6 eKct

t
∫

0

|Q(s, ζ(s), η(s)) −Q(s, ζ1(s), η1(s))|ds

6 eKctLc

t
∫

0

[‖ζ(s)− ζ1(s)‖ + |η(s)− η1(s)|]ds. (2.20)

Поскольку функция ρ̃ удовлетворяет условию Липшица, то, используя
оценки (2.14) и (2.20), получим

|ρ̃(z1 − ζ(t))Q(t, ζ, η) − ρ̃(z1 − ζ1(t))Q(t, ζ1, η1)|2

6 2L2
ρe

2tKc‖ζ(t)− ζ1(t)‖2 + 4tK2
ρL

2
ce

2tKc

t
∫

0

[‖ζ(s)− ζ1(s)‖2

+ |η(s)− η1(s)|2]ds 6 C

[

(1 + t) sup
s6t

‖ζ(s)− ζ1(s)‖2+

+

t
∫

0

|η(s)− η1(s)|2ds



 . (2.21)

Подставляя (2.21) в (2.18) , получим оценку для α2, откуда, с учетом
оценки (2.17) для α1 и (2.16), получим
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|ṽγ(t, z)− ṽγ1(t, z1)|2 6 2C(t)
[

‖z − z1‖2

+ (1 + t)

∫

Cd×Cd

sup
s6t

‖ζ(s, ω)− ζ(s, ω1)‖2π(dω, dω1)

+

∫

Cd×Cd

t
∫

0

|ṽγ(s, ζ(s, ω))− ṽγ1(s, ζ(s, ω1))|2dsπ(dω, dω1)






. (2.22)

Из (2.22) вытекает оценка

|ṽγ(t, ζ(t, ω)) − ṽγ1(t, ζ(t, ω1))|2

6 2C(t)
[

‖ζ(t, ω)− ζ(t, ω1)‖2

+(1 + t)

∫

Cd×Cd

sup
s6t

‖ζ(s, ω)− ζ(s, ω1)‖2π(dω, dω1)

+

∫

Cd×Cd

t
∫

0

|ṽγ(s, ζ(s, ω))− ṽγ1(s, ζ(s, ω1))|2dsπ(dω, dω1)






. (2.23)

Пусть

α(s) =

∫

Cd×Cd

||ṽγ(s, ζ(s, ω))− ṽγ1(s, ζ(s, ω1))‖2π(dω, dω1).

Интегрируя соотношение (2.23) по мере π, получим

α(t) 6 2C(t)

t
∫

0

α(s)ds

+ 2(t+ 2)C(t)

t
∫

0

∫

Cd×Cd

sup
s∈[0,t]

‖ζ(s, ω)− ζ(s, ω1)‖2π(dω, dω1),

откуда, в силу леммы Гронуолла, следует оценка
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α(t) =

∫

Cd×Cd

|ṽγ(t, ζ(t, ω))− ṽγ1(t, ζ(t, ω1))|2π(dω, dω1)

6 2C(t)(t+ 2)e2tC(t)

∫

Cd×Cd

sup ‖ζ(s, ω)− ζ(s, ω1)‖2π(dω, dω1).

С учетом последнего неравенства из (2.22) следует оценка

|ṽγ(t, z)− ṽγ1(t, z1)|2 6 2C(t)
[

‖z − z1‖2

+K(t)

∫

Cd×Cd

sup
s6t

‖ζ(s, ω)− ζ(s, ω1)‖2π(dω, dω1)







где K(t) = 1 + t + (t + 2)e2tC(t). Поскольку эта оценка справедлива
для любой меры π ∈ Π(γ, γ1) то, вычисляя инфимум по π ∈ Π(γ, γ1),
получим требуемую оценку (2.15). �

Теорема 2.4. Пусть выполнено условие C 2.1. Тогда существует

единственное решение ζγ(t), ṽγ(t, z) системы (2.9), (2.10).

Доказательство. Поскольку, как показано выше, ṽγ(t, z) – липши-
цева функция, существует единственное сильное решение ζγ(t) СДУ
(2.9). Используя неравенства Буркхольдера и Йенсена, нетрудно про-
верить, что существует такая константа, зависящая от констант в оцен-
ках условия C 2, что

E[sup
t6T

‖ζγ(t)‖2 6 C[1 + E‖ζ0‖2].

Отсюда следует, что распределение L(ζ) процесса ζγ(t) принадлежит
P2(Cd). Рассмотрим отображение K : P2(Cd) → P2(Cd), заданное со-
отношением K(γ) = L(ζγ), и покажем, что оно является сжимающим
отображением в P2(Cd).

Пусть γ, γ1 ∈ P2(Cd), а ṽγ , ṽγ1 – решения (2.9), соответствующие γ
и γ1. Из определения метрики Вассерштейна следует, что

W2
T (K(γ),K(γ1)) 6 E[sup

t6T

‖ζ(t)− ζ1(t)‖2]. (2.24)
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Используя оценки (2.15) и (2.24), покажем, что для любого τ ∈ [0, T ]

E[sup
t6τ

‖ζ(t)− ζ1(t)‖2]

6





τ
∫

0

E[sup
s6t

‖ζ(s)− ζ1(s)‖2]dt+
τ
∫

0

W2
t (γ, γ1)dt



 (2.25)

с константой C, зависящей от констант в условии C 2. Применяя лем-
му Гронуолла, получим

E[sup
t6τ

‖ζ(t)− ζ1(t)‖2] 6 CeCT

τ
∫

0

W2
s (γ, γ1)ds. (2.26)

Из (2.24) и (2.26) следует, что

W2
τ (γ, γ1) 6 CeCT

τ
∫

0

W2
s (γ, γ1)ds. (2.27)

Итерируя оценку (2.27), докажем, что отображение K является сжи-
мающим, что завершает доказательство теоремы. �

§3. Вероятностное представление решения задачи

Коши–Неймана

В заключение мы установим связь между процессами ξ(t) и k(t) и
функцией u(t, y), удовлетворяющими системе вида (2.5)–(2.7), и реше-
нием задачи Коши–Неймана в полупространстве G = Rd

+

∂u(t, y)

∂t
=

1

2
Tr∇2[(AA∗)(y, [ρ ∗ u](t, y))u(t, y)]

+ c(y, [ρ ∗ u](t, y))u(t, y), (3.1)

u(0, y) = u0(y), y ∈ G, div(Bu) · n = 0, y ∈ ∂G, (3.2)

где [div(Bu)]k =
d
∑

j=1

Bkjuj , h · z =
d
∑

k=1

hkzk, и

ρ ∗ u(t, y) =
∫

G

ρ(y − x)u(t, x)dx.
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Введем ряд дополнительных обозначений. Пусть L2(G) – множе-
ство квадратично интегрируемых функций, Hk(G) (Hk

0 (G)) – множе-
ство функций квадратично интегрируемых вместе со своими произ-
водными до порядка k (с компактными носителями), H−k(G) – про-
странство, двойственное к Hk(G), 〈u, φ〉 =

∫

G

u(y)φ(y)dy, ∀φ ∈ Hk(G),

u ∈ H−k(G) и L∞(G) – множество функций c ‖f‖∞ = ess sup
t∈[0,T ]

|f(t)|,

S(Rd) – пространство Шварца быстро убывающих бесконечно диф-
ференцируемых функций и S ′(Rd) – двойственное пространство обоб-
щенных функций.

Функцию u ∈ H1(G) назовем слабым решением задачи Коши - Ней-
мана (3.1), (3.2), если для любой функции φ ∈ C2(G)) справедливо
интегральное тождество

∂

∂s
〈φ, u(s)〉+ 1

2
〈Tr(AA∗)([ρ ∗ u](s))φ, u〉+ 〈c(ρ ∗ u)(s)φ, u〉 = 0. (3.3)

Борелевскую меру µ назовем слабым решением задачи Коши - Ней-
мана (3.1), (3.2), если для любой функции φ ∈ C2(G)) справедливо
интегральное тождество

∂

∂s
〈φ, µ(s)〉 + 1

2
〈Tr(AA∗)([ρ ∗ µ](s))φ, µ(s)〉 + 〈c(ρ ∗ µ)φ, µ(s)〉 = 0.

Здесь 〈φ, µ〉 =
∫

G
φ(y)µ(dy)〉.

Пусть, как и в предыдущем параграфе, G = Rd
+, ∂G = {y ∈ Rd :

yd = 0}, внешняя нормаль задана соотношением n(y) = (0, . . . , 0,−1), а
коэффициенты A(y, u), c(y, u) в (3.1) ограничены и дифференцируемы
вплоть до границы.

Рассмотрим стохастическую задачу

ξ(t) + k(t) = ξ0 +

t
∫

0

A(ξ(s), u(s, ξ(s)))dw(s), (3.4)

|k|(t) =
t
∫

0

I(ξ(s) ∈ ∂G)d|k|(s),

k(t) =
1

2

∫ t

0

B(ξ(s), u(s, ξ(s)))n(ξ(s))d|k|(s). (3.5)
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u(t, y) = E



ρ(y − ξ(t)) exp







t
∫

0

c(ξ(s), u(s, ξ(s)))ds









 , y ∈ Ḡ. (3.6)

Воспользовавшись отображением Γ : C([0, T ];Rd) → C([0, T ];Rd
+), пе-

рейдем от рассмотрения системы описывающей диффузионный про-
цесс с отражением и функцию u(t, y) в полупространстве Rd

+ к системе

ζ(t) = ζ0 +

t
∫

0

Ãu(Γ(s, ζ))dw(s), (3.7)

ũ(t, z) = E



ρ(z − ζ(t)) exp







t
∫

0

c̃(ζ(s), ũ(s, ζ(s)))ds









 , (3.8)

описывающей диффузионный процесс ζ(t) ∈ Rd и функцию ũ(t, z), z ∈
Rd. Здесь P (ζ0 ∈ dz) = µ0(dz) и ζ0 не зависит от w(t).

Из условий C2 и свойств функции ũ(t, z), установленных в парагра-
фе 2, вытекает, что Ãu(z) и c̃u(z) – ограниченные липшицевы функции
и существует такая константа C, что справедливы оценки

sup
06s6t

‖Au(Γs(ζ)) −Au(Γs(ζ
′))‖ 6 C sup

06s6t

‖ξ(s)− ξ′(s)‖. (3.9)

Из результатов предыдущего параграфа вытекает, что решение (ζ(t) ∈
Rd, ũ(t, z) ∈ R) системы (3.7), (3.8) существует, единственно с веро-
ятностью 1, процесс ζ(t) обладает марковским свойством, а функция
ũ(t, z) ограничена и липшицева. При этом из теоремы 2.1 следует, что
пара процессов

ξ(t) = Γ(t, ζ), k(t) = η(t, ζ),

и функция u(t, y) = u(t,Γ(z)) = ũ(t, z) удовлетворяют системе (3.4)–
(3.6), если ζ(t) ∈ Rd, ũ(t, z) ∈ R – решение системы (3.7), (3.8) и мат-
рица B̃u(z) = Ãu(z)(Ãu)∗(z) невырождена.

Для того, чтобы установить связь между стохастической системой
(3.4)–(3.6) и задачей Коши–Неймана (3.1), (3.2), наряду с системой
(3.7), (3.8), нам понадобится еще одна стохастическая система, позво-
ляющая определить обобщенное решение уравнения (3.1).

Перепишем систему (3.7), (3.8) в виде

ζ(t) = ζ0 +

t
∫

0

Ãu(ζ(s))dw(s), (3.10)
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ũγ(t, z) =

∫

Cd



ρ̃(z − ζ(t)) exp







t
∫

0

c̃(ζ(s), ũγ(s, ζ(s)))ds









 γ(dω), (3.11)

где γ = L(ζ(t)) распределение процесса ζ и P (ζ0 ∈ dz) = µ0(dz).
Рассмотрим также вспомогательную стохастическую систему

dζ(s) = Ã([ρ ∗ µ](s, ζ(s)))dw(s),
ζ(0) = ζ0, P{ζ0 ∈ dz) = µ0(dz), (3.12)

∫

Rd

h(z)µγ(t, dz) = E



h(ζ(t)) exp







t
∫

0

c̃([ρ ∗ µ](s, ζ(s)))ds











=

∫

Cd

h(ζ(t, ω)Qm(t, ζ(ω), [ρ ∗ µ](ζ(ω)))γ(dω) (3.13)

∀h ∈ S(R). Здесь [ρ∗µ](s, z) =
∫

R

ρ(z−x)µ(s, dx) и ζ0 не зависит от w(t).

Используя технику работы [2], покажем, что справедливо следую-
щее утверждение.

Теорема 3.2. Пусть задано решение (ζ, µγ) системы (3.12)–(3.13),
тогда пара (ζ, ũγ), где vγ = ρ ∗ µγ удовлетворяет (3.10)–(3.11). Вер-

но и обратное утверждение. Если пара (ζ, ũγ) удовлетворяет (3.10)–
(3.11), то существует мера µγ такая, что пара (ζ, µγ) удовлетворя-

ет (3.12)–(3.13).
Если, кроме того, мера Лебега измеримого множества {z ∈ Rd :

F (ρ)(z) = 0} равна нулю, то системы (3.10)–(3.11) и (3.12)–(3.13)
эквивалентны.

Доказательство. Зафиксируем t ∈ [0, T ] и пусть (ζ, vγ) удовлетворя-
ют (3.10)– (3.11). Обозначим F : f ∈ S(Rd) 7→ F (f) ∈ S(Rd) преобра-
зование Фурье на пространстве Шварца,

F (f)(λ) =
1√
2π

∫

Rd

f(y)e−iλ·ydy.

Поскольку ρ ∈ L1(Rd), то преобразование Фурье функции ũγ , задан-
ной соотношением (3.13) имеет вид

F (vγ)(λ) = F (ρ)

∫

Cd

e−iλ·ζ(t,ω)Q(t, ζ(ω), vγ(ζ(ω)))γ(dω). (3.14)
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В силу теоремы Лебега о мажорируемой сходимости функция

gγ(λ) =

∫

Cd

e−iλ·ζ(t,ω)Q(t, ξ(ω), ũγ(ζ(ω)))γ(dω)

непрерывна и ограничена, поскольку Q ограничена. Кроме того gγ(λ)
неотрицательно определена, поскольку для последовательности ком-
плексных чисел bk, k = 1, . . . , d и последовательности yk ∈ Rd, k =
1, . . . , d и всех z ∈ Rd справедливо равенство

d
∑

k,j=1

bk b̄je
−iλ·(yk−yj) =

(

d
∑

k=1

bke
−iλ·yk

)





d
∑

j=1

bje−iλ·yj





= |
d
∑

k=1

bke
−iλ·yk |2.

Отсюда, в силу теоремы Бохнера, следует, что существует такая ко-
нечная неотрицательная борелевская мера µγ(t, dy) на Rd, что

gγ(λ) =
1√
2π

∫

Rd

e−iλ·yµγ(t, dy). (3.15)

Покажем, что µγ(t, dy) удовлетворяет (3.13). Неотрицательную боре-
левскую меру µγ(t, dy) можно интерпретировать как элемент прост-
ранства распределений Шварца, и, следовательно, F−1(gγ) = µγ , и

∀h ∈ S(Rd), |
∫

Rd

h(y)µγ(t, dy)| 6 ‖h‖∞µγ(t, Rd) < ∞.

При этом из (3.14) и (3.15) вытекает, что

F (uγ) = F (ρ)F (µγ)

и, следовательно,

ũγ(t, z) = ρ ∗ µγ(t, z). (3.16)
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Наконец, обозначив 〈h, µ(t)〉 =
∫

Rd

h(y)µ(t, dy), ∀h ∈ S(Rd), получим

〈h, µ(t)〉 = 〈h, F−1(gγ)〉 = 〈F−1(h), gγ〉

=

∫

Rd

F−1(h)(λ)





∫

Cd

e−iλ·ζ(t,ω)

×Q(t, ζ(ω), ũγ(ζ(ω)))γ(dω)) dλ =

∫

Cd





∫

Rd

F−1(h)(λ)

×e−iλ·ζ(t,ω)dλ
)

exp







t
∫

0

c̃(ζ(s, ω), ũγ(s, ζ(s, ω)))ds







γ(dω)

=

∫

Cd





∫

Rd

F−1(h)(z)e−iλ·ζ(t,ω)dz





× exp







t
∫

0

c̃(ζ(s, ω), [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s, ω)))ds







γ(dω)

=

∫

Cd

h(ζ(t, ω) exp







t
∫

0

c̃(ζ(s, ω), [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s, ω)))ds







γ(dω),

что совпадает с (3.13). Для того, чтобы проверить обратное утвержде-
ние предположим, что (ζ(t), µγ(t, dz)) удовлетворяют (3.12), (3.13) и
положим ũγ(t, z) = [ρ ∗ µγ ](t, z). При этом уравнение (3.12) совпадет с
уравнением (3.10). Поскольку µγ(t) финитна, то уравнение (3.11) мож-
но получить, выбрав h(y) = ρ(z − y) в (3.13).

Для проверки эквивалентности систем (3.10), (3.11) и (3.12), (3.13)
достаточно заметить, что из (3.16) следует, что если Leb({z ∈ Rd :

F (ρ)(λ) = 0}) = 0, (где Leb -мера Лебега), то F (µγ) = F (ũγ)
F (ρ) п.в. Таким

образом, µγ однозначно определяет ũγ и наоборот.
Покажем, что система (3.12)–(3.13) связана с задачей Коши следу-

ющего вида
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∂µγ(t)

∂t
=

1

2

d
∑

i,j=1

∂2

∂yi∂yj
[Bij(y, [ρ ∗ µγ ](t, y))µγ(t)]

+ c(y, [ρ ∗ µγ ](t))µγ(t), µγ(0, dy) = µ0(dy), (3.17)

где Bij =
d
∑

k=1

AikAkj . �

Теорема 3.3. Мера µγ(t) заданная соотношением (3.13) удовлетво-

ряет в слабом смысле задаче Коши (3.17).

Доказательство. Пусть h ∈ C∞
0 (Rd

+) и ζ(t) – случайный процесс,
удовлетворяющий (3.13). Рассмотрим случайный процесс

φ(s) = h(ζ(t))Q(s, ζ, [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s))).

Воспользовавшись формулой Ито, получим

dφ(s) = dh(ζ(s))Q(s, ζ, [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s)))

+ h(ζ(s))dQ(s, ζ, [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s)))

=
1

2
Tr∇2h(ζ(s))B̃(ζ(s), [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s)))]

×Q(s, ζ, [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s)))ds

+ c̃(ζ(s), [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s)Q(s, ζ, [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s)))ds

+Q(s, ζ, [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s)))Ã(ζ(s), [ρ ∗ µγ ](s, ζ(s)))dw(s). (3.18)

Интегрируя по s в пределах от 0 до t, вычисляя математическое ожи-
дание и принимая во внимание определение µγ , получим

∫

Rd

h(z)µγ(t, dz) =

∫

Rd

h(z)µ0(dz)

+

t
∫

0

∫

Rd

h(z)c̃(z, [ρ ∗ µγ ](s, z))µγ(s, dz)ds

+
1

2

t
∫

0

Tr[∇2h(z)B̃(z, [ρ ∗ µγ ](s, z))]µγ(s, dz)ds.

�
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Теорема 3.4. Пусть выполнены условия C 2. Тогда функция uγ(t, y),
заданная соотношением (3.16) является слабым решением задачи Ко-

ши–Неймана (3.1), (3.2) в полупространстве Rd.

Доказательство. Пусть ξ(t), k(t), u(t, y)y ∈ Rd
+ удовлетворяют систе-

ме (3.5)–(3.7) и ξ(t) – марковский процесс в Rd
+ с отражением на гра-

нице. Используя свойства отображения Γ можно проверить, что лип-
шицевость коэффициентов Av(y) и cv(y) позволяет доказать оценку
E‖ζx(t) − ζy(t)‖2 6 C‖x− y‖2, где ζx(t) – решение уравнения с неслу-
чайным начальным условием ξ0 = x. Из свойств преобразования Γ
вытекает справедливость оценки E‖ξx(t)− ξy(t)‖2 6 C‖x− y‖2.

Обозначим U(t) эволюционное семейство операторов, порожденных
процессом ξx(t) с фазовым пространством Rd

+. Из оценки E‖ζx(t) −
ζy(t)‖2 6 C‖x − y‖2 следует, что операторы U(t) отображают про-
странство непрерывных ограниченных функций, заданных на Rd

+, в
себя, т.е. процесс ξx(t) является феллеровским процессом. Рассмотрим
генератор Au этого процесса,

Au = lim
t→0

Ef(ξ0,x(t))− f(x)

t
,

заданный на пространстве C2(Rd) дважды дифференцируемых функ-
ций f таких, что ∂f(x)

∂xd |xd=0 = 0. При этом поскольку ξ(t) = Γt(ζ) то,
применяя формулу Ито, нетрудно проверить, что

Auf(x) =
1

2
TrA(x, u)∇2f(x)A∗(x, u).

Если ∂f(x)
∂xd 6= 0 для некоторой точки x = x0 = (x1

0, . . . , x
d−1
0 , 0), то

f /∈ DAu . Действительно,

lim
t→0

U(t)f(x0)− f(x0)

t
= lim

t→0

1

t

(

∂f(x0)

∂xd
Ex0

ξd(t) + α(t)

)

, (3.19)

где lim
t→0

α(t)
t

= C < ∞. При этом
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Ex0
ξd(t) = E

(

ζd
xd
0

(t)−min
s6t

ζd
xd
0

)

= −E



min
s<t

s
∫

0

d
∑

k=1

Au
dk(Γ(ζx0

))dwk(τ)



 +O(t)

∼ Emax
s6bt

w̄(s) ∼ C
√
t, C > 0 (3.20)

для малых t и 0 < b < Bd(x, v) =
d
∑

k=1

A2
dk(x, v). Эта оценка вытекает из

того факта, что
s
∫

0

d
∑

k=1

Adk(Γ(ζx0
))dwk(τ)

имеет то же распределение, что и w̄(
s
∫

0

Bd(Γ(ζx0
))dτ), где w̄ – некоторый

винеровский процесс. Из (3.19) и (3.20) вытекает, что

lim
t→0

|U(t)f(x0)− f(x0)| = ∞

и, следовательно, f(x) /∈ DAu .
Таким образом, функция ũγ(t, z), заданная соотношением (3.16),

определяет функцию u(t, y), удовлетворяющую в слабом смысле за-
даче Коши–Неймана (3.1), (3.2) в полупространстве Rd

+. �
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