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§1. Введение

Через Z,Q,R обозначим множества целых, рациональных и дей-
ствительных чисел соответственно. Через Z+,Q+,R+ обозначим соот-
ветствующие множества неотрицательных чисел. Для множества M ⊆
R обозначим через Mn множество всех векторов из Rn с координата-
ми из M. |M| обозначает мощность множества M. −M обозначает
множество {−x |x ∈ M}. Через max(v) (соотв. min(v)) обозначим мак-
симальную (соотв. минимальную) координату v ∈ Rn. Множество дей-
ствительных n×m матриц обозначим через Mn,m.

Векторы из Rn считаются столбцами и отождествляются с соответ-
ствующими n-кортежами. Координатный вектор с номером j обозна-
чается ej. Также e = (1, . . . , 1)t.

Исследование линейных операторов, сохраняющих различные мат-
ричные функции и инварианты восходит к Фробениусу. В 1897 году
он охарактеризовал линейные операторы, сохраняющие определители
комплексных матриц, см. [5]. Многие математики внесли свой вклад
в исследование линейных операторов, сохраняющих различные мат-
ричные инварианты и свойства. Более подробную информацию о тео-
рии линейных операторов, сохраняющих инварианты (Linear Preserver
Problems) можно найти в [10, 13, 17].

Другим важным направлением исследований являются операторы,
сохраняющие бинарные матричные отношения. Например, матричные
мажоризации, семейство отношений предпорядка на множестве дей-
ствительных матриц (см. [1, 6–8, 15, 16]), стали богатым источником
задач на сохранение инвариантов, см. [1–3,11, 12, 14, 18].

Ограничение мажоризаций на матрицы с коэффициентами из неко-
торого специального множества, как, например, (0, 1)-матрицы, может
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приводить к интересным комбинаторным результатам, см. [4,6,9]. Воз-
никает естественный вопрос о том, как устроены линейные операторы,
сохраняющие такие классы матриц. Линейный оператор на множестве
действительных n × m матриц можно рассматривать как линейный
оператор на пространстве Rnm. Это значит, что для характеризации
линейных операторов, сохраняющих классы матриц, достаточно изу-
чить линейные операторы, сохраняющие классы векторов.

Для исследования линейных операторов, сохраняющих векторы с
коэффициентами из выбранного множества M ⊆ R, достаточно рас-
смотреть линейные функционалы φ : Rn → R. Дело в том, что одному
линейному оператору Φ : Rn → Rn взаимно-однозначно соответствует
набор n линейных функционалов Φ1, . . . ,Φn : Rn → R, определяемых
соотношениями Φi(v) = (Φ(v))i, i = {1, . . . , n}. Тогда Φ сохраняет век-
торы с коэффициентами из некоторого множества M, если и только
если все Φ1, . . . ,Φn сохраняют множество M. В настоящей статье дает-
ся характеризация линейных функционалов, сохраняющих различные
подмножества R.

Во многих областях математики рассматриваются различные ком-
бинаторные классы матриц. Например, (0, 1)-матрицы, (±1)-матрицы,
(±1, 0)-матрицы, целочисленные матрицы и многие другие. В связи
с этим, актуально изучение линейных операторов, сохраняющих эти
классы. В то же время, характеризации линейных операторов, сохра-
няющих матрицы с коэффициентами из некоторого множества M, ещё
не были получены. В настоящей работе на основе полученных для ли-
нейных функционалов результатов мы получаем характеризации ли-
нейных операторов, сохраняющих множество матриц с коэффициен-
тами из M. В качестве M рассматриваются множества целых, ра-
циональных, неотрицательных целых, рациональных и вещественных
чисел, интервалы на числовой прямой, нечетные числа, числа, крат-
ные произвольному целому k, и любые конечные множества действи-
тельных чисел. Приведенные множества соответствуют значительной
части возникающих в комбинаторных задачах классов матриц. От-
метим, что идеи и методы доказательств настоящей работы заметно
отличаются от стандартных методов теории линейных операторов, со-
храняющих матричные инварианты.
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Настоящая статья построена следующим образом. Вводная инфор-
мация приведена в §1. В §2 содержатся основные определения и поня-
тия. Также в этом параграфе показана связь между линейными функ-
ционалами φ : Rn → R, сохраняющими множество M, и линейными
операторами на пространстве Rn, сохраняющими векторы с координа-
тами из M. В §3 рассматриваются общие свойства линейных функци-
оналов, сохраняющих некоторое множество M. В §4 рассматриваются
бесконечные множества целых чисел. В §5 и §6 приводятся характери-
зации линейных функционалов, сохраняющих соответственно ограни-
ченные и неограниченные интервалы. В §7 дается полная характери-
зация линейных функционалов, сохраняющих конечные множества.
Наконец, в §8 мы показываем, как, зная характеризацию линейных
функционалов, сохраняющих множество M, дать характеризацию ли-
нейных операторов на пространстве Mn,m, сохраняющих множество
матриц с коэффициентами из M.

§2. Линейные операторы и функционалы

Определение 2.1. Линейный функционал φ : Rn → R сохраняет мно-

жество M ⊆ R, если φ(v) ∈ M для любого вектора v ∈ Mn.

Определение 2.2. Линейный оператор Φ : Rn → Rn сохраняет мно-

жество Mn ⊆ Rn, если Φ(v) ∈ Mn для любого вектора v ∈ Mn.

Напомним, что векторы e1, . . . , en образуют стандартный базис про-
странства Rn.

Определение 2.3. Координатами линейного функционала φ:Rn →R

называется набор (φ1, . . . , φn) действительных чисел, определяемых

равенствами φi = φ(ei), i = 1, . . . , n.

Таким образом, φ(v)=
n
∑

i=1

φivi для любого вектора v=(v1, . . ., vn)
t∈Rn.

Мы отождествляем линейный функционал φ с вектор-строкой его

координат (φ1, . . . , φn).

Для линейного оператора Φ : Rn → Rn и индекса i ∈ {1, . . . , n} опре-
делим Φi : R

n → R – линейный функционал, задаваемый равенством
Φi(v) = (Φ(v))i.

Лемма 2.4. Пусть M ⊆ R и Φ : Rn → Rn – линейный оператор.

Тогда Φ сохраняет Mn, если и только если каждый функционал Φi,

i ∈ {1, . . . , n}, сохраняет M.
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Доказательство. I. Предположим, что Φ сохраняет множество Mn.
Пусть v ∈ Mn – произвольный вектор. Тогда Φ(v) ∈ Mn, т.е.

(Φ(v))i = Φi(v) ∈ M для любого i ∈ {1, . . . , n}. Таким образом, каж-
дый линейный функционал Φi сохраняет множество M.

II. Предположим, что каждый линейный функционал Φi,
i ∈ {1, . . . , n}, сохраняет множество M.

Пусть v ∈ Mn – произвольный вектор. По условию,

(Φ(v))i = Φi(v) ∈ M

для любого i ∈ {1, . . . , n}. Следовательно, Φ(v) ∈ Mn, т.е. Φ сохраняет
множество Mn. �

Таким образом, лемма 2.4 позволяет свести задачу характеризации
линейных операторов на пространстве Rn, сохраняющих некоторое
множество векторов Mn, к характеризации линейных функционалов
φ : Rn → R, сохраняющих множество M. В настоящей статье мы даем
такие характеризации для различных множеств M.

§3. Общие свойства

Лемма 3.1. Пусть {0, 1} ⊆ M ⊆ R. Предположим, что линейный

функционал φ : Rn → R сохраняет множество M. Тогда φi ∈ M для

любого i ∈ {1, . . . , n}.

Доказательство. Для любого i ∈ {1, . . . , n} выполнено ei ∈ Mn. То-
гда φ(ei) = φi ∈ M. �

Лемма 3.2. Пусть {0, 1} ⊆ M ⊆ R, и пусть множество M замкну-

то относительно сложения и умножения. Тогда линейный функцио-

нал φ : Rn → R сохраняет множество M, если и только если φi ∈ M
для любого i ∈ {1, . . . , n}.

Доказательство. I. Если φ сохраняет множество M, то φi ∈ M для
любого i ∈ {1, . . . , n} по лемме 3.1.

II. Предположим, что φi ∈ M для любого i ∈ {1, . . . , n}. Пусть

v ∈ Mn – произвольный вектор. Тогда φ(v) =
n
∑

i=1

φivi ∈ M, поскольку

M замкнуто относительно сложения и умножения. �

Следствие 3.3. Пусть M ∈ {Z,Q,Z+,Q+,R+}. Тогда линейный фун-

кционал φ : Rn → R сохраняет M, если и только если φi ∈ M для

любого i ∈ {1, . . . , n}.
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Лемма 3.4. Пусть M ⊆ R. Тогда линейный функционал φ : Rn → R

сохраняет множество M, если и только если φ сохраняет множе-

ство −M, где −M = {−x |x ∈ M}.

Доказательство. Пусть v ∈ Rn. Тогда v ∈ Mn, если и только если
−v ∈ −Mn. Поскольку φ(−v) = −φ(v), мы получаем, что φ(v) ∈ M,
если и только если φ(−v) ∈ −M. �

Заметим, что лемма 3.4 позволяет, зная характеризацию линейных
функционалов, сохраняющих множество M, автоматически получить
характеризацию линейных функционалов, сохраняющих множество
−M. Таким образом, лемма 3.4 расширяет область применимости лемм
5.1, 5.2, 5.3, 6.1, 6.2, 6.4, в которых рассматриваются такие множества
M, что, вообще говоря, M 6= −M.

§4. Бесконечные множества целых чисел

Лемма 4.1. Пусть k ∈ Z, k > 2. Тогда линейный функционал

φ : Rn → R сохраняет множество kZ, если и только если φi ∈ Z

для любого i ∈ {1, . . . , n}.

Доказательство. I. Пусть φi ∈ Z для любого i ∈ {1, . . . , n}. Если

v ∈ (kZ)n, то φ(v) =
n
∑

i=1

φivi ∈ kZ.

II. Предположим, что φ сохраняет множество kZ. Пусть i∈{1, . . ., n}
– произвольный индекс. Тогда kei ∈ (kZ)n и, таким образом, φ(kei) =
kφi ∈ kZ. Из этого следует, что φi ∈ Z. �

Лемма 4.2. Пусть M = (Z\2Z) – множество нечетных чисел. Тогда

линейный функционал φ : Rn → R сохраняет множество M, если и

только если φi ∈ Z для любого i ∈ {1, . . . , n} и число
n
∑

i=1

φi нечетно.

Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет множество M.

Имеем e ∈ Mn. Тогда φ(e) =
n
∑

i=1

φi ∈ M. Теперь для произвольного

j ∈ {1, . . . , n} рассмотрим вектор e − 2ej ∈ Mn. Тогда φ(e − 2ej) =
n
∑

i=1

φi − 2φj ∈ M. Таким образом, число 2φj четно, т.е. φj ∈ Z.

II. Предположим, что φi ∈ Z для любого i ∈ {1, . . . , n} и число
n
∑

i=1

φi нечетно. Тогда, в частности, φ имеет нечетное число нечетных
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координат. Из этого следует, что число φ(v) =
n
∑

i=1

φivi нечетно для

любого v ∈ Mn. �

§5. Ограниченные интервалы

Лемма 5.1. Пусть α ∈ R, α > 0. Тогда линейный функционал

φ : Rn → R сохраняет отрезок [0, α], если и только если φi > 0 для

любого i ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi 6 1.

Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет отрезок [0, α].
Для произвольного j ∈ {1, . . . , n} рассмотрим вектор αej ∈ [0, α]n.
Тогда φ(αej) = αφj ∈ [0, α]. Следовательно, φj > 0. Также αe ∈ [0, α]n.

Тогда φ(αe) = α
n
∑

i=1

φi 6 α. Из этого следует, что
n
∑

i=1

φi 6 1.

II. Предположим, что φj > 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi61. Тогда для любого v ∈ [0, α]n имеем φ(v) =
n
∑

i=1

φivi 6
n
∑

i=1

αφi =

α
n
∑

i=1

φi 6 α. Кроме того, φ(v) > 0. Из этого следует, что φ сохраняет

отрезок [0, α]. �

Лемма 5.2. Пусть α, β ∈ R – такие числа, что β > α > 0. Линейный

функционал φ : Rn → R сохраняет отрезок [α, β], если и только если

φj > 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi = 1.

Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет отрезок [α, β].

Имеем αe ∈ [α, β]n. Из этого следует, что φ(αe) = α
n
∑

i=1

φi > α, т.е.

n
∑

i=1

φi > 1. Аналогично, βe ∈ [α, β]n и φ(βe) = β
n
∑

i=1

φi 6 β, т.е.
n
∑

i=1

φi61.

Таким образом,
n
∑

i=1

φi = 1.

Теперь для произвольного j ∈ {1, . . . , n} рассмотрим вектор v =

αe + (β − α)ej . Тогда v ∈ [α, β]n и φ(v) = α
n
∑

i=1

φi + (β − α)φj = α +

(β−α)φj ∈ [α, β]. Таким образом, (β−α)φj ∈ [0, β−α]. Следовательно,
φj > 0.



ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 187

II. Предположим, что φj > 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi = 1.

Пусть v ∈ [α, β]n – произвольный вектор. Тогда φ(v) – выпуклая ком-
бинация координат v. Из этого следует, что φ(v) ∈ [min(v),max(v)] ⊆
[α, β]. В итоге, φ сохраняет отрезок [α, β]. �

Лемма 5.3. Пусть α, β ∈ R – такие числа, что β > α > 0. Линейный

функционал φ : Rn → R сохраняет отрезок [−α, β], если и только если

α(
∑

i:φi>0

φi) + β(
∑

j:φj<0

−φj) 6 α.

Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет отрезок [−α, β].
Пусть w ∈ [−α, β]n – такой вектор, что для i = {1, . . . , n}

wi =

{

−α, если φi > 0,

β, если φi < 0.

Тогда

−α 6 φ(w) = −α(
∑

i:φi>0

φi) + β(
∑

j:φj<0

φj).

Из этого следует, что

α(
∑

i:φi>0

φi) + β(
∑

j:φj<0

−φj) 6 α.

II. Предположим, что α(
∑

i:φi>0

φi) + β(
∑

j:φj<0

−φj) 6 α. Пусть

v ∈ [α, β]n – произвольный вектор.
Тогда

φ(v) =
∑

i:φi>0

viφi +
∑

j:φj<0

vjφj > −α(
∑

i:φi>0

φi) +
∑

j:φj<0

vjφj

> −α(
∑

i:φi>0

φi) + β(
∑

j:φj<0

φj) > −α.

Кроме того,

α

n
∑

i=1

|φi| = α(
∑

i:φi>0

φi) + α(
∑

j:φj<0

−φj)

6 α(
∑

i:φi>0

φi) + β(
∑

j:φj<0

−φj) 6 α.
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Из этого следует, что
n
∑

i=1

|φi| 6 1.

Тогда мы получаем, что

φ(v) =

n
∑

i=1

φivi =
∑

i:φi>0

viφi +
∑

j:φj<0

vjφj 6 β

(

∑

i:φi>0

φi

)

+
∑

j:φj<0

vjφj

6 β

(

∑

i:φi>0

φi

)

+ α

(

∑

j:φj<0

−φj

)

6 β

(

∑

i:φi>0

φi

)

+ β

(

∑

j:φj<0

−φj

)

= β

n
∑

i=1

|φi| 6 β.

В итоге, φ(v) ∈ [−α, β], и φ сохраняет отрезок [α, β]. �

Следствие 5.4. Пусть α, β ∈ R – такие числа, что β > α > 0.
Если линейный функционал φ : Rn → R сохраняет отрезок [−α, β],

то
n
∑

i=1

|φi| 6 1.

Следствие 5.5. Пусть α, β ∈ R – такие числа, что β > α > 0.
Линейный функционал φ : Rn → R сохраняет отрезок [−α, β], если

φi > 0 для любого i ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi 6 1.

Доказательство. Прямое следствие леммы 5.3. �

Следствие 5.6. Пусть α ∈ R, α > 0. Линейный функционал

φ : Rn → R сохраняет [−α, α], если и только если
n
∑

i=1

|φi| 6 1.

Доказательство. I. Если φ сохраняет отрезок [−α, α], то
n
∑

i=1

|φi| 6 1

по следствию 5.4.

II. Если
n
∑

i=1

|φi| 6 1, то α(
∑

i:φi>0

φi) + α(
∑

j:φj<0

−φj) = α
n
∑

i=1

|φi| 6 α.

Таким образом, φ сохраняет отрезок [−α, α] по лемме 5.3. �

§6. Неограниченные интервалы

Лемма 6.1. Пусть α ∈ R, α > 0. Тогда линейный функционал

φ : Rn → R сохраняет интервал [α,+∞), если и только если φj > 0

для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi > 1.
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Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет интервал [α,+∞).

Имеем αe ∈ [α,+∞)n. Отсюда следует, что φ(αe) = α
n
∑

i=1

φi > α, т.е.

n
∑

i=1

φi > 1.

Предположим, что φk < 0 для некоторого k ∈ {1, . . . , n}. Обозначим

Σ =
n
∑

i=1

φi > 1. Пусть v = αe − αΣ
φk

ek ∈ [α,+∞)n. Тогда

φ(v) = φ(αe)− φ(
αΣ

φk

ek) = αΣ−
αΣ

φk

φk = 0 < α,

противоречие. Таким образом, φj > 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi > 1.

II. Предположим, что φj > 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi > 1.

Пусть v ∈ [α,+∞)n – произвольный вектор. Тогда

φ(v) =

n
∑

i=1

viφi >

n
∑

i=1

αφi = α

n
∑

i=1

φi > α.

Таким образом, φ сохраняет интервал [α,+∞). �

Лемма 6.2. Пусть α ∈ R, α > 0. Тогда линейный функционал

φ : Rn → R сохраняет интервал [−α,+∞), если и только если φj > 0

для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi 6 1.

Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет интервал
[−α,+∞). Имеем −αe ∈ [−α,+∞)n. Из этого следует, что

φ(−αe) = −α

n
∑

i=1

φi > −α,

т.е.
n
∑

i=1

φi 6 1.

Предположим, что φk < 0 для некоторого k ∈ {1, . . . , n}. Пусть
v = −α+1

φk
ek. Тогда v ∈ [−α,+∞)n, поскольку −α+1

φk
> 0. Из этого

следует, что φ(v) = −α+1
φk

φk = −α − 1 < −α, противоречие. Таким

образом, φj > 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi 6 1.
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II. Предположим, что φj > 0 для любого j ∈ {1, . . . , n} и
n
∑

i=1

φi 6 1.

Пусть v ∈ [−α,+∞)n – произвольный вектор. Тогда φ(v) =
n
∑

i=1

viφi >

n
∑

i=1

(−α)φi = −α
n
∑

i=1

φi > −α. Таким образом, φ сохраняет интервал

[−α,+∞). �

Следствие 6.3. Пусть α, β ∈ R, α, β > 0 и пусть φ : Rn → R –

линейный функционал. Тогда φ сохраняет [0, α], если и только если φ

сохраняет [−β,+∞).

Доказательство. Это прямое следствие лемм 5.1 и 6.2. �

Лемма 6.4. Пусть α, β ∈ R – такие числа, что β > α > 0. Пусть

M = (−∞,−α] ∪ [β,+∞). Тогда линейный функционал φ : Rn → R

сохраняет множество M, если и только если φt ∈ {λe1, . . . , λen} для

некоторого λ ∈ (−∞,− β
α
] ∪ [1,+∞).

Доказательство. I. Предположим, что φ сохраняет множество M.
Допустим, что как минимум две координаты φ не равны нулю.

Пусть k ∈ {1, . . . , n} – такой индекс, что φk имеет минимальное по
модулю значение среди ненулевых φi, i ∈ {1, . . . , n}. Обозначим σ =∑

i6=k

|φi|

|φk|
. Тогда σ > 1. Определим вектор v ∈ Rn таким образом:

vi =

{

−σβ(sign (φk)) для i = k,

sign (φi)β для i 6= k.

Тогда φ(v) = −σβ|φk|+
∑

i6=k

β|φi| = 0 6∈ M. Но v ∈ Mn, противоречие.

Также φt 6= 0. Таким образом, φt ∈ {λe1, . . . , λen} для некоторого
λ ∈ R, λ 6= 0. Имеем −αe ∈ Mn. Отсюда следует, что φ(−αe) = −αλ ∈
M.

Если λ > 0, то −αλ < 0 и, как следствие, −αλ 6 −α. Из этого
следует, что λ > 1.

Если λ < 0, то −αλ > 0 и, как следствие, −αλ > β. Из этого следует,
что λ 6 − β

α
.

В итоге, φt ∈ {λe1, . . . , λen} для некоторого λ ∈ (−∞,− β
α
]∪ [1,+∞).

II. Предположим, что φt ∈ {λe1, . . . , λen} для некоторого

λ ∈
(

−∞,−
β

α
] ∪ [1,+∞

)

.
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Пусть v ∈ Mn – произвольный вектор. Тогда φ(v) = λvi для некото-
рого i ∈ {1, . . . , n}. Остается рассмотреть следующие 4 случая:

1. Если vi > β и λ > 1, то λvi > β.
2. Если vi > β и λ 6 − β

α
, то λvi 6 − β

α
β 6 −β 6 −α.

3. Если vi 6 −α и λ > 1, то λvi 6 −α.
4. Если vi 6 −α и λ 6 − β

α
, то λvi >

β
α
α = β.

В итоге, φ сохраняет множество M. �

§7. Конечные множества

В этом параграфе мы даем полную характеризацию линейных фун-
кционалов φ : Rn → R, сохраняющих конечные множества M ⊂ R.
Для начала разберем случай |M| = 1.

Замечание 7.1. Любой линейный функционал φ : Rn → R сохраняет

множество {0}.

Лемма 7.2. Пусть α ∈ R, α 6= 0. Линейный функционал φ : Rn → R

сохраняет множество {α}, если и только если
n
∑

i=1

φi = 1.

Доказательство. Имеем {α}n = {αe}.
I. Предположим, что φ сохраняет множество {α}. Тогда φ(αe) =

α
n
∑

i=1

φi = α, т.е.,
n
∑

i=1

φi = 1.

II. Предположим, что
n
∑

i=1

φi = 1. Тогда φ(αe) = α и φ сохраняет

{α}. �

Далее мы можем предполагать, что |M| > 2.

Лемма 7.3. Пусть M ⊂ R – такое множество, что 2 6 |M| < ∞.

Предположим, что линейный функционал φ : Rn → R сохраняет M.

Тогда
n
∑

i=1

φi ∈ {0,±1}.

Доказательство. Пусть α ∈ M, α 6= 0. Тогда αe ∈ Mn и, следова-

тельно, φ(αe) = α
n
∑

i=1

φi ∈ M. Тогда (α
n
∑

i=1

φi)e ∈ Mn и, следовательно,
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α(
n
∑

i=1

φi)
2 ∈ M. Таким образом, мы получаем, что

α(

n
∑

i=1

φi), α(

n
∑

i=1

φi)
2, α(

n
∑

i=1

φi)
3, . . . ∈ M.

Имеем α 6= 0. Если
n
∑

i=1

φi 6∈ {0,±1}, то числа

α(

n
∑

i=1

φi), α(

n
∑

i=1

φi)
2, α(

n
∑

i=1

φi)
3, . . .

различны. Получается, что |M| = ∞, противоречие. �

Лемма 7.4. Пусть M ⊂ R – такое множество, что |M| < ∞.

Предположим, что линейный функционал φ : Rn → R сохраняет M

и
n
∑

i=1

φi = −1. Тогда M = −M.

Доказательство. Пусть α ∈ M – произвольное число. Тогда αe ∈

Mn. Из этого следует, что φ(αe) = α
n
∑

i=1

φi = −α ∈ M. Таким образом,

M = −M. �

Лемма 7.5. Пусть M ⊂ R – такое множество, что |M| < ∞.

Предположим, что линейный функционал φ : Rn → R сохраняет M

и
n
∑

i=1

φi = 0. Тогда 0 ∈ M.

Доказательство. Если α ∈ M – произвольное число, то αe ∈ Mn.
Из этого следует, что φ(αe) = 0 ∈ M. �

Лемма 7.6. Пусть M ⊂ R – такое множество, что 2 6 |M| < ∞.

Предположим, что линейный функционал φ : Rn → R сохраняет M

и
n
∑

i=1

φi = 1. Тогда (φ1, . . . , φn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en}.

Доказательство. Пусть β = max(M) и α = max(M \ {β}). В част-
ности, α < β и, если α < x < β, то x 6∈ M. Пусть j ∈ {1, . . . , n} –
произвольный индекс. Рассмотрим вектор v = βe+ (α− β)ej ∈ Mn.

Тогда φ(v) = β
n
∑

i=1

φi + (α − β)φj = β + (α − β)φj ∈ M. Из этого

следует, что (α − β)φj 6 0, поскольку β = max(M). В частности,
φj > 0.
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Предположим, что 0 < φj < 1. Тогда α < β + (α − β)φj < β. Та-
ким образом, φ(v) 6∈ M, противоречие. В итоге, φj ∈ {0, 1}. Из этого
следует, что (φ1, . . . , φn)

t ∈ {e1, e2, . . . , en}. �

Лемма 7.7. Пусть M ⊂ R – такое множество, что 26|M| < ∞.

Предположим, что линейный функционал φ : Rn → R сохраняет M

и
n
∑

i=1

φi = −1. Тогда (φ1, . . . , φn)
t ∈ {−e1,−e2, . . . ,−en}.

Доказательство. По лемме 7.4 имеем M = −M.
Пусть β = max(M) и α = max(M\{β}). В частности, α < β и, если

α < x < β, то x 6∈ M. Пусть j ∈ {1, . . . , n} – произвольный индекс.
Рассмотрим вектор v = −βe+ (β − α)ej ∈ Mn.

Тогда φ(v) = −β
n
∑

i=1

φi + (β − α)φj = β + (β − α)φj ∈ M. Из этого

следует, что (β−α)φj 6 0, поскольку β = max(M). В частности, φj 6 0.
Предположим, что −1 < φj < 0. Тогда α < β + (β − α)φj < β.

Таким образом, φ(v) 6∈ M, противоречие. В итоге, φj ∈ {0,−1}. Из
этого следует, что (φ1, . . . , φn)

t ∈ {−e1,−e2, . . . ,−en}. �

Лемма 7.8. Пусть M ⊂ R – такое множество, что 26|M| < ∞ и

0 ∈ M. Предположим, что линейный функционал φ : Rn → R сохра-

няет M. Тогда φi ∈ {0,±1} для любого i ∈ {1, . . . , n}.

Доказательство. Пусть i ∈ {1, . . . , n} – произвольный индекс и пусть
α ∈ M, α 6= 0. Тогда αei ∈ Mn и, следовательно, φ(αei) = αφi ∈ M.
Тогда αφiei ∈ Mn и, как следствие, α(φi)

2 ∈ M. Таким образом, мы
получаем, что α(φi), α(φi)

2, α(φi)
3, . . . ∈ M.

Имеем α 6= 0. Если φi 6∈ {0,±1}, то числа α(φi), α(φi)
2, α(φi)

3, . . .

различны. В итоге, |M| = ∞, противоречие. �

Лемма 7.9. Пусть M ⊂ R – такое множество, что 26|M|<∞ и

0 ∈ M. Предположим, что линейный функционал φ : Rn → R сохра-

няет M и φj = −1 для некоторого j ∈ {1, . . . , n}. Тогда M = −M.

Доказательство. Если α ∈ M – произвольное число, то αej ∈Mn.
Отсюда следует, что φ(αej)=−α ∈ M. Таким образом, M = −M. �

Лемма 7.10. Пусть M ⊂ R – такое множество, что 2 6 |M| < ∞.

Предположим, что линейный функционал φ : Rn → R сохраняет M

и
n
∑

i=1

φi = 0. Тогда φ = 0.
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Доказательство. По лемме 7.5 имеем 0 ∈ M. По лемме 7.8 имеем
φi ∈ {0,±1} для любого i ∈ {1, . . . , n}. Предположим, что φ 6= 0. Из
этого следует, что φj = 1 и φk = −1 для некоторых j, k ∈ {1, . . . , n}.
Тогда M = −M по лемме 7.9.

Пусть β = max(M). В частности, β > 0 и −β ∈ M. Рассмотрим
вектор v = βej − βek ∈ Mn. Тогда φ(v) = 2β ∈ M, противоречие. Из
этого следует, что φ = 0. �

Вместе с замечанием 7.1 и леммой 7.2 следующая теорема дает пол-
ную характеризацию линейных функционалов φ : Rn → R, сохраняю-
щих конечные подмножества R.

Теорема 7.11. Пусть множество M ⊂ R таково, что 2 6 |M| < ∞.

Пусть φ : Rn → R – линейный функционал.

1. Если 0 ∈ M и M = −M, то φ сохраняет множество M,

если и только если (φ1, . . . , φn)
t ∈ {0,±e1,±e2, . . . ,±en}.

2. Если 0 ∈ M и M 6= −M, то φ сохраняет множество M,

если и только если (φ1, . . . , φn)
t ∈ {0, e1, e2, . . . , en}.

3. Если 0 6∈ M и M = −M, то φ сохраняет множество M,

если и только если (φ1, . . . , φn)
t ∈ {±e1,±e2, . . . ,±en}.

4. Если 0 6∈ M и M 6= −M, то φ сохраняет множество M,

если и только если (φ1, . . . , φn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en}.

Доказательство. Если φ сохраняет множество M, то
n
∑

i=1

φi ∈ {0,±1}

по лемме 7.3.

(1) 0 ∈ M и M = −M.

Предположим, что φ сохраняет множество M. Тогда
n
∑

i=1

φi ∈

{0,±1}.

Если
n
∑

i=1

φi=1, то (φ1, . . . , φn)
t∈{e1, e2, . . . , en} по лемме 7.6.

Если
n
∑

i=1

φi = −1, то (φ1, . . . , φn)
t ∈ {−e1,−e2, . . . ,−en} по

лемме 7.7.

Если
n
∑

i=1

φi = 0, то φ = 0 по лемме 7.10.

Предположим, что (φ1, . . . , φn)
t ∈ {0,±e1,±e2, . . . ,±en}.

Пусть v ∈ Mn – произвольный вектор. Тогда

φ(v) ∈ {0,±v1, . . . ,±vn} ⊆ M.
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Таким образом, φ сохраняет множество M.
(2) 0 ∈ M и M 6= −M.

Предположим, что φ сохраняет множество M. Тогда, по

лемме 7.4,
n
∑

i=1

φi 6= −1.

Если
n
∑

i=1

φi=1, то (φ1, . . . , φn)
t∈{e1, e2, . . . , en} по лемме 7.6.

Если
n
∑

i=1

φi = 0, то φ = 0 по лемме 7.10.

Предположим, что (φ1, . . . , φn)
t ∈ {0, e1, e2, . . . , en}. Пусть

v∈Mn – произвольный вектор. Тогда φ(v)∈{0, v1, . . . , vn}⊆M.
Таким образом, φ сохраняет множество M.

(3) 0 6∈ M и M = −M.
Предположим, что φ сохраняет множество M. Тогда, по

лемме 7.5,
n
∑

i=1

φi 6= 0.

Если
n
∑

i=1

φi=1, то (φ1, . . . , φn)
t∈{e1, e2, . . . , en} по лемме 7.6.

Если
n
∑

i=1

φi = −1, то (φ1, . . . , φn)
t ∈ {−e1,−e2, . . . ,−en} по

лемме 7.7.
Предположим, что (φ1, . . . , φn)

t ∈ {±e1,±e2, . . . ,±en}. Пусть
v ∈ Mn – произвольный вектор. Тогда φ(v) ∈ {±v1, . . . ,±vn} ⊆
M. Значит, φ сохраняет множество M.

(4) 0 6∈ M и M 6= −M.
Предположим, что φ сохраняет множество M. В этом слу-

чае,
n
∑

i=1

φi 6= −1 по лемме 7.4 и
n
∑

i=1

φi 6= 0 по лемме 7.5.

Тогда
n
∑

i=1

φi=1 и (φ1, . . . , φn)
t∈{e1, e2, . . . , en} по лемме 7.6.

Предположим, что (φ1, . . . , φn)
t ∈ {e1, e2, . . . , en} и пусть

v ∈ Mn – произвольный вектор. Тогда φ(v) ∈ {v1, . . . , vn} ⊆ M.
Таким образом, φ сохраняет M.

�
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§8. Векторы и матрицы

Продемонстрируем на примере нескольких комбинаторных матрич-
ных классов сведение задачи характеризации линейных операторов,
сохраняющих эти классы, к линейным функционалам.

Следствие 8.1. Линейный функционал φ : Rn→R сохраняет {±1, 0},
если и только если (φ1, . . . , φn)

t ∈ {0,±e1,±e2, . . . ,±en}.

Доказательство. Следует из теоремы 7.11. �

Следствие 8.2. Пусть Φ : Rn → Rn – линейный оператор. Следую-

щие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет {±1, 0}n.
2. Существуют такие отображения f : {1, . . . ,n}→{0, 1, . . . , n},

σ : {1, . . . , n} → {±1}, что для любого v ∈ Rn и для любого

i ∈ {1, . . . , n} выполнено Φ(v)i = σ(i)vf(i), где v0 := 0.

Доказательство. I. Если выполнено условие 2, то для любых v ∈ Rn

и i ∈ {1, . . . , n} имеем Φ(v)i ∈ {0,±v1, . . . ,±vn} ⊆ {±1, 0}.
II. Предположим, что выполнено условие 1.
По лемме 2.4, Φ сохраняет {±1, 0}n, если и только если каждый

линейный функционал Φi, i ∈ {1, . . . , n}, сохраняет {±1, 0}.
По следствию 8.1, Φi сохраняет {±1, 0}, если и только если

((Φi)1, . . . , (Φi)n)
t ∈ {0,±e1,±e2, . . . ,±en}.

Если Φi = 0t, то пусть f(i) = 0. Тогда Φ(v)i = 0 = σ(i)vf(i) для
любого v ∈ Rn.

Если Φi = etj для некоторого j ∈ {1, . . . , n}, то пусть f(i) = j,
σ(i) = 1. Тогда Φ(v)i = vj = σ(i)vf(i) для любого v ∈ Rn.

Если Φi = −etj для некоторого j ∈ {1, . . . , n}, то пусть f(i) = j,
σ(i) = −1. Тогда Φ(v)i = −vj = σ(i)vf(i) для любого v ∈ Rn. �

Линейный оператор на множестве действительных n × m матриц
можно рассматривать как линейный оператор на пространстве Rnm.
Таким образом, получаем следующий результат.

Следствие 8.3. Пусть Φ : Mn,m → Mn,m – линейный оператор. Cле-

дующие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет (±1, 0)-матрицы.
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2. Существуют такие отображения

f : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} → {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} ∪ {(0, 0)},

σ : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} → {±1},

что для любого X ∈ Mn,m и для любых i ∈ {1, . . . , n}, j ∈
{1, . . . ,m} выполнено Φ(X)i,j = σ(i, j)Xf(i,j), где X0,0 := 0.

Аналогично, получаем следующие результаты.

Следствие 8.4. Пусть Φ : Mn,m → Mn,m – линейный оператор. Сле-

дующие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет (±1)-матрицы.

2. Существуют такие отображения

f : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} → {1, . . . , n} × {1, . . . ,m},

σ : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} → {±1},

что для любого X ∈ Mn,m и для любых i ∈ {1, . . . , n}, j ∈
{1, . . . ,m} выполнено Φ(X)i,j = σ(i, j)Xf(i,j).

Следствие 8.5. Пусть Φ : Mn,m → Mn,m – линейный оператор. Сле-

дующие утверждения эквивалентны:

1. Φ сохраняет (0, 1)-матрицы.

2. Существует такое отображение

f : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} → {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} ∪ {(0, 0)},

что для любого X ∈ Mn,m и для любых i ∈ {1, . . . , n},
j ∈ {1, . . . ,m} выполнено Φ(X)i,j = Xf(i,j), где X0,0 := 0.

Автор благодарен своему научному руководителю профессору Алек-
сандру Эмилевичу Гутерману за постановку задачи и интересные и
полезные обсуждения.
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Shteyner P. M., Linear operators preserving combinatorial matrix sets.

The paper investigates linear functionals φ : Rn → R preserving a set
M ⊆ R, i.e., φ : Rn → R such that φ(v) ∈ M for any vector v ∈ Rn

with components from M. For different types of subsets of real numbers,
characterizations of linear functionals that preserve them are obtained.
In particular, the sets Z,Q,Z+,Q+,R+, several infinite sets of integers,
bounded and unbounded intervals, and finite subsets of real numbers are
considered.

A characterization of linear functionals preserving a set M also allows
one to describe linear operators preserving matrices with entries from this
set, i.e., operators Φ : Mn,m → Mn,m such that all entries of a matrix
Φ(A) belong to M for any matrix A ∈ Mn,m with all entries in M. As an
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example, linear operators preserving (0, 1), (±1), and (±1, 0)-matrice are
characterized.
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