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§1. Введение

Одной из основных задач построения сплайн-аппроксимации явля-
ется определение коэффициентов при базисных функциях. При интер-
поляции полиномиальными сплайнами нечетной степени множество
точек интерполяции и сетку узлов сплайна принято выбирать совпада-
ющими, а для сплайнов четной степени – несовпадающими. Решением
общей задачи интерполяции будет являться простой полиномиальный
сплайн наименьшего дефекта 1, т.е. максимальной гладкости. Такие
сплайны имеют нелокальный характер, для их вычисления требуется
решать систему линейных алгебраических уравнений, порядок кото-
рой совпадает с количеством точек интерполяции. Для решения зада-
чи интерполяции параболическими сплайнами классическими можно
считать два подхода: по Субботину и по Марсдену. Ю. Н. Субботин
предложил узлы параболического сплайна выбирать посередине меж-
ду заданными точками интерполяции, а М. Марсден стал считать сет-
ку узлов сплайна заданной, а точки интерполяции выбирал посередине
между узлами сплайна. Вообще говоря, в случае неравномерных сеток
получаются две принципиально различные конструкции (на равномер-
ных сетках это одно и то же), имеющие различные аппроксимацион-
ные свойства, в целом предназначенные для решения разных задач
(подробнее см., например, [1, 2]).

В последние десятилетия активное развитие получили локальные
методы, в которых коэффициенты при базисных функциях определя-
ются как значения аппроксимационных функционалов, представляю-
щих из себя, например, линейные комбинации значений функции и ее
производных в нескольких точках (подробнее см. [3–9]). Локальные
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схемы, в которых достигается максимальный порядок точности, назы-
вают квазиинтерполяцией, а возникающие при их построении функ-
ционалы – квазиинтерполяционными. Квазиинтерполяционные функ-
ционалы построены для различных сплайнов [10–17]. Приближение
функций на основе квазиинтерполяции широко применяется при ре-
шении краевых задач математической физики [18–21], в методах чис-
ленного дифференцирования и интегрирования [22], в системах авто-
матизированного проектирования и др. В частности, окружности и их
дуги являются распространенным инструментарием в этих системах,
разнообразные техники аппроксимации дуги окружности рассмотрены
в различных работах (см., например, работы [23–27] и их библиогра-
фию).

Целью данной работы является построение аппроксимационных
(квазиинтерполяционных) функционалов для минимальных сплайнов.
Сплайны, полученные из аппроксимационных соотношений с исполь-
зованием полной цепочки векторов и порождающей вектор-функции,
обладающие минимальным носителем, назваются минимальными
сплайнами (см., например, [28–30]). Определенный способ выбора упо-
мянутой цепочки векторов позволяет рассмотреть минимальные
сплайны максимальной гладкости и установить единственность про-
странства таких сплайнов [31]. Минимальные сплайны предоставляют
прекрасный аппарат аппроксимации, поскольку они получаются из ап-
проксимационных соотношений.

Оказывается, что при квазиинтерполяции квадратичными полино-
миальными сплайнами можно использовать подходы, схематически
аналогичные интерполяции по Субботину и по Марсдену. А. И. Гребен-
ников [10] аналогично Ю. Н. Субботину строил усредняющие локаль-
ные схемы, выбирая узлы сплайна посередине между заданными дис-
кретными значениями функции, а позже П. Шаблонир [12] аналогично
М. Марсдену стал считать сетку узлов сплайна заданной, а точки для
квазиинтерполяции выбирал посередине между узлами сплайна. Эти
схемы можно считать частными случаями построенных в данной ра-
боте схем при выборе полиномиальной порождающей вектор-функции
для построения минимальных сплайнов. Вообще говоря, можно рас-
сматривать и смешанную конструкцию упомянутых выше подходов –
n-точечную квазиинтерполяцию. В этом случае сетка узлов сплайна
считается заданной, а точки для квазиинтерполяции выбираются и в
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основных узлах сплайна, и в дополнительных узлах сетки – между уз-
лами сплайна. Такой подход рассматривался, например, в работе [13].
В этой работе мы рассматриваем обобщение этого подхода на случай
минимальных сплайнов, используя трехточечную схему построения.

Данная работа продолжает исследования по построению биортого-
нальных систем функционалов для минимальных сплайнов невысоких
порядков, начатые в работах [32, 33]. Основанная на использовании
этих функционалов схема приближения была успешно применена в
ряде практических задач: для приближения экспоненциальных кри-
вых [34], дуги окружности [27], а также для ряда функций, обладаю-
щих экспоненциальным пограничным слоем и возникающих при реше-
нии сингулярно возмущенных краевых задач [35, 36]. В данной рабо-
те приводятся результаты численных экспериментов по приближению
дуги окружности минимальными сплайнами с различными порождаю-
щими вектор-функциями, при этом в качестве коэффициентов исполь-
зуются значения различных аппроксимационных функционалов. Мы
также приводим формулы для построения биортогональных функци-
оналов типа де Бура–Фикса в целях использования их в численном
эксперименте.

§2. Пространство квадратичных минимальных

сплайнов

Пусть Z – множество целых чисел, Z+ := {j | j > 0, j ∈ Z}, R1 –
множество вещественных чисел. Векторное (линейное) пространство
трехмерных вектор-столбцов обозначим через R

3, причем векторы в
нем будем отождествлять с одностолбцовыми матрицами и применять
к ним обычные матричные операции; в частности, для пары векторов
a,b ∈ R

3 выражение aTb представляет собой евклидово скалярное
произведение этих векторов. Квадратная матрица, столбцами которой
являются векторы a0, a1, a2 ∈ R

3 (в указанном порядке), обозначается
символом (a0, a1, a2), а выражение det(a0, a1, a2) обозначает ее опре-
делитель. Компоненты векторов обозначаются квадратными скобка-
ми и нумеруются целыми числами; например, a = ([a]0, [a]1, [a]2)T .
Для любого S ∈ Z+ введем обозначение CS [a, b] := {u | u(i) ∈ C[a, b],

i = 0, 1, . . . , S}, полагая C0[a, b] := C[a, b]. Будем писать u ∈ CS [a, b],
если компоненты вектор-функции u ∈ R

3 непрерывно дифференциру-
емы S раз на отрезке [a, b].
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На отрезке [a, b] ⊂ R
1 рассмотрим сетку X :

a = x−2 = x−1 = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = xn+1 = xn+2 = b. (1)

Введем обозначение Ji,k := {i, i+ 1, . . . , k}, i, k ∈ Z, i < k. Упорядо-
ченное множество A := {aj}j∈J−2,n−1

векторов aj ∈ R
3 будем называть

цепочкой векторов. Цепочка A называется полной цепочкой векторов,
если det(aj−2, aj−1, aj) 6= 0 для всех j ∈ J0,n−1.

Введем обозначения для объединения элементарных сеточных ин-
тервалов M := ∪j∈J0,n−1

(xj , xj+1). Пусть X(M) – линейное простран-
ство вещественнозначных функций, заданных на множестве M. Пусть
Sj := [xj , xj+3], j ∈ J−2,n−1.

Рассмотрим вектор-функцию ϕ : [a, b] → R
3 с элементами из про-

странства C 2[a, b] и ненулевым вронскианом W (t):

W (t) := det(ϕ(t),ϕ′(t),ϕ′′(t)) 6= 0, t ∈ [a, b]. (2)

Пусть A – полная цепочка векторов. Предположим, что функции
ωj ∈ X(M), j ∈ J−2,n−1, удовлетворяют соотношениям

k
∑

j′=k−2

aj′ωj′(t) ≡ ϕ(t), t ∈ (xk, xk+1), k ∈ J0,n−1,

ωj(t) ≡ 0, t ∈ M\Sj, j ∈ J−2,n−1.

(3)

Для всякого фиксированного t ∈ (xk, xk+1) и любого k ∈ J0,n−1

соотношения (3) можно рассматривать как систему линейных алгеб-
раических уравнений относительно неизвестных ωj(t). Ввиду полноты
цепочки векторов A, система (3) имеет единственное решение. По фор-
мулам Крамера находим

ωj(t) =
det
(

{aj′}j′∈Jk−2,k,j′ 6=j ‖ ′j
ϕ(t)

)

det
(

ak−2, ak−1, ak

) , t ∈ (xk, xk+1), j ∈ Jk−2,k,

где символьная запись ‖ ′j означает, что определитель в числителе по-
лучается из определителя в знаменателе заменой столбца aj на столбец
ϕ(t) (с сохранением прежнего порядка следования столбцов). Отсюда
также следует, что suppωj ⊂ Sj .

Линейная оболочка функций ωj(t) называется пространством квад-
ратичных минимальных координатных (A,ϕ)-сплайнов, которое мы
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будем обозначать через

S(X,A,ϕ) :=







u(t) | u(t) =
n−1
∑

j=−2

cj ωj(t), cj ∈ R
1, t ∈ [a, b]







.

Тождества (3) называются аппроксимационными соотношениями.
Вектор-функция ϕ называется порождающей (или генерирующей)
сплайн вектор-функцией.

Для вектор-функции ϕ ∈ C1[a, b] положим

ϕj := ϕ(xj), ϕ
′
j := ϕ

′(xj), j ∈ J−2,n+2,

и рассмотрим векторы dj ∈ R
3, задаваемые тождеством

dT
j x ≡ det(ϕj ,ϕ

′
j ,ϕ

′′
j , x), x ∈ R

3. (4)

Определим цепочку векторов A = AN := {aN
j }j∈J−2,n−1

формулой

aN
j := ϕj+1 − αj+1ϕ

′
j+1, (5)

где αj+1 :=
dT
j+2 ϕj+1

dT
j+2 ϕ

′
j+1

.

Известно [31], что если выполнено условие

|W (t)| > c = const > 0 для всех t ∈ [a, b],

то при достаточно малом hX := sup
j∈J0,n−1

(xj+1 − xj) цепочка векторов

{aN
j }, j ∈ J0,n−1, является полной, и функции ωj ∈ C1[a, b] для каждо-

го j ∈ J−2,n−1. Более того, если ϕ = ϕ1, где вектор-функция ϕ1 такая,
что [ϕ1(t)]0 ≡ 1, то справедливо свойство разбиения единицы:

n−1
∑

j=−2

ωj(t) = 1, t ∈ [a, b].

В этом случае функции ωj(t) называются квадратичными норма-
лизованными минимальными координатными Bϕ-сплайнами, а соот-
ветствующее пространство координатных сплайнов обозначается через
S(X) := S(X,AN ,ϕ1). При этом справедлива следующая теорема [32].
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Теорема 1. Функция ωj ∈ C1[a, b] и ее производная представимы
формулами (i = 0, 1):

ω
(i)
j (t) =

dT
j ϕ

(i)(t)

dT
j aN

j

, t ∈ [xj , xj+1), (6)

ω
(i)
j (t) =

dT
j ϕ

(i)(t)

dT
j aN

j

−
dT
j aN

j+1

dT
j aN

j

dT
j+1ϕ

(i)(t)

dT
j+1a

N
j+1

, t ∈ [xj+1, xj+2), (7)

ω
(i)
j (t) =

dT
j+3ϕ

(i)(t)

dT
j+3a

N
j

, t ∈ [xj+2, xj+3). (8)

Замечание 1. Для ϕ(t) := (1, t, t2)T функции ωj(t) совпадают с из-
вестными квадратичными полиномиальными B-сплайнами (третьего
порядка) ωB

j (t):

ωB
j (t) =























































(t− xj)
2

(xj+1 − xj)(xj+2 − xj)
, t ∈ [xj , xj+1),

1

xj+1 − xj

(

(t− xj)
2

xj+2 − xj

− (t− xj+1)
2(xj+3 − xj)

(xj+2 − xj+1)(xj+3 − xj+1)

)

, t ∈ [xj+1, xj+2),

(t− xj+3)
2

(xj+3 − xj+1) (xj+3 − xj+2)
, t ∈ [xj+2, xj+3).

(9)

Теорема 2. Пусть g ∈ S(X), т.е. сплайн g(t) на отрезке t ∈ [a, b]

представим в виде g(t) =
n−1
∑

j=−2

cj ωj(t), cj ∈ R
1. Тогда

(1) Если t ∈ [xk, xk+1) для некоторого k = 0, . . . , n − 1, то g(t) =
k
∑

j=k−2

cj ωj(t).

(2) Справедливы равенства g(a) = c−2 и g(b) = cn−1.

Доказательство. Справедливость первого утверждения следует из
рассмотрения расположения конечного носителя сплайн-функции
suppωj = [xj , xj+3] для различных j.

Докажем второе утверждение. Известно (подробнее см. [37]), что
если x∗ := xj = xj+1 = xj+2 < xj+3, то ωj(x

∗) = 1, а ωj′(x
∗) = 0
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для j′ 6= j. Поэтому, по первому утверждению теоремы, верна цепочка
равенств g(a) = g(x0) = c−2 ω−2(x0) + c−1 ω−1(x0) + c0 ω0(x0) = c−2.
Аналогично устанавливается, что g(b) = g(xn) = cn−1. �

Пусть далее ϕ(t) := (1, ρ(t), σ(t))T , где ρ, σ ∈ C2[a, b]. Используя
обозначение (подробнее см. [33])

∆j(ρ, σ) :=

∣

∣

∣

∣

ρj ρ′j
σj σ′

j

∣

∣

∣

∣

,

где ρj := ρ(xj), σj := σ(xj), из тождества (4) получаем

dj = (∆j(ρ, σ),−σ′
j , ρ

′
j)

T . (10)

Введем обозначение

Sj(ρ, σ, τ) := −

∣

∣

∣

∣

∆j(ρ, σ) ∆j+1(ρ, σ)
τj τj+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρj ρj+1

σj σj+1

∣

∣

∣

∣

,

где τ ∈ C1[a, b], τj := τ(xj).
Тогда, в силу соотношения (5), для вектора aN

j справедливо пред-
ставление

aN
j = (1, Sj+1(ρ, σ, ρ

′), Sj+1(ρ, σ, σ
′))

T
. (11)

Ввиду соотношений (10) и (11), имеем

dT
j ϕ(t) =

∣

∣

∣

∣

ρ′j ρ(t)− ρj
σ′
j σ(t)− σj

∣

∣

∣

∣

, (12)

dT
j aN

k =

∣

∣

∣

∣

ρ′j Sk+1(ρ, σ, ρ
′)− ρj

σ′
j Sk+1(ρ, σ, σ

′)− σj

∣

∣

∣

∣

. (13)

Далее, используя равенства (12) и (13), а также соотношения (6)–
(8), получим формулы для минимальных квадратичных нормализо-
ванных Bϕ-сплайнов в явном виде.

При t ∈ [xj , xj+1) имеем

ωj(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j ρ(t)− ρj

σ′
j σ(t)− σj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j Sj+1(ρ, σ, ρ
′)− ρj

σ′
j Sj+1(ρ, σ, σ

′)− σj

∣

∣

∣

∣

∣

. (14)
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Если t ∈ [xj+1, xj+2), то получаем цепочку равенств

ωj(t) =
dT
j+1a

N
j+1 dT

j ϕ(t)− dT
j aN

j+1 dT
j+1ϕ(t)

dT
j aN

j dT
j+1a

N
j+1

=

∣

∣

∣

∣

∣

dT
j ϕ(t) dT

j aN
j+1

dT
j+1ϕ(t) dT

j+1a
N
j+1

∣

∣

∣

∣

∣

dT
j aN

j dT
j+1a

N
j+1

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j Sj+2(ρ, σ, ρ
′)− ρj ρ(t)− ρj 0

σ′
j Sj+2(ρ, σ, σ

′)− σj σ(t)− σj 0
0 Sj+2(ρ, σ, ρ

′)− ρj+1 ρ(t)− ρj+1 ρ′j+1

0 Sj+2(ρ, σ, σ
′)− σj+1 σ(t)− σj+1 σ′

j+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j Sj+1(ρ, σ, ρ
′)− ρj

σ′
j Sj+1(ρ, σ, σ

′)− σj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+1 Sj+2(ρ, σ, ρ
′)− ρj+1

σ′
j+1 Sj+2(ρ, σ, σ

′)− σj+1

∣

∣

∣

∣

∣

. (15)

При t ∈ [xj+2, xj+3) имеем

ωj(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+3 ρ(t)− ρj+3

σ′
j+3 σ(t)− σj+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+3 Sj+1(ρ, σ, ρ
′)− ρj+3

σ′
j+3 Sj+1(ρ, σ, σ

′)− σj+3

∣

∣

∣

∣

∣

. (16)

§3. О методе приближения

Рассмотрим схему построения приближения некоторой заданной
функции f : [a, b] → R

1 сплайн-функциями из пространства S(X),
описываемую следующим алгоритмом.

(1) Рассмотрим отрезок I = [xµ, xν ] ⊂ [a, b] такой, что I∩(xj , xj+3)
6= ∅. Обозначим через f I сужение функции f на отрезок I, т.е.
f I := f |[xµ, xν ].

(2) С помощью некоторого метода локальной аппроксимации P I

построим приближение gI функции f I в виде

gI = P If I =

ν−1
∑

i=µ−2

bi ωi, bi ∈ R
1. (17)

(3) Аппроксимацию функции f на отрезке [a, b] обозначим через

Pf =
n−1
∑

j=−2

cj ωj , cj ∈ R
1. (18)
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Тогда в качестве коэффициента cj аппроксимации (18) выбе-
рем полученное на предыдущем шаге значение bj , т.е. положим
cj = bj .

Обозначим через S(XI) сужение пространства S(X) на отрезок I.
Тогда справедливо следующее утверждение относительно точности
предложенной схемы аппроксимации.

Теорема 3. Если метод локальной аппроксимации P I обладает свой-
ством точности на функциях пространства S(XI) (т.е. воспроиз-
водит любую функцию этого пространства), то аппроксимация Pf
является точной на всем пространстве S(X).

Доказательство. Пусть f ∈ S(X). Тогда, согласно (18), имеем

f=
n−1
∑

j=−2

cjωj, и поэтому сужение f I представимо в виде f I=
ν−1
∑

j=µ−2

cjωj .

Если метод P I воспроизводит функцию f I , то, в силу представления
(17), имеем

f I = P If I =
ν−1
∑

i=µ−2

bi ωi.

Таким образом,
ν−1
∑

i=µ−2

ci ωi =
ν−1
∑

i=µ−2

bi ωi. Откуда, ввиду линейной

независимости функций {ωi} на отрезке I, следует равенство ci = bi
для всех i ∈ Jµ−2,ν−1. Устанавливая данное утверждение последо-
вательно для каждого значения индекса j ∈ J−2,n−1, получаем, что
Pf = f , и рассматриваемая аппроксимация действительно обладает
свойство точности на пространстве S(X). �

§4. Трехточечные аппроксимационные функционалы

Рассмотрим отрезок I = [xj+1, xj+2] ⊂ [a, b]. Нам требуется постро-
ить метод локальный аппроксимации P I , обладающий точностью на
функциях f ∈ {[ϕ]i | i = 0, 1, 2}. Например, в качестве P I можно ис-
пользовать интерполяцию в трех произвольных точках отрезка I –
узлах xj+1, xj+3/2 := xj+1 + θ(xj+2 − xj+1), где θ ∈ (0, 1), и xj+2.

Представим (17) в виде

P If(t) := αωj−1(t) + β ωj(t) + γ ωj+1(t), t ∈ I, (19)

где α, β, γ ∈ R
1.
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Тогда для нахождения коэффициентов в представлении (19) тре-
буется найти решение системы линейных алгебраических уравнений,
каждое из которых соответствует равенству P If и f в узлах xj+1,
xj+3/2 и xj+2:










αωj−1(xj+1) + β ωj(xj+1) + γ ωj+1(xj+1) = f(xj+1),

α ωj−1(xj+3/2) + β ωj(xj+3/2) + γ ωj+1(xj+3/2) = f(xj+3/2),

α ωj−1(xj+2) + β ωj(xj+2) + γ ωj+1(xj+2) = f(xj+2).

(20)

В соответствии с общей схемой построения аппроксимации (18), зна-
чением аппроксимационного функционала cj является коэффициент β
в представлении (19).

Из расположения носителя функции ωj(t) получаем равенство
ωj−1(xj+2) = ωj+1(xj+1) = 0. Тогда, выражая коэффициенты α и γ
из первого и третьего уравнений системы (20) и подставляя их во вто-
рое, имеем

β =
f(xj+3/2)− f(xj+1)

ωj−1(xj+3/2)

ωj−1(xj+1)
− f(xj+2)

ωj+1(xj+3/2)

ωj+1(xj+2)

ωj(xj+3/2)− ωj(xj+1)
ωj−1(xj+3/2)

ωj−1(xj+1)
− ωj(xj+2)

ωj+1(xj+3/2)

ωj+1(xj+2)

. (21)

Заметим, что на каждом сеточном интервале (14)–(16) функция
ωj(t) представлена в виде дробей, знаменатель которых от t не зависит.
Поэтому знаменатели в представлении функции ωj−1(t) в узлах xj+1

и xj+3/2, а также функции ωj+1(t) в узлах xj+3/2 и xj+2 совпадают.
Соответствующие числители, в зависимости от требуемого интервала,
обозначим через ωl

j(t) для формулы (14), ωc
j(t) для (15) и ωr

j (t) для (16).
Заменяя отношения дробей, встречающихся в выражении (21), на от-
ношения их числителей, и домножая числитель и знаменатель правой
части выражения (21) на множитель ωr

j−1(xj+1)ω
l
j+1(xj+2), получаем

β = ∆−1
(

λ〈1〉f(xj+1)− λ〈3/2〉f(xj+3/2) + λ〈2〉f(xj+2)
)

,

где использованы следующие обозначения:

λ〈1〉 := ωr
j−1(xj+3/2)ω

l
j+1(xj+2),

λ〈3/2〉 := ωr
j−1(xj+1)ω

l
j+1(xj+2),

λ〈2〉 := ωr
j−1(xj+1)ω

l
j+1(xj+3/2),

∆ := λ〈1〉 ωj(xj+1)− λ〈3/2〉 ωj(xj+3/2) + λ〈2〉 ωj(xj+2).
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Осталось вычислить значения λ〈1〉, λ〈3/2〉, λ〈2〉 и ∆ в явном виде.
Для этого воспользуемся соотношениями (14)–(16). Получим следую-
щие значения:

λ〈1〉 = −
∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+1 ρj+2 − ρj+1

σ′
j+1 σj+2 − σj+1

∣

∣

∣

∣

∣

×
∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+2 ρj+2 − ρj+3/2

σ′
j+2 σj+2 − σj+3/2

∣

∣

∣

∣

∣

,

λ〈3/2〉 = −
∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+1 ρj+2 − ρj+1

σ′
j+1 σj+2 − σj+1

∣

∣

∣

∣

∣

×
∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+2 ρj+2 − ρj+1

σ′
j+2 σj+2 − σj+1

∣

∣

∣

∣

∣

,

λ〈2〉 = −
∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+1 ρj+3/2 − ρj+1

σ′
j+1 σj+3/2 − σj+1

∣

∣

∣

∣

∣

×
∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+2 ρj+2 − ρj+1

σ′
j+2 σj+2 − σj+1

∣

∣

∣

∣

∣

,

∆ = λ〈1〉

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j ρj+1 − ρj

σ′
j σj+1 − σj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j Sj+1(ρ, σ, ρ
′)− ρj

σ′
j Sj+1(ρ, σ, σ

′)− σj

∣

∣

∣

∣

∣

+ λ〈2〉

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+3 ρj+2 − ρj+3

σ′
j+3 σj+2 − σj+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+3 Sj+1(ρ, σ, ρ
′)− ρj+3

σ′
j+3 Sj+1(ρ, σ, σ

′)− σj+3

∣

∣

∣

∣

∣

−λ〈3/2〉

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j Sj+2(ρ, σ, ρ
′)− ρj ρj+3/2 − ρj 0

σ′
j Sj+2(ρ, σ, σ

′)− σj σj+3/2 − σj 0
0 Sj+2(ρ, σ, ρ

′)− ρj+1 ρj+3/2 − ρj+1 ρ′j+1

0 Sj+2(ρ, σ, σ
′)− σj+1 σj+3/2 − σj+1 σ′

j+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j Sj+1(ρ, σ, ρ
′)− ρj

σ′
j Sj+1(ρ, σ, σ

′)− σj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′j+1 Sj+2(ρ, σ, ρ
′)− ρj+1

σ′
j+1 Sj+2(ρ, σ, σ

′)− σj+1

∣

∣

∣

∣

∣

.

Заметим, что проведенные рассуждения корректны для узлов
xj+1 < xj+2, j ∈ J−1,n−2. Для концевых кратных узлов сетки (1) коэф-
фициенты cj для j = −2 и j = n− 1 в разложении (18) вычисляются,
благодаря справедливости равенств g(x0) = c−2 и g(xn) = cn−1, для
любого сплайна g ∈ S(X) по теореме 2. Поэтому можно положить
c−2 = f(x0) и cn−1 = f(xn).

Таким образом, аппроксимация (18) функции f может быть запи-
сана в виде

Pf =

n−1
∑

j=−2

λj(f)ωj , (22)

где искомый аппроксимационный функционал определяется следую-
щим образом:
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λj(f) :=



















f(x0), j = −2,

∆−1
(

λ〈1〉f(xj+1)− λ〈3/2〉f(xj+3/2)

+λ〈2〉f(xj+2)
)

, j = −1, . . . , n− 2,

f(xn), j = n− 1.

(23)

Замечание 2. Общая схема построения приближения позволяет вы-
бирать промежуток I иначе, например, I = [xj , xj+1]. В этом случае
локальную аппроксимацию (17) следует строить в виде

P If(t) := α′ ωj−2(t) + β′ ωj−1(t) + γ′ ωj(t), t ∈ I,

где α′, β′, γ′ ∈ R
1, а значение функционала определять по коэффи-

циенту γ′ из системы уравнений, определяющих равенства P If и f
в узлах xj , xj+1/2, xj+1. Однако наиболее компактное представление
функционала получается при рассмотрении отрезка I = [xj+1, xj+2].

Замечание 3. Для ϕ(t) = (1, t, t2)T при θ = 1/2 функционал (23)
имеет вид

λj(f) = −1

2

(

f(xj+1)− 4f(xj+3/2) + f(xj+2)
)

, j = −1, . . . , n− 2,

и совпадает с известным квазиинтерполяционным функционалом для
квадратичных B-сплайнов (см., например, [13]).

§5. Усредняющие аппроксимационные функционалы

Здесь, для удобства, необходимые объекты, рассматриваемые на
сетке X, будем снабжать верхним индексом X, т.е. будем писать ωX

j ,

SX
j (ρ, σ, τ) и т.п. Тогда, в соответствии с представлением (11), поком-

понентная запись аппроксимационных соотношений (3) имеет вид:



































n−1
∑

j=−2

ωX
j (t) = 1,

n−1
∑

j=−2

SX
j+1(ρ, σ, ρ

′)ωX
j (t) = ρ(t),

n−1
∑

j=−2

SX
j+1(ρ, σ, σ

′)ωX
j (t) = σ(t).

(24)
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Рассмотрим вспомогательную сетку Y, состоящую из узлов

yj :=











x0, j = −2,

xj+1 + θ(xj+2 − xj+1), θ ∈ [0, 1], j = −1, . . . , n− 2,

xn, j = n− 1.

(25)

Будем строить аппроксимацию Pf исходной функции f в виде

Pf =

n−1
∑

j=−2

µj(f)ω
X
j ,

где аппроксимационный функционал µj(f) определим следующим об-
разом:

µj(f) :=











f(y−2), j = −2,

ajf(yj−1) + bjf(yj) + cjf(yj+1), j = −1, . . . , n− 2,

f(yn−1), j = n− 1.

(26)

Как и прежде, необходимо, чтобы аппроксимация Pf обладала свой-
ством точности на функциях f ∈ {[ϕ]i | i = 0, 1, 2}. На этот раз добьем-
ся выполнения указанного свойства за счет подходящего выбора коэф-
фициентов aj , bj, cj функционала (26). Выписывая условие точности в
явном виде, получаем систему уравнений



































n−1
∑

j=−2

(aj + bj + cj)ω
X
j (t) = 1,

n−1
∑

j=−2

(ajρ(yj−1) + bjρ(yj) + cjρ(yj+1))ω
X
j (t) = ρ(t),

n−1
∑

j=−2

(ajσ(yj−1) + bjσ(yj) + cjσ(yj+1))ω
X
j (t) = σ(t).

(27)

Приравнивая левые части соответствующих уравнений в системах
(24) и (27), получаем систему уравнений для коэффициентов aj , bj , cj :











aj + bj + cj = 1,

ajρ(yj−1) + bjρ(yj) + cjρ(yj+1) = SX
j+1(ρ, σ, ρ

′),

ajσ(yj−1) + bjσ(yj) + cjσ(yj+1) = SX
j+1(ρ, σ, σ

′).

Решая полученную систему уравнений, находим

aj = 1− bj − cj.

bj =
(ρ(yj+1)−ρ(yj−1))(S

X
j+1(ρ, σ, σ

′)−σ(yj−1))−(SX
j+1(ρ, σ, ρ

′)−ρ(yj−1))(σ(yj+1)−σ(yj−1))

(ρ(yj+1) − ρ(yj−1))(σ(yj) − σ(yj−1)) − (ρ(yj) − ρ(yj−1))(σ(yj+1) − σ(yj−1))
,
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cj =
(SX

j+1(ρ, σ, ρ
′)−ρ(yj−1))(σ(yj)−σ(yj−1))−(ρ(yj)−ρ(yj−1))(S

X
j+1(ρ, σ, σ

′)−σ(yj−1))

(ρ(yj+1) − ρ(yj−1))(σ(yj) − σ(yj−1)) − (ρ(yj) − ρ(yj−1))(σ(yj+1) − σ(yj−1))
.

Замечание 4. Для вычисления значения µ−2(f) требуется опреде-
лить дополнительный узел y−3. Однако этого можно не делать, так
как по теореме 2 любой сплайн пространства S(X) интерполирует пер-
вый и последний коэффициенты разложения на концах отрезка [a, b].
Поэтому можно положить µ−2(f) := f(y−2). Аналогично, µn−1(f) :=
f(yn−1).

Замечание 5. Для ϕ(t) := (1, t, t2)T при θ = 1/2 функционал (26) на
равномерной сетке имеет вид

µj(f) = −1

8
(f(yj−1)− 10f(yj) + f(yj+1))

и совпадает с известным квазиинтерполяционным функционалом для
квадратичных B-сплайнов, вид которого приведен, например, в рабо-
те [12].

Рассмотрим сетку Z, состоящую из узлов

zj :=











x0, j = −1, 0, 1,

xj−2 + θ(xj−1 − xj−2), θ ∈ [0, 1], j = 2, . . . , n+ 1,

xn, j = n+ 2, n+ 3, n+ 4.

(28)

На сетке (28), используя формулы (14)–(16), построим сплайн-функ-
ции, снабжая по необходимости объекты, рассматриваемые на сетке Z,
верхним индексом Z, например, ωZ

j , S
Z
j (ρ, σ, τ) и т.п.

Аппроксимацию Pf исходной функции f будем строить в виде

Pf =

n+1
∑

j=−1

νj(f)ω
Z
j ,

где функционал νj(f) определим следующим образом:

νj(f) :=











f(x0), j = −1,

a′jf(xj−1) + b′jf(xj) + c′jf(xj+1), j = 0, . . . , n,

f(xn), j = n+ 1.

(29)
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Требование точности аппроксимации Pf на функциях f ∈ {[ϕ]i |
i = 0, 1, 2} приводит к системе уравнений



































n+1
∑

j=−1

(a′j + b′j + c′j)ω
Z
j (t) = 1,

n+1
∑

j=−1

(a′jρ(xj−1) + b′jρ(xj) + c′jρ(xj+1))ω
Z
j (t) = ρ(t),

n+1
∑

j=−1

(a′jσ(xj−1) + b′jσ(xj) + c′jσ(xj+1))ω
Z
j (t) = σ(t).

(30)

Тогда на сетке Z можно записать тождества, аналогичные (24):


































n+1
∑

j=−1

ωZ
j (t) = 1,

n+1
∑

j=−1

SZ
j+1(ρ, σ, ρ

′)ωZ
j (t) = ρ(t),

n+1
∑

j=−1

SZ
j+1(ρ, σ, σ

′)ωZ
j (t) = σ(t).

(31)

Приравнивая коэффициенты при сплайн-функциях в левых частях
соответствующих уравнений в (31) и (30), вновь получаем систему
уравнений, из которой определяются коэффициенты a′j, b

′
j , c

′
j. Реше-

ние системы позволяет выписать явный вид искомого функционала:

a′j = 1− b′j − c′j,

b
′

j=
(ρ(xj+1)−ρ(xj−1))(S

Z
j+1(ρ, σ, σ

′)−σ(xj−1))−(SZ
j+1(ρ, σ, ρ

′)−ρ(xj−1))(σ(xj+1)−σ(xj−1))

(ρ(xj+1) − ρ(xj−1))(σ(xj) − σ(xj−1)) − (ρ(xj) − ρ(xj−1))(σ(xj+1) − σ(xj−1))
,

c
′

j =
(SZ

j+1(ρ, σ, ρ
′)−ρ(xj−1))(σ(xj)−σ(xj−1))−(ρ(xj)−ρ(xj−1))(S

Z
j+1(ρ, σ, σ

′)−σ(xj−1))

(ρ(xj+1) − ρ(xj−1))(σ(xj) − σ(xj−1)) − (ρ(xj) − ρ(xj−1))(σ(xj+1) − σ(xj−1))
.

Замечание 6. Для вычисления значения ν−1(f) имеем следующую
цепочку равенств: ν−1(f) = a′−1f(x−2)+b′−1f(x−1)+c′−1f(x0) = (a′−1+
b′−1 + c′−1)f(x0) = f(x0). Аналогично, νn+1(f) = f(xn).

Замечание 7. Для ϕ(t) := (1, t, t2)T при θ = 1/2 на равномерной
сетке функционал (29) имеет вид

νj(f) = −1

8
(f(xj−1)− 10f(xj) + f(xj+1))

и совпадает с известным квазиинтерполяционным усредняющим функ-
ционалом для квадратичных B-сплайнов (подробнее см. [10]).
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§6. Биортогональные функционалы типа де

Бура–Фикса

Рассмотрим еще один вид линейных функционалов ξ
〈r〉
j ,

j = −2, . . ., n− 1, r = 0, 1, 2, заданных формулами:

ξ
〈0〉
j (f) := f(xj) +

(

(ρj+1σ
′
j+1 − ρ′j+1σj+1)(ρ

′′
j σ

′
j+2 − ρ′j+2σ

′′
j )

+ (ρ′j+1σ
′
j+2 − ρ′j+2σ

′
j+1)(ρ

′′
j σj − ρjσ

′′
j ) + (ρj+2σ

′
j+2 − ρ′j+2σj+2)

× (ρ′j+1σ
′′
j − ρ′′j σ

′
j+1)

) f ′(xj)

(ρ′j+1σ
′
j+2 − ρ′j+2σ

′
j+1)(ρ

′
jσ

′′
j − ρ′′j σ

′
j)

+
(

(ρj+1σ
′
j+1 − ρ′j+1σj+1)(ρ

′
j+2σ

′
j − ρ′jσ

′
j+2)

+ (ρ′j+1σ
′
j+2 − ρ′j+2σ

′
j+1)(ρjσ

′
j − ρ′jσj) + (ρj+2σ

′
j+2 − ρ′j+2σj+2)

× (ρ′jσ
′
j+1 − ρ′j+1σ

′
j)
)

× f ′′(xj)

(ρ′j+1σ
′
j+2 − ρ′j+2σ

′
j+1)(ρ

′
jσ

′′
j − ρ′′j σ

′
j)
, f ∈ C2[a, b],

ξ
〈1〉
j (f) := f(xj+1) +

(σj+2 − σj+1)ρ
′
j+2 − (ρj+2 − ρj+1)σ

′
j+2

ρ′j+2σ
′
j+1 − ρ′j+1σ

′
j+2

× f ′(xj+1), f ∈ C1[a, b],

(32)

ξ
〈2〉
j (f) := f(xj+2) +

(σj+2 − σj+1)ρ
′
j+1 − (ρj+2 − ρj+1)σ

′
j+1

ρ′j+2σ
′
j+1 − ρ′j+1σ

′
j+2

× f ′(xj+2), f ∈ C1[a, b].

(33)

Известно [33], что аппроксимация Pf исходной функции f

Pf =

n−1
∑

j=−2

ξ
〈r〉
j (f)ωj

обладает свойством точности на функциях f ∈ {[ϕ]i | i = 0, 1, 2}, т.е.
Pf ≡ f для упомятунтых функций. Более того, при каждом фикси-

рованном r = 0, 1, 2 функционалы ξ
〈r〉
j биортогональны функциям ωj′ ,

т.е. выполняется равенство ξ
〈r〉
j (ωj′) = δj,j′ , где δj,j′ – символ Кронеке-

ра.
Эти функционалы интересны тем, что на любом сплайне g ∈ S(X),

ввиду свойства биортогональности, дают значение коэффициента cj
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при функции ωj в соответствующем разложении (18):

ξ
〈r〉
j (g) = ξ

〈r〉
j





n−1
∑

j′=−2

cj′ ωj′



 = cj .

Замечание 8. Функционалы ξ
〈r〉
j для полиномиальной порождаю-

щей вектор-функции ϕ(t) = (1, t, t2)T совпадают с функционалами де
Бура–Фикса [32]:

ξ
〈0〉
j (f) = f(xj) +

(

xj+1 + xj+2

2
− xj

)

f ′(xj)

+
1

2
(xj+1 − xj)(xj+2 − xj)f

′′(xj),

ξ
〈1〉
j (f) = f(xj+1) +

1

2
(xj+2 − xj+1)f

′(xj+1),

ξ
〈2〉
j (f) = f(xj+2)−

1

2
(xj+2 − xj+1)f

′(xj+2).

§7. Численные эксперименты

В данном разделе исследуется погрешность приближения дуги
окружности при помощи B-сплайнов, а также минимальных сплайнов
с различными порождающими вектор-функциями при использовании
различных аппроксимационных функционалов.

В качестве модельной функции для проведения численных экспе-
риментов рассмотрим дугу окружности u(t) =

√
1− t2, которую будем

приближать на равномерной сетке, построенной на отрезке [−0.5, 0.5],
а ошибку приближения будем вычислять на сетке в десять раз бо-
лее мелкой, чем исходная. В качестве критерия точности построенной
аппроксимации будем использовать оценку максимума абсолютного
значения отклонения полученного приближения, обозначаемого через
uh, от значений исходной функции u, вычисленных в узлах мелкой
сетки, т.е.

E = max
t∈[−0.5,0.5]

|uh(t)− u(t)|.

В таблице 1 приведены результаты аппроксимации рассматрива-
емой дуги окружности на основе приближения B-сплайнами. При-
ближения были построены для различного количества узлов расчет-
ной сетки при различных выборах аппроксимационных функционалов.
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Здесь и далее обозначение λj используется для трехточечного функ-
ционала (23), µj и νj – для усредняющих функционалов (26) и (29) со-
ответственно (при этом в качестве точек вспомогательной сетки были

выбраны середины отрезков исходной), ξ
〈1〉
j – для функционала типа

де Бура–Фикса (32).

Таблица 1. Ошибка приближения B-сплайнами в за-
висимости от количества узлов сетки n.

Функционал n = 10 n = 20 n = 30
λj 2.8× 10−5 3.4× 10−6 1.0× 10−6

µj 3.6× 10−5 5.3× 10−6 1.7× 10−6

ξ
〈1〉
j 1.2× 10−4 1.6× 10−5 5.0× 10−6

Рассмотрим теперь приближение минимальными сплайнами. В таб-
лицах 2, 3 и 4 приведены ошибки полученных приближений при ис-
пользовании различных порождающих вектор-функций для усредня-
ющих функционалов (26), (29) и функционала типа де Бура–Фикса
(32) соответственно. Как и прежде, в качестве точек вспомогательной
сетки были выбраны середины отрезков исходной. Результаты экспе-
римента показывают, что применение минимальных сплайнов позво-
ляет строить более точные приближения дуги окружности при исполь-
зовании предложенных аппроксимационных функционалов.

Таблица 2. Ошибка приближения для усредняющего
функционала (26) в зависимости от количества узлов
сетки n.

ϕ(t) n = 10 n = 20 n = 30
(1, t, t2)T 3.6× 10−5 5.3× 10−6 1.7× 10−6

(1, sh t, ch t)T 2.8× 10−5 4.2× 10−6 1.3× 10−6

(1,
√
1− t,

√
1 + t)T 7.5× 10−6 1.1× 10−6 3.3× 10−7

Замечание 9. Квадратичные минимальные сплайны, порожденные
вектор-функцией ϕ(t) = (1, sh t, ch t)T , называются гиперболическими.
Их свойства, а также результаты их применения для приближения
цепной линии и других экспоненциальных кривых см. в работе [34].
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Таблица 3. Ошибка приближения для усредняющего
функционала (29) в зависимости от количества узлов
сетки n.

ϕ(t) n = 10 n = 20 n = 30
(1, t, t2)T 2.7× 10−5 3.4× 10−6 1.1× 10−6

(1, sh t, ch t)T 9.4× 10−6 1.5× 10−6 1.3× 10−7

(1,
√
1− t,

√
1 + t)T 5.1× 10−6 6.8× 10−7 2.2× 10−7

Таблица 4. Ошибка приближения для функционала
типа де Бура–Фикса (32) в зависимости от количества
узлов сетки n.

ϕ(t) n = 10 n = 20 n = 30
(1, t, t2)T 1.2× 10−4 1.6× 10−5 5.0× 10−6

(1, sh t, ch, t)T 9.2× 10−5 1.3× 10−5 4.0× 10−6

(1,
√
1− t,

√
1 + t)T 2.3× 10−5 3.1× 10−6 9.6× 10−7
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