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§1. Введение

Пусть {Im} – последовательность попарно не пересекающихся от-
резков в Z. В работе [13] Рубио де Франсиа доказал, что для всякой
функции f ∈ Lp(T), 2 6 p <∞, справедливо неравенство∥∥∥(∑

m

|(f̂1Im)∨|2
)1/2∥∥∥

Lp
. ‖f‖Lp . (1.1)

Использованный здесь символ “.” означает, что левая часть неравен-
ства не превосходит правой части, умноженной на некоторую констан-
ту. Здесь эта константа не зависит ни от f , ни от интервалов Im. Стоит
отметить, что Рубио де Франсиа доказывал свой результат для функ-
ций, заданных на R, однако все результаты статьи [13] легко перено-
сятся и на окружность T.

Позднее, в работе [10] Н. Осипов доказал такое же неравенство (в
“двойственной” формулировке) для функций Уолша. Поскольку функ-
ции Уолша понадобятся нам в дальнейшем, остановимся сейчас на
некоторых их основных свойствах.

Функции Радемахера определяются так: rk(x) = sign sin 2kπx. Для
числа n = 2k1 + 2k2 + · · ·+ 2km , где k1 > k2 > · · · > km > 0, мы можем
определить n-ю функцию Уолша: wn = rk1+1rk2+1 . . . rkm+1. Хорошо
известно, что функции Уолша образуют полную ортонормированную
систему в пространстве L2[0, 1]. Для всякой функции f , определённой
на отрезке [0, 1], символом f̂ будем обозначать последовательность ко-
эффициентов её разложения по этому базису: f̂(n) = (f, wn) =

∫
fwn.

Ключевые слова: система Уолша, мартингалы, свойство UMD.
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда No. 18-11-

00053, https://rscf.ru/project/18-11-00053.

137



138 А. ЦЕЛИЩЕВ

Пусть даны целые числа

n1 =

m∑
k=0

αk2k и n2 =

m∑
j=0

βj2
j ,

где αk и βj – цифры в двоичной записи чисел n1 и n2. Нам понадобится
следующее обозначение:

n1 u n2 =

m∑
k=0

((αk + βk)mod 2)2k.

Нетрудно видеть, что выполняется соотношение

wn1
wn2

= wn1un2
.

Функции Уолша тесно связаны с двоичными мартингалами. Обо-
значим через Fk сигма-алгебру подмножеств отрезка [0, 1], порождён-
ную двоичными интервалами длины 2−k (то есть интервалами вида
[2−ks, 2−k(s+1)), где s – целое число между 0 и 2k−1). В таком случае,
условное матожидание функции f относительно Fk можно записать в
следующем виде:

E(f |Fk) =

2k−1∑
n=0

(f, wn)wn.

Для краткости мы будем использовать обозначение Ekf вместо E(f |Fk).
Если мы обозначим через δk отрезок [2k−1, 2k − 1] в N0, то для мар-
тингальных разностей справедлива формула

∆kf = Ekf − Ek−1f =
∑
n∈δk

(f, wn)wn, k > 1.

Мы также будем считать, что δ0 = {0} и ∆0f = (f, w0)w0 =
1∫
0

f .

Для всякого множества A ⊂ N0 определим ортогональную проек-
цию в пространстве L2[0, 1]:

PAf =
∑
n∈A

(f, wn)wn = (χAf̂)∨.

Если {Is}s – набор попарно не пересекающихся интервалов в N0, то
для всякой функции f ∈ Lp[0, 1], 2 6 p < ∞, справедлив следующий
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аналог неравенства Рубио де Франсиа (1.1):∥∥∥(∑
s

|PIsf |2
)1/2∥∥∥

Lp
. ‖f‖Lp . (1.2)

Как уже отмечалось, доказательство этого неравенства (в двойствен-
ной форме) приведено в работе [10]. Мы, однако, предложим другое
доказательство (основывающееся на той же комбинаторной конструк-
ции, но без перехода к двойственности), которое можно обобщить на
функции f , принимающие значения в некотором банаховом простран-
стве. Поскольку все рассматриваемые нами функции определены на
отрезке [0, 1], мы будем опускать это обстоятельство в наших обозна-
чениях.

Обозначим через εs последовательность функций Радемахера (их
не стоит путать с функциями rk, использующимися при определении
функций Уолша; это другая “копия” последовательности функций Ра-
демахера, и можно считать, что они определены на некотором другом
вероятностном пространстве). Если X – банахово пространство, а f
– X-значная функция, то аналог неравенства (1.2) имеет следующий
вид: ∥∥∥∑

s

εsPIsf
∥∥∥
Lp(RadX)

. ‖f‖Lp(X). (1.3)

Символом RadX обозначено замыкание в Lp(X) множестваX-значных
функций вида

k∑
j=1

εj(ω)xj .

Несложно видеть, что из неравенства Хинчина–Кахана (см., например,
[3, стр. 191]) следует, что это определение не зависит от p, если 1 6
p < ∞. Кроме того, из неравенства Хинчина следует, что для X = R
неравенства (1.2) и (1.3) равносильны.

Приведём теперь следующее определение.

Определение. Будем говорить, что банахово пространство X обла-
дает свойством LPRw

p , если неравенство (1.3) выполняется для вся-
кой функции f ∈ Lp(X).

Для контекста функций Уолша, это – естественный аналог свойства
LPRp, которое было в тригонометрическом случае аксиоматизировано
в работе [1]. Свойство LPRp изучалось в том числе в работах [5, 12].
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В настоящей работе мы докажем аналоги результатов из работы [12]
для функций Уолша. Перейдём теперь к конкретным формулировкам
результатов.

Теорема 1. Если X – такая банахова решётка, что ассоциирован-
ная с ней 2-вогнутая решётка X(2) является банаховой решёткой со
свойством UMD, то X обладает свойством LPRw

p для 2 < p <∞.

Упомянутое в формулировке свойство UMD естественно для многих
вопросов, касающихся анализа для функций со значениями в банахо-
вых пространствах. По определению, это свойство означает, что для
всякого мартингала со значениями в банаховом пространстве X сум-
ма его мартингальных разностей – безусловно сходящийся ряд в Lp(X)
(это условие не зависит от p при 1 < p <∞). Это свойство имеет так-
же множество равносильных переформулировок, одна из которых (см.
главу 6 в книге [11]) – равномерная ограниченность операторов PI для
всякого отрезка I ⊂ N0.

Упомянем тут также, что решёткаX(2) задаётся следующей нормой:

‖x‖X(2)
= ‖|x|1/2‖2.

Она действительно будет банаховой решёткой, если решётка X 2-вы-
пукла. Более подробную информацию о банаховых решётках можно
найти в книге [8], а все необходимые определения будут приведены в
п. 2.3.

Теорема 2. Если X – банахово пространство, обладающее свойством
LPRw

p для некоторого p > 2, то X также обладает свойством LPRw
q

для всякого q > p.

Приведённые теоремы являются аналогами результатов работы [12]
в контексте системы Уолша. Отметим, однако, что методы, которы-
ми мы будем пользоваться в нашей работе, отличаются в некоторых
существенных деталях от методов из работы [12] – мы будем, прежде
всего, использовать мартингальные преобразования (вместо сингуляр-
ных интегралов) и, кроме того, для нас будут важны специфические
комбинаторные свойства функций Уолша.

§2. Свойство LPRw
p в банаховых решётках

В этом параграфе мы докажем теорему 1. Отметим прежде всего,
что для банаховых решёток X, обладающих свойством UMD, нера-
венство (1.3) можно записать в том же виде, что и неравенство для
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скалярных функций:∥∥∥(∑
s

|PIsf |2
)1/2∥∥∥

Lp(X)
. ‖f‖Lp(X).

Этот факт следует из неравенства Хинчина–Море (см., например, [4,
стр.86]; для неравенства Хинчина–Море необходим конечный котип
банаховой решётки – отметим, что из свойства UMD следует конечный
котип, этот факт можно найти, например, в книге [11, стр. 409]).

Для того, чтобы доказать неравенство для банаховых решёток, мы
сначала приведём доказательство для скалярных функций f , отличное
от доказательства из работы [10], а потом обобщим его на случай X-
значных функций f .

2.1. Комбинаторная конструкция. Пусть интервалы Is имеют вид
Is = [as, bs). Нам потребуется разбиение этих интервалов, построенное
в работе [10]:

Is = {as} ∪
⋃
j∈Θs

Jjs ∪
⋃
i∈Θ̃s

J̃is, где Θs, Θ̃s ⊂ N. (2.1)

Интервалы Jjs и J̃is таковы, что выполняются следующие соотноше-
ния:

as u Jjs = δj и bs u J̃is = δi. (2.2)
Мы коротко опишем конструкцию этого разбиения (а все детали чи-
татель может найти в статье [10]).

Опустим индекс s и построим разбиение интервала I = [a, b). Рас-
смотрим двоичную запись чисел a и b:

a =

N∑
k=0

αk2k, b =

N∑
k=0

βk2k.

Для начала, построим разбиение интервала [0, β). Пронумеруем все
цифры, равные 1, в двоичной записи числа β:

βk1 = βk2 = · · · = βkl = 1, k1 > k2 > · · · > kl.

После этого возьмём следующие интервалы:

J̃ki+1 =
[ i−1∑
r=1

2kr ,

i∑
t=1

2kt
)
, i = 1, 2, . . . , l.

Нетрудно видеть, что bu J̃ki+1 = δki+1.
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Один из этих отрезков содержит число a. Предположим, что a ∈
J̃km+1. Это означает, что αj = βj для j > km и αkm = 0. Теперь наша
задача – построить разбиение интервала(

a,

m∑
t=1

2kt
)
.

Это можно сделать похожим образом. Пронумеруем все цифры в дво-
ичном представлении числа a, равные нулю:

αkm = ακh
= · · · = ακ1 = 0, km > κh > · · · > κ1.

После этого, возьмём следующие интервалы:

Jκi+1 =
[
a+

i−1∑
j=1

2κj + 1, a+

i∑
g=0

2κg

]
, i = 1, 2, . . . , h.

Нетрудно видеть, что auJκi+1 = δκi+1, и таким образом мы построили
требуемое разбиение.

2.2. Основное рассуждение для скалярных функций. Для до-
казательства неравенства (1.2) нам теперь достаточно доказать следу-
ющие три неравенства:∥∥∥(∑

s

|P{as}f |
2
)1/2∥∥∥

Lp
. ‖f‖Lp ,

∥∥∥(∑
s

∣∣∣ ∑
j∈Θs

PJjsf
∣∣∣2)1/2∥∥∥

Lp
. ‖f‖Lp ,

∥∥∥(∑
s

∣∣∣ ∑
i∈Θ̃s

PJ̃isf
∣∣∣2)1/2∥∥∥

Lp
. ‖f‖Lp .

Первое неравенство легко вывести из соображений ортогональности
(поскольку

∑
s |P{as}f |2 6 ‖f‖2L2). Таким образом, нам достаточно до-

казать второе (а третье доказывается аналогично). Введём обозначе-
ние:

Js =
⋃
j∈Θs

Jjs.

Заметим, что из формул (2.2) вытекает соотношение

PJsf = was
∑
j∈Θs

∆j(wasf).
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Пользуясь этой формулой, мы можем переписать наше неравенство:∥∥∥(∑
s

∣∣∣ ∑
j∈Θs

∆j(wasf)
∣∣∣2)1/2∥∥∥

Lp
. ‖f‖Lp .

Обозначим через G следующий оператор, действующий из Lp в про-
странство `2-значных функций:

f 7→
( ∑
j∈Θs

∆j(wasf)
)
s
. (2.3)

Наша задача свелась к тому, чтобы доказать, что G – ограниченный
оператор из Lp в Lp(`2). Для `2-значной функции g рассмотрим под-
ходящую максимальную функцию:

g#(x) = sup
I3x

( 1

|I|

∫
I

‖g(t)− gI‖2`2 dt
)1/2

, где gI =
1

|I|

∫
I

g(s) ds ∈ `2.

Здесь супремум берётся по всем двоичным интервалам, содержащим
точку x.

Кроме того, нам потребуется также диадическая максимальная
функция (на этот раз мы определяем её для скалярных функций f):

M2f(x) = sup
I3x

( 1

|I|

∫
I

|f |2
)1/2

.

Здесь супремум также берётся по всем двоичным интервалам, содер-
жащим точку x.

Наша цель – доказать следующую поточечную оценку:

(Gf)#(x) .M2f(x). (2.4)

Из этого неравенства вытекает доказываемая нами теорема для ска-
лярных функций f , поскольку мы можем написать:

‖Gf‖Lp(`2) . ‖(Gf)#‖Lp . ‖M2f‖Lp . ‖f‖Lp .

Здесь первое неравенство следует из того известного факта, что нера-
венство

‖g‖Lp(`2) . ‖g#‖Lp
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выполняется для всякой `2-значной функции g, такой, что
1∫
0

g = 0. От-

метим, что
1∫
0

Gf = 0 ∈ `2, поскольку
1∫
0

∆j(h) = 0 для любой функции

h и любого числа j > 0.
Для того чтобы доказать неравенство (2.4), достаточно проверить,

что имеет место неравенство( 1

|I|

∫
I

∑
s

∣∣∣ ∑
j∈Θs

∆j(wasf)− hs
∣∣∣2)1/2

.
( 1

|I|

∫
I

|f |2
)1/2

. (2.5)

где

hs =
1

|I|

∫
I

∑
j∈Θs

∆j(wasf).

Здесь I – двоичный интервал.
Заметим, что для всякой функции g интеграл

∫
I

∆j(g) равен нулю,

если 2j−1 > |I|−1 – это так, поскольку для всякого такого интервала∫
I

Ejg =
∫
I

Ej−1g =
∫
I

g. Таким образом, определение функции hs можно

переписать в виде

hs =
1

|I|

∫
I

∑
j∈Θs,

2j6|I|−1

∆j(wasf).

С другой стороны, для всякой функции g функция ∆j(g) постоянна
на интервале I, если |I| 6 2−j (поскольку обе функции Ejg и Ej−1g
постоянны на I). Таким образом, левая часть формулы (2.5) равна
следующему выражению:( 1

|I|

∫
I

∑
s

∣∣∣ ∑
j∈Θs,

2j−1>|I|−1

∆j(wasf)
∣∣∣2)1/2

.

Рассмотрим сужение функции f на интервал I: f̃ = f |I . Пусть |I| =
2−m и одно из чисел as записывается в двоичной системе счисления в
виде

as = 2k1 + 2k2 + · · ·+ 2kt ,

где
k1 < · · · < kt, kl 6 m− 1, kl+1 > m.
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Обозначим через ãs число

2kl+1−m + · · ·+ 2kt−m.

Кроме того, через w̃n обозначим функции Уолша, “отмасштабирован-
ные” на отрезок I (то есть они образуют ортонормированный базис
в пространстве L2(I; |I|−1dx)). Будем также использовать обозначе-
ние ∆̃j для двоичных мартингальных разностей на I. Тогда функция
∆j(wasf) совпадает на I с функцией ±∆̃j−m(w̃ãs f̃) (отметим здесь,
что функции rk1+1, . . . , rkl+1 на I – постоянные, равные ±1; кроме то-
го, операторы ∆j “локальны” в том смысле, что значение функции ∆jg
на I зависит только от сужения g на интервал I, если 2j−1 > |I|).

Теперь нетрудно видеть, что из того факта, что множества

{as u δj}j∈Θs

попарно не пересекаются при разных значениях s и j (а это так, по-
скольку as u δj = Jjs; см. формулу (2.2)), следует, что множества

{ãs u δj−m} j∈Θs,
j>m+1

также попарно не пересекаются.
Следовательно, просто воспользовавшись теоремой Планшереля,

можно заключить, что( 1

|I|

∫
I

∑
s

∣∣∣ ∑
j∈Θs,

2j−1>|I|−1

∆j(wasf)
∣∣∣2)1/2

6 ‖f̃‖L2(I;|I−1|dx) =
( 1

|I|

∫
I

|f |2
)1/2

,

и таким образом доказательство неравенства (2.4) завершено.

2.3. Неравенство для функций со значениями в решётке. По-
сле того, как мы доказали неравенство (2.4), мы можем закончить до-
казательство теоремы 1 аналогично тому, как это делается в статье [12]
(для обычного свойства LPRp).

Пусть X – банахова решётка. Не умаляя общности, мы можем счи-
тать, что X является пространством Кётэ на некотором вероятност-
ном пространстве (Ω,Σ, µ) (см. [8, стр. 25]). В самом деле, из свойства
UMD следует, что решетка X рефлексивна (см. [11, стр. 183]); кроме
того, можно считать её сепарабельной и что в ней есть слабая единица.
Помимо этого, решетка X обладает свойством Фату, поскольку ввиду
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рефлексивности, она является сопряженной с X ′ (см. [8, стр. 30]). На-
помним, что решётка X(2) задаётся нормой

‖x‖X(2)
= ‖|x|1/2‖2X .

Пространство X(2) является банаховой решёткой тогда и только тогда,
когдаX – 2-выпуклая решётка, то есть для любых x1, . . . , xn ∈ X верно
неравенство ∥∥∥( n∑

j=1

|xj |2
)1/2∥∥∥

X
6
( n∑
j=1

‖xj‖2X
)1/2

.

Аналогично скалярному случаю (см. начало предыдущего парагра-
фа), ясно, что для доказательства теоремы 1 достаточно доказать сле-
дующие три неравенства (на этот раз для X-значных функций f):∥∥∥(∑

s

|P{as}f |
2
)1/2∥∥∥

Lp(X)
. ‖f‖Lp(X), (2.6)

∥∥∥(∑
s

∣∣∣ ∑
j∈Θs

PJjsf
∣∣∣2)1/2∥∥∥

Lp(X)
. ‖f‖Lp(X), (2.7)

∥∥∥(∑
s

∣∣∣ ∑
i∈Θ̃s

PJ̃isf
∣∣∣2)1/2∥∥∥

Lp(X)
. ‖f‖Lp(X). (2.8)

Оценка (2.6) в настоящем контексте также доказывается легко. За-
метим, что для всякого фиксированного ω ∈ Ω следующая оценка вы-
текает из теоремы Планшереля:

(∑
s

|(f, was)|2
)1/2

(ω) 6
( 1∫

0

|f |2
)1/2

(ω).

Воспользовавшись этим неравенством, напишем:

∥∥∥(∑
s

|(f, was)|2
)1/2∥∥∥

X
.
∥∥∥( 1∫

0

|f |2
)1/2∥∥∥

X
6
( 1∫

0

‖f‖2X
)1/2

6
( 1∫

0

‖f‖pX
)1/p

= ‖f‖Lp(X).
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Мы воспользовались 2-выпуклостью решётки X во втором неравен-
стве (мы можем считать, что f является конечной линейной комбина-
цией функций Уолша и, следовательно, константой на двоичных ин-
тервалах длины 2−n для достаточно большого значения n; таким об-
разом, вместо интеграла мы можем написать сумму и воспользоваться
2-выпуклостью).

Приступим теперь к доказательству неравенств (2.7) и (2.8). Мы
покажем только, как доказывать неравенство (2.7), поскольку (2.8)
доказывается аналогично.

Напомним, что пространство X(`2) – это пространство последова-
тельностей x = (xj) ⊂ X, таких, что

‖x‖X(`2) = sup
n∈N

∥∥∥( n∑
j=1

|xj |2
)1/2∥∥∥

X
<∞.

Определим оператор G точно так же, как мы это делали для скаляр-
ных функций (см. формулу (2.3)). На этот раз наша цель – доказать,
что G – ограниченный оператор из Lp(X) в Lp(X(`2)).

Для всякой X-значной функции f определим функцию M2f следу-
ющим образом:

M2f(x) = sup
I3x

( 1

|I|

∫
I

|f |2
)1/2

.

Отметим, что это функция двух переменных – для всякого фиксиро-
ванного ω ∈ Ω это обычная максимальная функция, применённая к
скалярной функции f(·, ω).

Для X(`2)-значной функции g аналогичным образом определим
функцию g#: для всякого фиксированного ω ∈ Ω рассмотрим функ-
цию g#(·, ω) (которую мы уже определяли в предыдущем параграфе
для `2-значной функции g(·, ω)). Таким образом, формула, задающая
функцию g# для X(`2)-значной функции g = (g1, g2, . . . ), имеет сле-
дующий вид:

g#(x) = sup
I3x

( 1

|I|

∫
I

∞∑
j=1

|gj(t)− (gI)j |2 dt
)1/2

,

где

gI =
1

|I|

∫
I

g(s) ds ∈ X(`2).
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Из неравенства (2.4), доказанного нами для скалярных функций, сле-
дует в нашем контексте оценка

G(f(·, ω))# .M2(f(·, ω)), п.в. ω ∈ Ω.

Таким образом, справедливо следующее неравенство:

‖(Gf)#‖Lp(X) . ‖M2f‖Lp(X).

Для завершения доказательства теоремы 1 нам остаётся доказать две
оценки:

‖g‖Lp(X(`2)) . ‖g#‖Lp(X) и ‖M2f‖Lp(X) . ‖f‖Lp(X) (2.9)

для произвольной X(`2)-значной функции g, такой, что
∫
g = 0 (на-

помним, в предыдущем параграфе мы доказали, что
∫
Gf = 0) и X-

значной функции f . Вторая из этих оценок следует из ограниченности
максимальной функции Харди–Литтлвуда в Lp(X) для банаховых ре-
шёток X со свойством UMD (это утверждение впервые было доказано
в работе [2]; см. также [14, теорема 3]) – просто применим это утвер-
ждение к X(2):

‖M2f‖2Lp(X) = ‖M [|f |2]‖Lp/2(X(2))
. ‖|f |2‖Lp/2(X2) = ‖f‖2Lp(X).

Здесь Mf – стандартная (двоичная) максимальная функция Харди–
Литтлвуда:

Mf(x) = sup
I3x

1

|I|

∫
I

|f(s)| ds.

Отметим, что M2f(x) = M [|f2|]1/2.
Объясним теперь, почему первое из неравенств (2.9) справедливо

для всякой X(`2)-значной функции g = (g1, g2, . . . ), интеграл которой
равен нулю. Воспользуемся следующим стандартным неравенством

для `2-значных функций u и v, таких, что
1∫
0

v = 0 (см., например, [9,

стр. 223] для случая скалярных функций; как обычно, доказательство
для `2-значных ничем не отличается):

1∫
0

|〈u(x), v(x)〉| dx .
1∫

0

(Su)(x)v#(x) dx.

Здесь через S обозначена мартингальная квадратичная функция от-
носительно фильтрации Хаара.
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Возьмём произвольную функцию h ∈ Lp′(X∗(`2)) и напишем:∣∣∣ ∫
[0,1]×Ω

〈g, h〉
∣∣∣ . ∫

[0,1]×Ω

g#Sh . ‖g#‖Lp(X)‖Sh‖Lp′ (X∗)

. ‖g#‖Lp(X)‖h‖Lp′ (X∗(`2)).

(2.10)

В последнем неравенстве мы воспользовались следующим простым
утверждением (отметим, что если X – банахова решётка со свойством
UMD, то X∗ – тоже банахова решётка, обладающая свойством UMD).

Лемма. Если Y – банахова решётка, обладающая свойством UMD, а
h = (h1, h2, . . . ) – Y (`2)-значная функция, то для всякого q, 1 < q <∞,
верно неравенство ‖Sh‖Lq(Y ) . ‖h‖Lq(Y (`2)).

Найти ссылку на именно этот факт оказалось затруднительно, по-
этому приведём здесь его доказательство.

Доказательство. Опять будем предполагать, что Y – банахово про-
странство функций, заданных на пространстве с мерой (Ω′,Σ′, µ′). Обо-
значим через dj операторы мартингальной разности для фильтрации
Хаара. Воспользовавшись неравенством Хинчина и интегральным не-
равенством Минковского, напишем:

Sh(x, ω′) =
(∑

n

∑
j

|djhn(x, ω′)|2
)1/2

.
(∑

n

[
E
∣∣∣∑
j

εjdjhn(x, ω′)
∣∣∣]2)1/2

6 E
([∑

n

∣∣∣∑
j

εjdjhn(x, ω′)
∣∣∣2]1/2).

Используя это неравенство, оценим норму квадратичной функции
следующим образом:

‖Sh‖qLq(Y ) .
∫ ∥∥∥E([∑

n

∣∣∣∑
j

εjdjhn(x)
∣∣∣2]1/2)∥∥∥q

Y
dx

6
∫

E
[∥∥∥(∑

n

∣∣∣∑
j

εjdjhn(x)
∣∣∣2)1/2∥∥∥q

Y

]
dx

= E
(∥∥∥∑

j

εjdjh
∥∥∥q
Lq(Y (`2))

)
. ‖h‖qLq(Y (`2)).
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Здесь последнее неравенство вытекает из определения свойства UMD
для пространства Y (`2) (которое действительно обладает свойством
UMD, если это верно для Y , см. обзор [14]).

�

Нам остаётся перейти в неравенстве (2.10) к супремуму по всем
функциям h ∈ Lp

′
(X∗(`2)) единичной нормы и получить требуемую

оценку.

§3. Вывод свойства LPRw
q из LPRw

p для q > p

Перейдём теперь к доказательству сформулированной во введении
теоремы 2. Пусть банахово пространство X обладает свойством LPRw

p

(напомним, это означает, что неравенство (1.3) выполняется для вся-
кой функции f ∈ Lp(X)). Прежде всего, отметим, что отсюда следу-
ет, что X обладает свойством UMD (достаточно взять “набор” {Is}
состоящим из одного отрезка [0, N ] и получить равномерную ограни-
ченность проекторов P[0,N ] – отсюда уже следует свойство UMD, см.,
например, [11, стр. 254]).

Наша цель – доказать, что для произвольного семейства непересе-
кающихся интервалов {Is} следующее неравенство верно для всякой
функции f ∈ Lq(X):∥∥∥∑

s

εsPIsf
∥∥∥
Lq(RadX)

. ‖f‖Lq(X), q > p.

Мы опять будем пользоваться описанной нами выше конструкцией
разбиения интервалов Is из работы [10] (см. формулы (2.1) и (2.2)).
Введём также обозначение J0s = as. Достаточно доказать два нера-
венства: ∥∥∥∑

s

εs
∑

j∈Θs∪{0}

PJjsf
∥∥∥
Lq(RadX)

. ‖f‖Lq(X),∥∥∥∑
s

εs
∑
i∈Θ̃s

PJ̃isf
∥∥∥
Lq(RadX)

. ‖f‖Lq(X).

Поскольку эти неравенства доказываются аналогично, покажем толь-
ко, как вывести первое из них. Напомним, что PJjsf = was∆j(wasf)
и таким образом наше неравенство можно переписать в следующем
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виде: ∥∥∥∑
s

εswas
∑

j∈Θs∪{0}

∆j(wasf)
∥∥∥
Lq(RadX)

. ‖f‖Lq(X).

Воспользовавшись стандартным неравенством Кахана (“принципом сжа-
тия”, см. [3, стр.181]), можно заключить, что наше неравенство экви-
валентно следующему:∥∥∥∑

s

εs
∑

j∈Θs∪{0}

∆j(wasf)
∥∥∥
Lq(RadX)

. ‖f‖Lq(X).

Рассмотрим оператор T , переводящий функцию f ∈ Lp(X) в∑
s

εs
∑

j∈Θs∪{0}

∆j(wasf).

Как видно из вышесказанного, свойство LPRw
p влечёт ограниченность

T как оператора из Lp(X) в Lp(RadX) (здесь важно отметить, что⋃
j∈Θs∪{0} Jjs – отрезок в N0) и наша цель – доказать, что T действует

также из Lq(X) в Lq(RadX).
Рассмотрим сопряжённый оператор T ∗ : Lp

′
(RadX∗)→ Lp

′
(X∗) (за-

метим, что (RadX)∗ ∼ RadX∗, см. третью часть в статье [6]). Нетрудно
убедиться (прямым подсчётом), что T ∗ имеет следующий вид:

T ∗
(∑

s

εsgs

)
=
∑
s

was
∑

j∈Θs∪{0}

∆jgs. (3.1)

Здесь g =
∑
s εsgs – RadX∗-значная функция. Для того, чтобы дока-

зать, что T ∗ – ограниченный оператор из Lq
′
(RadX∗) в Lq

′
(X∗), мы

воспользуемся векторнозначным вариантом разложения Кальдерона–
Зигмунда из статьи [7].

Предложение 1. Пусть E – банахово пространство, g – простая
E-значная функция (под этим мы подразумеваем, что g = Ekg для
достаточно больших значений k), а λ – произвольное положительное
число. Тогда найдутся такие простые функции b и h, что g = b + h
и выполняются следующие условия:

1) ‖h‖L∞(Y ) . λ и ‖h‖L1(Y ) . ‖g‖L1(Y );

2)
1∫
0

b = 0 и для всякого n > 1 мы имеем ∆nb = 1en∆nb, где

en ∈ Fn−1 и |
⋃
n>1 en| . λ−1‖g‖L1(Y ).
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Наша цель – доказать, что T ∗ – оператор слабого типа (1, 1), по-
скольку в таком случае ограниченность из Lq

′
(RadX∗) в Lq

′
(X∗) бу-

дет следовать из интерполяционной теоремы Марцинкевича. Зафик-
сируем число λ > 0 и применим сформулированное предложение для
Y = RadX∗ и нашей функции g. Заметим, что мы можем рассматри-
вать только простые функции g, поскольку из-за соображений плот-
ности мы можем считать, что набор отрезков {Is} конечен и всякая
функция gs является конечной линейной комбинацией функций Уол-
ша. Напишем следующее неравенство:

|{x : ‖(T ∗g)(x)‖X∗ > λ}|
6 |{x : ‖(T ∗b)(x)‖X∗ > λ/2}|+ |{x : ‖(T ∗h)(x)‖X∗ > λ/2}|.

(3.2)

Второе слагаемое в этой формуле оценивается при помощи ограничен-
ности T ∗ как оператора из Lp

′
(RadX∗) в Lp

′
(X∗):

|{x : ‖(T ∗h)(x)‖X∗ > λ/2}| 6
(λ

2

)−p′
‖T ∗h‖p

′

Lp′ (X∗)
. λ−p

′
‖h‖p

′

Lp′ (RadX∗)

6 λ−p
′
‖h‖p

′−1
L∞(RadX∗)‖h‖L1(RadX∗) . λ

−1‖g‖L1(RadX∗).

Оценим теперь первое слагаемое в формуле (3.2). Нетрудно заме-
тить, что из формулы (3.1) для оператора T ∗ и свойства функции b
из разложения Кальдерона–Зигмунда следует, что носители функции
T ∗b содержатся в множестве

⋃
n>1 en. Таким образом, мы можем за-

ключить, что

|{x : ‖(T ∗b)(x)‖X∗ > λ/2}|

6 |{x : (T ∗b)(x) 6= 0}| 6
∣∣∣ ⋃
n>1

en

∣∣∣ . λ−1‖g‖L1(RadX∗),

и доказательство теоремы 2 завершено.
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