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§1. Введение

Определение 1 (С.-Надь). Самосопряженный оператор D, действу-
ющий в гильбертовом пространстве (ГП) H, называется дилатацией
плотно заданного диссипативного оператора A, действующего в ГП H,
если:

1)H ⊂ H; 2) (A− λ)−1 = P(D− λ)−1 |H, λ ∈ C−,

где P – оператор ортогонального проектирования из H на H, C− =
{z ∈ C | Im z < 0}.

Отметим, что условие 2) из определения 1 эквивалентно условию:

eAt = P eDt |H, t > 0 .

Определение 2. Самосопряженные дилатации D1 и D2 диссипатив-
ного оператора A, действующие соответственно в пространствах H1 и
H2, называются изоморфными, если существует унитарное отображе-
ние U пространства H1 на H2 такое, что

1) Uh = h (∀h ∈ H) ;
2) D2 ⊆ UD1U−1.

Впервые в математической литературе понятие дилатации появи-
лось в работе М. А. Наймарка в 1940 году [1]. Следует отметить, что
другие доказательства теоремы М. А. Наймарка имеются в [2] и [19]
(в [19] получено обобщение этой теоремы на случай произвольных
ограниченных операторных мер).

Ключевые слова: самосопряженный оператор, диссипативный оператор, гра-
ничные двойки, максимальный симметрический оператор, дефектные операторы,
дефектные подпространства, индекс дефекта.
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В 1953 году Б. Секефальви-Надь [2] построил унитарную дилата-
цию сжатия. Это привело к многочисленным замечательным прило-
жениям в различных математических дисциплинах, в том числе в тео-
рии функций и в функциональном анализе (теория инвариантных про-
странств, спектральный анализ и синтез операторов, функциональные
модели – см., напр., [3]). Следует отметить, что Н. К. Никольским и
С. В. Хрущевым была построена унитарная дилатация общего вида
для оператора сжатия (см., напр., [4]).

Задача о явном построении самосопряженной дилатации диссипа-
тивного оператора впервые была решена в работах Б. С. Павлова [5,6]
для диссипативного оператора Шредингера с некоторыми ограниче-
ниями. Существенно использовался тот факт, что для исходного дис-
сипативного оператора A справедливо равенство dom(A) = dom(A∗)

и мнимая компонента A−A∗

2i ограничена. Самосопряженная дилатация
произвольного ограниченного диссипативного оператора была постро-
ена В. А. Золотаревым в [7].

В работах А. В. Кужеля и Ю. Л. Кудряшова [8, 9] было построено
спектральное, а в [8, 10] – трансляционное представления самосопря-
женной дилатации произвольного плотно заданного диссипативного
оператора A с непустым множеством регулярных точек ρ(A) (−i ∈
ρ(A)).

В работах [25,26] дилатации операторных мер применяются для ре-
шения различных задач теории однолистных функций

В [11] Ю. Л. Кудряшовым доказан изоморфизм спектрального пред-
ставления дилатации и дилатации из [7] в случае ограниченности опе-
ратора A. Им же в случае сепарабельности дефектных подпространств
оператора A доказан изоморфизм спектрального и трансляционного
представлений самосопряженной дилатации [12].

В вышедшей в 2020 г. работе М. Брауна, М. Марлетта, С. Н. Набо-
ко и И. Вуда [23] построена минимальная самосопряженная дилатация
(трансляционное представление) максимального диссипативного опе-
ратора.

Анализ перечисленных работ указывает на возможность построения
самосопряженной дилатации общего вида для диссипативного опера-
тора с непустым множеством регулярных точек, частными случаями
которой являются ранее упомянутые дилатации из [8, 9]. Построению
такой дилатации посвящена данная работа.



ПОСТРОЕНИЕ САМОСОПРЯЖЕННОЙ ДИЛАТАЦИИ 123

§2. Предварительные определения и предложения

Пусть H – сепарабельное ГП, A – плотно заданный диссипативный
оператор, причем −i ∈ ρ(A), R−i = (A + i)−1. Рассмотрим неотрица-
тельные операторы B+ = iR−i − iR∗−i − 2R∗−iR−i, B− = iR−i − iR∗−i −
2R−iR

∗
−i, их неотрицательные квадратные корни Q± =

√
B± и де-

фектные подпространства Q± = clos (Q±H) .
Рассмотрим ГПD±, в которых действуют замкнутые максимальные

симметрические операторы F± с индексом дефекта (0, q+) и (q−, 0) со-
ответственно, где q± = dimQ± = dimN±, а N± – дефектные подпро-
странства операторов F±. По причине последних равенств существуют
изометрии Φ± : N± → Q±.

Определение 3. Пары 〈H±; Γ±〉, где H± – ГП со скалярными про-
изведениями (·, ·)H± , Γ± : dom

(
F ∗±
)
→ H± – операторы, называют-

ся граничными двойками операторов F ∗±, если выполнены следующие
условия:

а)
(
F ∗±f, g

)
D±
−
(
f, F ∗±g

)
D±

= ∓ 2i (Γ±f,Γ±g)H±
при всех f, g ∈

dom
(
F ∗±
)

;

б) отображения dom
(
F ∗±
)
3 f 7→ Γ±f ∈ H± сюръективны.

Существование граничных операторов Γ± в определении 3 вытекает
из формул фон Неймана. Из этих же формул также следует, что в
нашем случае H± = N± .

Отметим, что понятие граничных троек для равных дефектных чи-
сел было введено в работах А. Н. Кочубея и В. М. Брауна (см., напри-
мер, [21,22]) и развивалось в многочисленных работах В. И. Горбачука,
В. М. Брука, С. Н. Набоко, М. М. Маламуда, В. А. Деркача, В. Рыжова
и др. (см., например, [13–15,22–24]).

В связи с неравными дефектными числами в определении 3 необхо-
димо упомянуть работы В. И. Могилевского, который обобщил ряд по-
ложений теории граничных троек на этот случай (см, например, [20]).

Из условий a) определения 3 легко получить, что dom (F±)=Ker Γ±.
В самом деле, с одной стороны, из условий а) при g = f ∈ dom (F±)
следует, что dom (F±) ⊆ Ker Γ±. С другой стороны, по формулам фон
Неймана, если h+ = h0+ +n+, где h+ ∈ dom

(
F ∗+
)
, h0+ ∈ dom (F+) , n+ ∈

N+, то из того, что h+ ∈ Ker Γ+, вытекает:
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0 = ||Γ+h+||2 =
(
F ∗+h+, h+

)
D+
−
(
h+, F

∗
+h+

)
D+

=
(
F+h

0
+ − in+, h0+ + n+

)
D+
−
(
h0+ + n+, F+h

0
+ − in+

)
D+

= −2i||n+||2,

и, следовательно, n+ = 0, поэтому, h+ = h0+ ∈ dom (F+) . Аналогично
доказывается включение Ker Γ− ⊆ dom (F−) .

§3. Общая самосопряженная дилатация
диссипативного оператора

Построим ГП H = D− ⊕ H ⊕ D+ и оператор S следующим образом.
Вектор h = (h−, h0, h+)

T
, где h± ∈ D±, h0 ∈ H, принадлежит области

определения оператора S тогда и только тогда, когда
1) h± ∈ dom(F ∗±);

2) ϕ = h0 +
√

2Q−Φ−Γ−h− ∈ dom(A);

3)
√

2Φ+Γ+h+ =
√

2T ∗Φ−Γ−h−+iQ+ (A+ i)ϕ, где T ∗=I+2iR∗−i,
I−единичный оператор в H .

Для любого вектора h = (h−, h0, h+)
T ∈ dom(S) положим

Sh = S (h−, h0, h+)
T

=
(
F ∗−h−,−ih0 + (A+ i)ϕ, F ∗+h+

)T
.

Доказательству основной теоремы предпошлем следующие вспомо-
гательные предложения.

Лемма 1. Если h = (h−, h0, h+)
T ∈ dom(S), то

ψ = h0 +
√

2Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗) и (A+ i)ϕ− (A∗ − i)ψ = 2ih0.

Доказательство. Подействуем на обе части условия 3) (область опре-
деления оператора S) оператором Q+ с учетом равенств TQ+ = Q−T
и Q+T

∗ = T ∗Q− :
√

2Q+Φ+Γ+h+ =
√

2T ∗Q−Φ−Γ−h− + iQ2
+ (A+ i)ϕ

=
√

2
(
I + 2iR∗−i

)
Q−Φ−Γ−h− + iB+ (A+ i)ϕ

=
√

2
(
I + 2iR∗−i

)
Q−Φ−Γ−h− + i

(
iR−i − iR∗−i − 2R∗−iR−i

)
(A+ i)ϕ

=
(
I + 2iR∗−i

) (√
2Q−Φ−Γ−h− − ϕ

)
+R∗−i(A+ i)ϕ

= −
(
I + 2iR∗−i

)
h0 +R∗−i (A+ i)ϕ.
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Из доказанного равенства получаем:

2iR∗−ih0 +
(
h0 +

√
2Q+Φ+Γ+h+

)
= R∗−i (A+ i)ϕ. (1)

Так как
{R∗−ih0, R∗−i (A+ i)ϕ} ⊂ dom(A∗),

то вектор ψ = h0 +
√

2Q+Φ+Γ+h+ лежит в dom(A∗). Подействуем
теперь на обе части равенства (1) оператором (A∗ − i) :

2ih0 + (A∗ − i)ψ = (A+ i)ϕ,

что и требовалось доказать. �

Лемма 2. Оператор S является симметрическим.

Доказательство. Легко видеть, что оператор S плотно задан. Для
любого h ∈ dom(S), используя определение 3, формулы для операторов
B±, T , равенство I − TT ∗ = 2B− и условия на область определения
оператора S, получим:

i−1[ (Sh, h)H − (h, Sh)H ]

= ||
√

2Φ−Γ−h−||2 − ||
√

2Φ+Γ+h+||2 + 2 Im((A+ i)ϕ, h0)− 2||h0||2

= ||
√

2Φ−Γ−h−||2 − ||
√

2T ∗Φ−Γ−h− + iQ+(A+ i)ϕ||2

+ 2 Im(Aϕ, h0) + 2 Re(ϕ, h0)− 2||h0||2

= ||2Q−Φ−Γ−h−||2 − ||Q+(A+ i)ϕ||2

− 2 Re
(√

2T ∗Φ−Γ−h−, iQ+(A+ i)ϕ
)

+ 2 Im(Aϕ, h0) + 2 Re(
√

2Q−Φ−Γ−h−, h0)

= ||2Q−Φ−Γ−h−||2 − (B+(A+ i)ϕ, (A+ i)ϕ)

+ 2 Re i(
√

2Q−Φ−Γ−h−, (A− i)ϕ)

+ 2 Im(Aϕ, h0) + 2 Re(
√

2Q−Φ−Γ−h−, h0)

= ||2Q−Φ−Γ−h−||2 − 2 Im(Aϕ,ϕ)

− 2 Im(
√

2Q−Φ−Γ−h−, (A− i)ϕ) + 2 Im(Aϕ, h0)

+ 2 Re(
√

2Q−Φ−Γ−h−, h0)

= ||2Q−Φ−Γ−h−||2 − 2 Re(
√

2Q−Φ−Γ−h−, ϕ)

+ 2 Re(
√

2Q−Φ−Γ−h−, h0) = 0.
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Лемма доказана. �

Лемма 3. Вектор g = (g−, g0, g+)
T лежит в dom(S∗) тогда и только

тогда, когда выполнены следующие условия:
1*) g± ∈ dom(F ∗±);

2*) ψ = g0 +
√

2Q+Φ+Γ+g+ ∈ dom(A∗);

3*)
√

2Φ−Γ−g− =
√

2TΦ+Γ+g+ − iQ− (A∗ − i)ψ.
В этом случае

S∗g = S∗ (g−, g0, g+)
T

=
(
F ∗−g−, ig0 + (A∗ − i)ψ, F ∗+g+

)T
при всех g ∈ dom(S∗).

Доказательство. Если h ∈ dom(S) и

g ∈
{

(f−, f0, f+)
T ∈ H

∣∣ f± ∈ dom(F ∗±), f0 ∈ H
}
,

то

(Sh, g)H =
(

(F ∗−h−,−ih0 + (A+ i)ϕ, F ∗+h+)T , (g−, g0, g+)
T
)
H

=
(
F ∗−h−, g−

)
D−

+ (−ih0 + (A+ i)ϕ, g0) +
(
F ∗+h+, g+

)
D+

=
(
h−, F

∗
−g−

)
D−

+i
(√

2Φ−Γ−h−,
√

2Φ−Γ−g−

)
+(h0, ig0)+((A+ i)ϕ, g0)

+
(
h+, F

∗
+g+

)
D+
− i
(√

2T ∗Φ−Γ−h− + iQ+(A+ i)ϕ,
√

2Φ+Γ+g+

)
=
(
h−, F

∗
−g−

)
D−

+
(
h+, F

∗
+g+

)
D+

+
(√

2Φ−Γ−h−, i
√

2TΦ+Γ+g+ − i
√

2Φ−Γ−g−

)
+ (h0, ig0) +

(
(A+ i)(h0 +

√
2Q−Φ−Γ−h−), g0 +

√
2Q+Φ+Γ+g+

)
.

Положим ψ = g0 +
√

2Q+Φ+Γ+g+. Тогда g = (g−, g0, g+)
T ∈ dom(S∗)

тогда и только тогда, когда выполнены условия 1*)–3*). Если эти усло-
вия выполнены, то

S∗g = S∗ (g−, g0, g+)
T

=
(
F ∗−g−, ig0 + (A∗ − i)ψ, F ∗+g+

)T
при всех g ∈ dom(S∗). Лемма доказана. �

Так же, как и лемма 1, доказывается следующий факт.

Лемма 4. Если g = (g−, g0, g+)
T ∈ dom(S∗), то

ϕ = g0 +
√

2Q−Φ−Γ−g− ∈ dom(A) и (A+ i)ϕ− (A∗ − i)ψ = 2ig0.
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Лемма 5. Оператор S является самосопряженным.

Доказательство. Достаточно доказать включение S∗ ⊆ S. В этом
случае при g ∈ dom(S∗) имеем

S∗g = S∗ (g−, g0, g+)
T

=
(
F ∗−g−, ig0 + (A∗ − i)ψ,F ∗+g+

)T
.

По лемме 4 вектор ϕ = g0 +
√

2Q−Φ−Γ−g− лежит в dom(A) и

ig0 + (A∗ − i)ψ = −ig0 + (A+ i)ϕ. (2)

Кроме того, так как I − T ∗T = 2B+, то c помощью леммы 3 (условие
3*)) и равенства T ∗Q− = Q+T

∗ получаем:
√

2Φ+Γ+g+ −
√

2T ∗Φ−Γ−g− − iQ+ (A+ i)ϕ

=
√

2Φ+Γ+g+ −
√

2T ∗TΦ+Γ+g+ + iT ∗Q− (A∗ − i)ψ − iQ+ (A+ i)ϕ

= 2
√

2B+Φ+Γ+g+ + iQ+T
∗ (A∗ − i)ψ − iQ+ (A+ i)ϕ

= 2
√

2B+Φ+Γ+g+ + iQ+ ((A∗ − i)ψ − (A+ i)ϕ)− 2Q+ψ

= 2
√

2B+Φ+Γ+g+ + 2Q+(−
√

2Q+Φ+Γ+g+) = 0.

Следовательно, g ∈ dom(S) и в силу (2)

S∗g =
(
F ∗−g−, ig0 + (A∗ − i)ψ,F ∗+g+

)T
=
(
F ∗−g−,−ig0 + (A+ i)ϕ, F ∗+g+

)T
= Sg.

Таким образом, S – самосопряженный оператор.
Лемма доказана. �

Теорема 1. Оператор S является самосопряженной дилатацией опе-
ратора A.

Доказательство. Воспользуемся определением 1. Возьмем произ-
вольную точку λ ∈ C− и рассмотрим уравнение Sh − λh = g, кото-
рое эквивалентно системе

(
F ∗− − λ

)
h− = g−,

− (i+ λ)h0 + (A+ i)ϕ = g0,(
F ∗+ − λ

)
h+ = g+ .

(3)

Из первого уравнения (3) вытекает, что h− = Rλ(F ∗−)g− . Второе урав-
нение перепишем в виде (A− λ)ϕ+ (i+ λ) (ϕ− h0) = g0, откуда

ϕ = Rλ

(
g0 −

√
2(i+ λ)Q−Φ−Γ−Rλ(F ∗−)g−

)
, (4)
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где Rλ = (A− λ)−1 – резольвента оператора A.
Из равенства (4) находим h0 :

h0 = Rλg0 −
√

2 (I + (i+ λ)Rλ)Q−Φ−Γ−Rλ(F ∗−)g− .

Используем теперь условие 3) на dom(S) и равенство (4):

Γ+h+ = Φ−1+

(
T ∗Φ−Γ−h− +

i√
2
Q+(A+ i)ϕ

)
= Φ−1+

(
T ∗Φ−Γ−Rλ(F ∗−)g−

+
i√
2
Q+(A+ i)Rλ(g0 −

√
2(λ+ i)Q−Φ−Γ−Rλ(F ∗−)g−)

)
= Φ−1+

(
(T ∗ − i(λ+ i)Q+(A+ i)RλQ−)Φ−Γ−Rλ(F ∗−)g−

+
i√
2
Q+(A+ i)Rλg0

)
= S(λ)v−(λ) + Φ−1+ v+(λ), (5)

где
v−(λ) = Γ−Rλ(F ∗−)g−, M−i,λ(A) = (A+ i)Rλ(A),

v+(λ) =
i√
2
Q+M−i,λ(A)g0, S(λ) = Φ−1+ W ∗A(λ)Φ−,

где

WA(λ) = T + i(λ− i)Q−Mi,λ(A∗)Q+, WA(λ) : Q+ → Q−

– характеристическая функция оператора A (см., например, [17]),
S(λ) – матрица рассеяния группы унитарных операторов U(t) = eiSt;
см. [18].

По формулам фон Неймана h+ = h0+ + n+, h
0
+ ∈ dom(F+), n+ =

Γ+h+ ∈ N+. Ввиду формулы (3) находим:

(F+ − λ)h0+ = g+ + (λ+ i)n+.

Отсюда, в силу (5)

h+ = h0+ + n+ = Rλ(F+)g+ +M−i,λ(F+)n+

= Rλ(F+)g+ +M−i,λ(F+)
(
S(λ)v−(λ) + Φ−1+ v+(λ)

)
.

Таким образом,

Rλ(S) (g−, g0, g+)
T

=
(
Rλ(F ∗−)g−, Rλg0 −

√
2M−i,λ(A)Q−Φ−v−(λ),

Rλ(F+)g+ +M−i,λ(F+)(S(λ)v−(λ) + Φ−1+ v+(λ))
)T
. (6)
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Обозначим через P : H → H – ортопроектор на подпространство H.
Тогда

PRλ(S) (0, g0, 0)
T

= P
(
0, Rλg0, M−i,λ(F+)Φ−1+ v+(λ)

)T
= Rλg0.

Теорема доказана. �

Аналогично рассуждая, с помощью леммы 3 приходим к справед-
ливости следующего предложения.

Следствие 1. Для любого λ ∈ C− верно равенство

Rλ(S) (g−, g0, g+)
T

=
(
Rλ(F−)g− +Mi,λ(F−)(S∗(λ)w+(λ)− w−(λ)),

R∗λg0 −
√

2Mi,λ(A∗)Q+Φ+w+(λ), Rλ(F ∗+)g+

)T
,

где w−(λ) = i√
2
Φ−1− Q−Mi,λ(A∗)g0, w+(λ) = Γ+Rλ(F ∗+)g+.

§4. Некоторые частные случаи

Рассмотрим известные частные случаи построенной дилатации.

4.1. Спектральное представление дилатации. Пусть

D± = L2(R±;Q±),

где R+ = [0,+∞),R− = (−∞, 0]. В пространствах D± рассмотрим сим-
метрические максимальные операторы F± с индексом дефекта (0, q+)
и (q−, 0) соответственно, q± = dimQ±, действующие следующим об-
разом:

dom(F±) = {h± ∈W 1
2 (R±;Q±)| h±(0) = 0}, (F±h±) (t) = ih′±(t),

где W 1
2 (R±;Q±) – классы Соболева. Операторы F ∗± задаются теми же

дифференциальными выражениями на множествах

dom(F ∗±) = W 1
2 (R±;Q±).

Для дефектных подпространств операторов F± справедливы равен-
ства:

N±=
{
e∓ tq± | q±∈Q±

}
.

Для любых векторов f±, g± ∈ dom(F ∗±) имеем(
F ∗±f±, g±

)
D±
−
(
f±, F

∗
±g±

)
D±

=∓i (f±(0), g±(0))Q±
=∓2i(Γ±f±,Γ±g±),
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откуда (Γ±f±)(t) = e∓ tf±(0). Легко проверить, что операторы Φ± дей-
ствуют следующим образом:

Φ±
(
e∓ tq±

)
=

1√
2
q±, q± ∈ Q± .

В ГП H = L2(R−;Q−) ⊕ H ⊕ L2(R+;Q+) рассмотрим оператор S,
причем вектор h = (h−, h0, h+)

T лежит в dom(S) тогда и только тогда,
когда

1) h± ∈W 1
2 (R±;Q±);

2) ϕ = h0 +Q−h−(0) ∈ dom(A);
3) h+(0) = T ∗h−(0) + iQ+ (A+ i)ϕ, где T ∗ = I + 2iR∗−i .

Для любого вектора h = (h−(t), h0, h+(t))
T ∈ dom(S) верны равенства

Sh = S (h−(t), h0, h+(t))
T

=
(
ih′−(t),−ih0 + (A+ i)ϕ, ih′+(t)

)T
.

В результате получаем самосопряженную дилатацию из [8, 9].

4.2. Трансляционное представление дилатации. Пусть

D± = l2(Z±;Q±),

где Z+ = N – множество натуральных чисел, Z− = {. . . ,−2,−1}. В D±
рассмотрим симметрические максимальные операторы F± с индексом
дефекта (0, q+) и (q−, 0) соответственно, которые задаются следующим
образом. Пусть h+ = (h1, h2, . . .) ∈ D+, h− = (. . . , h−2, h−1) ∈ D− .

Рассмотрим операторы S± : D± ⊃ dom(S±) → Q± , S±n : D± ⊃
dom(S±n)→ Q±, действующие по формулам:

S±h± =

∞∑
k=1

h± k, S±nh± =

∞∑
k=n

h± k −
1

2
h±n ,

причем

dom(S±) =

{
h± ∈ l2(Z±;Q±)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

h± k ∈ Q±

}
= dom(S±n).

С помощью операторов S±, S±n определим операторы F±:

dom(F±) =

{
h± ∈ l2(Z±;Q±)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

||S±nh±||2Q±
<∞, S±h± = 0

}
,

F+h+ = −2i (S1h+, S2h+, . . .) , F−h− = 2i (. . . , S−2h−, S−1h−) . (7)
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Операторы F± замкнуты, симметричность этих операторов вытекает
из легко проверяемых равенств:

(F±h±, g±)D± − (h±, F±g±)D± = ∓ 2i (S±h±, S±g±)Q± .

Сопряженные операторы F ∗± действуют по формулам (7) на

dom(F ∗±) =

{
h± ∈ l2(Z±;Q±)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

||S±nh±||2Q±
<∞

}
.

Дефектные подпространства операторов F± имеют вид

N+ = {(h1, 0, 0, . . . )|h1 ∈ Q+},
N− = {(. . . , 0, 0, h−1)|h−1 ∈ Q−},

при этом выполняются равенства

S+h+ =

∞∑
k=1

hk = h1, S−h− =

∞∑
k=1

h−k = h−1.

Для любых векторов h±, g± ∈ dom(F ∗±) имеем(
F ∗±h±, g±

)
D±
−
(
h±, F

∗
±g±

)
D±

= ∓ 2i (S±h±, S±g±)Q±

= ∓ 2i (h± 1, g± 1)Q±
= ∓ 2i (Γ±h±,Γ±g±)N±

.

Следовательно, операторы Γ± определяются так:

Γ+h+ = Γ+(h1, h2, . . . ) = (h1, 0, 0, . . . ), h+ ∈ dom(F ∗+),

Γ−h− = Γ−(. . . , h−2, h−1) = (. . . , 0, 0, h−1), h− ∈ dom(F ∗−).

Зададим теперь операторы Φ±:

Φ+(h1, 0, 0, . . . ) = h1, Φ−(. . . , 0, 0, h−1) = h−1, h±1 ∈ Q±.

Рассмотрим ГП H = l2(Z−;Q−) ⊕ H ⊕ l2(Z+;Q+). Вектор h =

(h−, h0, h+)
T ∈ H принадлежит линеалу dom(S) тогда и только тогда,

когда
1) h± ∈ dom(F ∗±);

2′) ϕ′ = h0 +
√

2Q−S−h− ∈ dom(A);

3′)
√

2S+h+ =
√

2T ∗S−h− + iQ+ (A+ i)ϕ′, T ∗ = I + 2iR∗−i.

Положим ϕ = 1√
2
h0 + Q−S−h−. Тогда ϕ′ =

√
2ϕ и условия 1), 2′), 3′)

принимают вид:
1) h± ∈ dom(F ∗±);

2) ϕ = 1√
2
h0 +Q−S−h− ∈ dom(A);
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3) S+h+ = T ∗S−h− + iQ+ (A+ i)ϕ.

Для любого h ∈ dom(S) положим

Sh = S (h−, h0, h+)
T

=
(
F ∗−h−,−ih0 +

√
2(A+ i)ϕ, F ∗+h+

)T
.

В результате получаем самосопряженную дилатацию из [10].

§5. Минимальность дилатации общего вида.

Рассмотрим важное применение построенной дилатации, связанное
с ее минимальностью.

Пусть, по-прежнему, A – плотно заданный диссипативный оператор,
действующий в сепарабельном ГП H, причем −i ∈ ρ(A).

Определение 4. Самосопряженная дилатация S диссипативного опе-
ратора A называется минимальной [16], если выполнено равенство

H =

∞∨
n=0

{Rn
−i(S)H , Rn

i (S)H} = Hmin.

Здесь
∞∨
n=0

Fn обозначает замкнутую линейную оболочку линеалов

или подпространств Fn.
Отметим, что в [16] доказана минимальность самосопряженых дила-

таций из разделов 4.1 и 4.2 при условии, что исходное пространство H
сепарабельно.

Из формулы (6) при λ = −i вытекает, что

R−i(S) (g−, g0, g+)
T

=
(
R−i(F

∗
−)g−, R−ig0 −

√
2Q−Φ−Γ−R−i(F

∗
−)g−,

R−i(F+)g+ + Φ−1+ (T ∗Φ−Γ−R−i(F
∗
−)g− +

i√
2
Q+g0)

)T
. (8)

Частный случай формулы (8):

R−i(S) (0, g0, 0)
T

=
(

0, R−ig0,
i√
2

Φ−1+ Q+g0

)T
. (9)

Из (8) и (9) получаем для любого n ∈ N:

Rn
−i(S) (0, g0, 0)

T
=
(

0, Rn−ig0,
i√
2

(n−1∑
r=0

Rn−1−r
−i (F+)Φ−1+ Q+R

r
−ig0

))T
.

(10)



ПОСТРОЕНИЕ САМОСОПРЯЖЕННОЙ ДИЛАТАЦИИ 133

Используем теперь следствие 1 для нахождения R i(S), приходим к
равенствам

R i(S) (g−, g0, g+)
T

=
(
R i(F−)g−+Φ−1− TΦ+Γ+Ri(F

∗
+)g+−

i√
2

Φ−1− Q−g0,

R∗−ig0 −
√

2Q+Φ+Γ+R i(F
∗
+)g+, R i(F

∗
+)g+

)T
. (11)

Запишем также частный случай этой формулы:

R i(S) (0, g0, 0)
T

=
(
− i√

2
Φ−1− Q−g0, R

∗
−ig0, 0

)T
. (12)

Соотношения (11) и (12) используем для нахождения n-й степени ре-
зольвенты, n ∈ N:

Rn
i (S) (0, g0, 0)

T
=
(
− i√

2

n−1∑
r=0

Rn−1−ri (F−)Φ−1− Q−R
∗ r
−ig0, R

∗n
−i g0, 0

)T
.

(13)
Рассмотрим подпространства

B± =

∞∨
n=0

{Rn
∓ i(S)H} .

Очевидно, что Hmin = B− ∨B+ и, в силу (10) и (13), H = B− ∩B+ .
Тогда подпространство Hmin можно представить в виде ортогональ-

ной суммы:
Hmin = Dmin

− ⊕ H⊕ Dmin
+ , (14)

где
Dmin
± = B± 	 H . (15)

Из равенств (14) и (15) вытекает, что самосопряженная дилатация S
диссипативного оператора A является минимальной тогда и только
тогда, когда Dmin

± = D±.

Рассмотрим подробно случай подпространства Dmin
+ . Из равенства

(10) вытекает следующее очевидное включение:

Dmin
+ ⊆

∞∨
n=0

{Rn
−i(F+)N+} = D′+ .

Обратно, пусть (0, 0, f+)T∈D′+ . Так как линеал Φ−1+ Q+(A+ i) dom(A)
всюду плотен в N+, то для любого ε > 0 найдутся такой полином
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p ∈ C[z] степени N = N(ε) и вектор g ∈ dom(A), что

ε > ‖(0, 0, f+)T − (0, 0, p(R−i(F+)) Φ−1+ Q+(A+ i)g)T ‖

=

∥∥∥∥∥∥(0, 0, f+)T −

(
0, 0,

N∑
m=0

αmR
m
−i(F+) Φ−1+ Q+(A+ i)g

)T∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥(0, 0, f+)T − (−i
√
2)

N∑
m=0

αm

[
Rm+1
−i (S)(0, (A+ i)g, 0)T−Rm

−i(S)(0, g, 0)
T
]∥∥∥∥∥ .

Следовательно, доказано обратное включение D′+ ⊆ Dmin
+ . Случай

подпространства Dmin
− рассматривается аналогично.

Мы обосновали справедливость равенств

Dmin
± =

∞∨
n=0

{Rn
∓ i(F±)N±} .

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 2. Самосопряженная дилатация S плотно заданного дисси-
пативного оператора A с непустым множеством регулярных точек
(−i ∈ ρ(A)) является минимальной тогда и только тогда, когда

D± =

∞∨
n=0

{Rn
∓ i(F±)N±} .

Следствие 2. Самосопряженная дилатация S плотно заданного дис-
сипативного оператора A с непустым множеством регулярных то-
чек (−i ∈ ρ(A)) является минимальной тогда и только тогда, когда

∞⋂
n=0

(D± 	Rn
∓ i(F±)N±) = {0} .

Отметим, что минимальность самосопряженной дилатации из п. 4.1
обеспечивается по теореме 2 полнотой систем вектор-функций{
e∓ t t

n

n! q± | q± ∈ Q±
}
n>0

в L2(R±;Q±).

Аналогично, минимальность самосопряженной дилатации из п. 4.2
обеспечивается по теореме 2 в пространствах l2(Z±;Q±) полнотой си-
стем финитных векторов:

{2−n(g+,−ng+, C2
ng+, . . . , (−1)n−1ng+, (−1)ng+, 0, . . . ) | g+ ∈ Q+}n>1 ∪

∪ {(g+, 0, 0, . . . , | g+ ∈ Q+)} в l2(Z+;Q+)

и
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{2−n(. . . , 0, (−1)ng−, (−1)n−1ng−, . . . , C
2
ng−,−ng−, g−)|g− ∈ Q−}n>1

∪ {(. . . , 0, 0, g− | g− ∈ Q−)} в l2(Z−;Q−).

В заключение выражаем глубокую благодарность рецензентам за
полезные замечания и конструктивную критику.
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