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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ БЕТА ПОЛИТОПЫ

§1. Введение

1.1. Бета политопы. Пусть дана последовательностьU1, . . . , Un слу-
чайных точек в R

d, выбранных независимо в соответствии с бета рас-
пределением с параметром β > −1. Плотность данного распределения
имеет вид

pd,β(x) = cd,β · (1− ‖x‖2)β · 1Bd(x), где cd,β =
Γ(d2 + 1 + β)

π
d
2 Γ(β + 1)

,

Bd = {x ∈ Rd : ‖x‖ 6 1} – единичный шар и ‖ · ‖ обозначает евклидову
норму в Rd. Их выпуклая оболочка [U1, . . . , Un] называется случайным

бета политопом.
В последнее время наблюдается повышенный интерес к изучению

различных средних характеристик бета политопов, например, внут-
ренние объемы, число граней всех размерностей, внутренние и внеш-
ние углы и др., см. [8–10].

В нашей работе, вместо рассмотрения средних, мы задаемся целью
изучать экстремальные характеристики. Для этого рассмотрим неко-
торое большое число N > n и пусть U1, . . . , UN ∈ Rd являются незави-
симыми бета распределенными случайными векторами, определенны-
ми так же, как и выше. По ним мы можем построить

(
N
n

)
случайных

бета политопов вида [Ui1 , . . . , Uin ], где 1 6 i1 < i2 < · · · < in 6 N . Те-
перь рассмотрим какую-нибудь геометрическую характеристику, на-
пример, m-й внутренний объем vm(·), и возьмем бета политоп, который
его максимизирует:

vm([Ui1 , . . . , Uin ]) 7→ max .

Ключевые слова: бета-распределение, U-max статистики, случайный много-
угольник, распределение Вейбулла, пуассоновская аппроксимация, случайный пе-
риметр, случайная площадь.
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Нетрудно видеть, что при N → ∞ данный максимум сходится по ве-
роятности к m-му внутреннему объему многогранника, у которого он
максимальный среди всех многогранников, лежащих внутри единич-
ного шара Bd, являюшегося носителем бета распределения:

max
16i1<...<in6N

vm([Ui1 , . . . , Uin ])
P−→

N→∞

max
x1,...,xn∈Bd

vm([x1, . . . , xn]). (1)

Хотя, очевидным образом, данный многогранник существует и его вер-
шины лежат на единичной сфере Sd−1, его явная форма известна толь-
ко для очень немногих значений d и n даже в случае m = d, см. [2, 6].

Нашей целью является получить уточнение сходимости в (1): мы
считаем, что справедливо следующее утверждение.

Гипотеза. Для произвольных фиксированных d, n ∈ N, β > −1 и m ∈
{0, 1, . . . , d} существуют положительные числа

A = A(d,m, n, β), B = B(d,m, n, β), C = C(d,m, n, β),

такие что

lim
N→∞

P

[
NA ·

(
max

x1,...,xn∈Bd
vm([x1, . . . , xn])

− max
16i1<...<in6N

vm([Ui1 , . . . , Uin ])
)
6 t
]

= 1− e−B·tC .

Наша первая теорема решает данную гипотезу в размерности d = 2
и находит явные значения A,B,C. В этом случае, первый внутренний
объем совпадает с полупериметром, а второй – с площадью. Заметим,
что среди всех n-угольников с вершинами внутри единичного круга
правильный n-угольник, вписанный в единичную окружность, имеет
максимальные периметр и площадь, которые равны 2n sin π

n и n
2 sin 2π

n .
С этого момента мы всегда предполагаем, что d = 2. В этом случае

плотность бета распределения имеет вид

p2,β(x) =
β + 1

π
· (1 − ‖x‖2)β · 1B2(x). (2)
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Теорема 1. Пусть U1, . . . , UN ∈ R2 являются независимыми бета
распределенными случайными векторами с параметром β > −1. То-
гда для любого t > 0 выполнено

lim
N→∞

P

[

N
n

n(β+3/2)−1/2

(

2n sin
π

n
− max

16i1<...<in6N
per([Ui1 , . . . , Uin ])

)

6 t

]

(3)

= 1− exp

[

−Kn
(n− 1)!

√
n
(
sin π

n

)(β+3/2)n−1/2
2(β+1/2)n+1/2

· t(β+3/2)n−1/2

]

,

и

lim
N→∞

P

[

N
n

n(β+3/2)−1/2

(
n

2
sin

2π

n
− max

16i1<...<in6N
area([Ui1 , . . . , Uin ])

)

6 t

]

(4)

= 1− exp

[

−Kn
(n− 1)! 2

n−1
2

√
n
(
sin 2π

n

)(β+3/2)n−1/2
· t(β+3/2)n−1/2

]

,

где

Kn =
2(β+1/2)n+1/2 (Γ(β + 2))

n

π
n−1
2 n! Γ

(
(β + 3

2 )n+ 1
2

) , (5)

per(·), area(·) обозначают периметр и площадь, и скорость сходимо-

сти имеет порядок O(N−
1

(2β+3)n−1 ).

Теорема 1 является следствием более общей и технически сложной
теоремы 2 из раздела 2. Для ее формулировки нам сначала потребу-
ется ввести некоторые величины, которые обобщают характеристику
из левой части (1) и называются U -max статистики.

1.2. U-max статистики. Рассмотрим последовательность ξ1, ξ2, . . .
независимых одинаково распределенных элементов, принимающих
значения в некотором измеримом пространстве (X,A). Рассмотрим
некоторую борелевскую функцию

f : Xn 7→ R
1,

инвариантную относительно перестановок ее аргументов. Такую функ-
цию мы будем называть ядром степени n. Теперь для N > n определим
U -max статистику с ядром f как

max
16i1<...<in6N

f(ξi1 , . . . , ξin).

U -min статистики определяются аналогично.
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Изначально U -max статистики были введены в рассмотрение Лао
и Мейером [12, 13, 16] в качестве экстремальных аналогов обычных
U -статистик, которые, в свою очередь, детально изучались многими
авторами (см., например, [3, 5, 14]).

Существует очень мало результатов об асимптотическом поведении
U -max статистик, заданных на X = Rd произвольной размерности d.
Одно из исключений, которое нам известно, это работа [13], где изу-
чаются некоторые ядра степени 2, заданные на множестве точек из
единичного шара Bd. Также стоит отметить, что такой популярный
объект стохастической геометрии, как диаметр множества случайных
точек (см. [4, 7, 15, 17]), по сути является U -max статистикой с ядром
f(x1, x2) = ‖x1 − x2‖.

Во всех этих результатах ядра имеют степень 2. Более сложные ре-
зультаты возникают в случае, когда X является единичной окружно-
стью S1. Так, Лао и Мейер [13] рассмотрели периметр и площадь слу-
чайных треугольников. Королева и Никитин [11] изучали U -max ста-
тистики более сложной природы. В частности, они рассмотрели мак-
симальный периметр среди всех периметров выпуклых n-угольников,
вершины которых выбираются из N точек, независимо и равномерно
распределенных на единичной окружности. Данное исследование бы-
ло обобщено в [21] и [22] в другом направлении: был рассмотрен обоб-
щенный периметр случайных выпуклых многоугольников. Периметр и
площадь вписанных многоугольников при более слабых ограничениях
на распределение вершин были изучены в [18]. Работа [19] обобща-
ет предыдущие результаты и содержит общие формулы о предельном
поведении U -max статистик для более общего класса распределений
точек на единичной окружности с ядрами из более широкого класса.

В следующем разделе мы сформулируем результат, в котором по
сути рассматривается тот же широкий класс ядер, что и в [19], и из
которого мы выведем Теорему 1. Разделы 3 и 4 содержат доказатель-
ства наших результатов.

§2. Главный результат

В этом разделе мы дадим обобщение Теоремы 1 на значительно
более широкий класс ядер. Для этого сначала введем несколько обо-
значений и условий.
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Так как носителем бета распределения является единичный шар,
мы рассматриваем ядра, действующие следующим образом:

f :
(
B
2
)n → R ∪ {−∞}.

Чтобы избежать рассмотрения тривиальных случаев, с этого мо-
мента мы будем считать, что n > 2.

Как и в [19], обозначим ϕi угол между векторамиOU1 и OUi (взятый
против часовой стрелки), где O обозначает начало координат:

ϕi = ∠U1OUi, i = 2, . . . , n. (6)

Такие углы мы называем центральными. Все углы, рассматриваемые
нами, а также алгебраические операции между ними мы рассматри-
ваем по модулю 2π, если не оговорено обратное.

Также обозначим ri расстояние между O и Ui :

ri = ‖OUi‖, i = 1, . . . , n. (7)

Другими словами, мы рассматриваем полярную систему координат, в
которой точка U1 имеет координаты (0, r1), а при i = 2, . . . , n, точка
Ui имеет координаты (ϕi, ri).

Теперь наложим некоторые условия на ядро f . Они аналогичны
условиям из [19] с мелкими изменениями.

Условия на ядро f :

A1 f инвариантно относительно вращений, т.е. существует функ-
ция

h(x1, . . . , x2n−1) : [0, 2π)
n−1 × (0, 1]n → R ∪ {−∞},

такая что

f(U1, . . . , Un) = h(ϕ2, . . . , ϕn, r1, . . . , rn),

где ϕi и ri определены в (6) и (7);
A2 f инвариантно относительно перестановок его аргументов;
A3 h непрерывна и может быть непрерывно продолжена до h :

[0, 2π]n−1 × [0, 1]n → R ∪ {−∞};
A4 h достигает своего максимума M в конечном числе точек V1,

. . ., Vk, и мы дополнительно предполагаем, что V1, . . . , Vk ∈
(0, 2π)n−1 × {1}n, т.е. аргументы, в которых f достигает мак-
симума, различны и лежат на единичной окружности S2;

A5 существует δ > 0, такое что h три раза непрерывно дифферен-
цируема в δ-окрестности любой точки максимума V1, . . . , Vk;
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A6 для любого i ∈ {1, . . . , k} субгессиан h в Vi, соответствующий
первым n− 1 аргументам,

Gi :=




∂2h(Vi)
∂2x1

∂2h(Vi)
∂x1∂x2

. . . ∂2h(Vi)
∂x1∂xn−1

∂2h(Vi)
∂x1∂x2

∂2h(Vi)
∂2x2

. . . ∂2h(Vi)
∂x2∂xn−1

...
...

. . .
...

∂2h(Vi)
∂xn−1∂x1

∂2h(Vi)
∂xn−1∂x2

. . . ∂2h(Vi)
∂2xn−1




,

является невырожденным: detGi 6= 0;
A7 для любого i ∈ {1, . . . , k} все частные производные h в Vi по

последним n аргументам ненулевые:

∂h(Vi)

∂xj
6= 0 при j = n, . . . , 2n− 1.

Мы готовы сформулировать наш основной результат.

Теорема 2. Предположим, что ядро f :
(
B
2
)n → R ∪ {−∞} удо-

влетворяет условиям A1–A7, и пусть U1, . . . , UN ∈ R2 являются
независимыми бета распределенными случайными векторами с плот-
ностью распределения, заданной в (2). Тогда для любого t > 0 при
N → ∞ выполнено

P

[

N
n

n(β+3/2)−1/2

(

max
x1,...,xn∈B2

f(x1, . . . , xn)− max
16i1<...<in6N

f(Ui1 , . . . , Uin)

)

6 t

]

=

(

1−exp
[
−Kn · I [V1, . . . , Vk] · tn(β+3/2)−1/2]

)(

1+O(N
− 1

(2β+3)n−1 )

)

,

где

I[V1, . . . , Vk] :=
k∑

i=1

1
√
det(−Gi)

n∏
j=1

(
∂h(Vi)

∂xn−1+j

)β+1
, (8)

V1, . . . , Vk – точки из условия A5, h – функция из A1, Gi – матрицы

из A6 и константа Kn определена (5).

Можно показать, что Теорему 2 возможно обобщить на случай, ко-
гда U1, . . . , Un независимо и одинаково распределены с общей плотно-
стью распределения

p(ϕ, r) · ‖1− r2‖β, (9)
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где p является непрерывной внутри S1 × (δ, 1] для некоторого δ < 1
функцией с носителем внутри B2. В этом случае Kn нужно поделить на

константу
(

β+1
π

)n
, нормирующую совместную плотность независимых

бета распределенных точек, и домножить на

1

2π

∫ 2π

0

p(ϕ1, 1)

n−1∏

j=1

p(ϕ1 + V j
i , 1) dϕ1.

Прямым вычислением проверяется, что распределение на единичной
окружности с плотностью p(ϕ, 1), рассматриваемой в [19], является
слабым пределом распределения с плотностью (9) при β стремящимся
к −1. Поэтому если обосновать предельный переход, то в качестве
следствия можно получить соответствующий результат из [19]. Мы
опускаем детали.

§3. Доказательства теорем 1, 2

3.1. Доказательство теоремы 1. Сначала выведем теорему 1 из
теоремы 2. Пусть сначала f(U1, . . . , Un) является периметром выпук-
лой оболочки точек U1, . . . , Un. Точки максимума функции f соответ-
ствуют правильному n-угольнику с вершинами на единичной окруж-
ности S1. Поэтому у функции h всего (n− 1)! точек максимума. Заме-
тим, что

h(ϕ2, . . . , ϕn, r1, . . . , rn) =
n∑

i=1

√
r2ji+1

+ r2ji − 2rjirji+1 cos (ϕji+1 − ϕji ),

где (j2, . . . , jn) является перестановкой (2, . . . , n), такой что

0 = ϕj1 6 ϕj2 6 . . . 6 ϕjn 6 ϕjn+1 = 2π, rjn+1 = rj1 = r1.

Функция h три раза дифференцируема в некоторой окрестности точки

2π

n
, . . . ,

2π(n− 1)

n
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n


 ,

а также всех других точках, которые получаются из этой переста-

новкой углов. Определители всех матриц Gi равны 21−nn
(
sin π

n

)n−1

(см. [19]). Также ∂h(Vi)
∂xn−1+j

= 2 sin π
n для всех i ∈ {1, . . . , (n − 1)!}, j ∈

{1, . . . , n}. Из теоремы 2 получаем (3).
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Теперь пусть f(U1, . . . , Un) площадью выпуклой оболочки точек U1,
. . ., Un. Как и для периметра, точки максимума функции f соответ-
ствуют правильному n-угольнику с вершинами на единичной окруж-
ности S1 и у функции h всего (n− 1)! точек максимума. Заметим, что

h(ϕ2, . . . , ϕn, r1, . . . , rn) =

n∑

i=1

rjirji+1 sin (ϕji+1 − ϕji)

2
,

где (j2, . . . , jn) является перестановкой (2, . . . , n), такой что

0 = ϕj1 6 ϕj2 6 . . . 6 ϕjn 6 ϕjn+1 = 2π, rjn+1 = rj1 = r1.

Как и выше, эта функция три раза дифференцируема в некоторых
окрестностях всех точек максимума. Определители всех матриц Gi

равны 21−nn
(
sin 2π

n

)n−1
(см. [19]). Также ∂h(Vi)

∂xn−1+j
= sin 2π

n при всех

i ∈ {1, . . . , (n− 1)!}, j ∈ {1, . . . , n}. Из теоремы 2 получаем (4).

3.2. Доказательство теоремы 2. Сначала мы упомянем 2 теоремы,
играющие ключевую роль в доказательстве теоремы 2. Первая теорема
была получена Лао и Мейером, которые для этого воспользовались
модификацией некоторого утверждения о пуассоновской сходимости
из [1].

Теорема 3. [13] Рассмотрим последовательность ξ1, ξ2, . . . , ξN неза-

висимых одинаково распределенных элементов, принимающих значе-

ния в некотором измеримом пространстве (X,A), и борелевскую фун-

кцию f : Xn → R, инвариантную относительно перестановок ее ар-

гументов. Рассмотрим U -max статистику

HN = max
16i1<i2<...<in6N

f(ξi1 , . . . , ξin)

и для всех z ∈ R определим следующие величины:

pN,z = P [f(ξ1, . . . , ξn) > z] , λN,z =

(
N

n

)
pN,z,

τN,z(r) =
P [f(ξ1, . . . , ξn) > z, f(ξ1+n−r, ξ2+n−r, . . . , ξ2n−r) > z]

pN,z
,
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где r ∈ {1, . . . , n−1}. Тогда для всех N > n и для всех z ∈ R выполнено

|P [HN 6 z]− e−λN,z |

6
(
1−e−λN,z

)
·
[
pN,z

((
N

n

)
−
(
N − n

n

))
+

n−1∑

r=1

(
n

r

)(
N − n

n− r

)
τN,z(r)

]
.

(10)

Замечание 1. [13] Если размер выборки N стремится к бесконечно-
сти, то правая часть в (10) имеет порядок

O

(
pN,zN

n−1 +

n−1∑

r=1

τN,z(r)N
n−r

)
,

причем при n > 1 первый член является бесконечно малой величиной
по отношению к сумме.

Следующая теорема, полученная Сильверманом и Брауном [20], при
дополнительных ограничениях в пределе устанавливает невырожден-
ное распределение Вейбулла.

Теорема 4. [20] Предположим, что выполнены условия теоремы 3.
Если для некоторого T ⊂ R, некоторой последовательности преобра-

зований zN : T → R и для всех t ∈ T верно

lim
N→∞

λN,zN(t) = λt > 0, (11)

lim
N→∞

N2n−1pN,zN(t)τN,zN(t)(n− 1) = 0, (12)

тогда при всех t ∈ T выполнено

lim
N→∞

P [HN 6 zN(t)] = e−λt . (13)

Замечание 2. [13] Условие (11) влечет pN,z = O(N−n). Поэтому,
согласно замечанию 1, скорость сходимости в (13) оценивается как

O

(
N−1 +

n−1∑

r=1

N2n−rpN,zτN,z(r) +
∣∣e−λN,z − e−λt

∣∣
)
.

Таким образом, при n > 2 условие (12) может быть заменено условием

lim
N→∞

N2n−rpN,zτN,z(r) = 0 при всех r ∈ {1, . . . , n− 1}. (14)
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Чтобы применить эти два результата к доказательству теоремы,
рассмотрим следующее преобразование:

zN(t) = M − tN−
n

(β+3/2)n−1/2 , t > 0.

Наиболее технически сложная часть доказательства вынесена в следу-
ющие два предложения, а их доказательства отложены до раздела 4.

Предложение 1. В условиях теоремы 2, при ε → 0+ выполнено

P
[
f(U1, . . . , Un) > M−ε

]
= n! ·Kn ·I[V1, . . . , Vk] ·ε(β+3/2)n−1/2(1+O(ε)),

где Kn определено в (5) и I[V1, . . . , Vk] определено в (8).

Предложение 2. При всех r ∈ {1, . . . , n − 1} выполнено следующее

соотношение:

N2n−r
P
[
f(U1, . . . , Un) > zN(t), f(U1+n−r, . . . , U2n−r) > zN (t)

]

= O(N
−1

(2β+3)n−1 )

при N → +∞.

Воспользуемся этими двумя предложениями вместе с теоремами 3, 4
для завершения доказательства теоремы 2. Рассмотрим λN,zN(t), вве-
денное в теореме 3:

λN,zN(t) =
N !

n!(N − n)!
P [f(U1, . . . , Un) > zN (t)] .

Для краткости до конца этого подраздела мы будем использовать обо-
значение

a (β, n) = (β + 3/2)n− 1/2.

Если мы положим ε = tN−
n

a(β,n) , то будет выполнено Nnεa(β,n) =
ta(β,n). Проверим выполнение предположения (11) теоремы 4. Имеем:

lim
N→∞

λN,zN (t) = lim
N→∞

N !

m!(N − n)!
P [f(U1, . . . , Un) > zN (t)]

=
1

n!
lim

N→∞

N !

Nn(N − n)!
Nnεa(β,n)ε−a(β,n)

P [f(U1, . . . , Un) > M − ε]

=
ta(β,n)

n!
lim

N→∞

(
tN−

n
a(β,n))

)−a(β,n)

P

[
f(U1, . . . , Un) > M − tN−

n
a(β,n)

]

= ta(β,n)KnI[V1, . . . , Vk] =: λt > 0,
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где в последнем переходе мы использовали предложение 1. Далее, со-
гласно замечанию 2, предположение (12) можно заменить на (14), ко-
торое эквивалентно соотношению

lim
N→∞

N2n−rpzN (t)τzN (t)(r) = 0 при всех r ∈ {1, . . . , n− 1},

а оно, в свою очередь, следует из предложения 2. Тем самым, мы мо-
жем воспользоваться теоремой 4, так как все ее предположения вы-
полнены. Согласно (13), получаем

lim
N→∞

P [HN 6 zN (t)] = e−λt

для любого t ∈ T. Следовательно,

lim
N→∞

P

[
HN 6 M − tN−

n
a(β,n)

]
= exp

[
−ta(β,n)KnI[V1, . . . , Vk]

]
.

Поэтому получаем, что для любого t > 0 выполнено

lim
N→∞

P

[
N

n
a(β,n) (M −HN ) 6 t)

]
= 1− exp

[
−ta(β,n)KnI[V1, . . . , Vk]

]
,

причем скорость сходимости, согласно замечанию 2, оценивается как

O

(
N−1 +

n−1∑

r=1

pN,zN(t)τN,zN (t)(r)N
2n−r

)
+O

(∣∣e−λN,zN (t) − e−λt
∣∣) .

Из предложения 2 вытекает, что первая часть выражения имеет поря-

док O(N−
1

(2β+3)n−1 ). Также заметим, что

∣∣e−λN,zN (t) − e−λt
∣∣ = O

(∣∣λN,zN(t) − λt

∣∣) =

O

(
N !

Nn(N − n)!
ε−a(β,n)

P
[
f(U1, . . . , Un) > M − ε

]
− n!KnI[V1, . . . , Vk]

)
,

где ε определено выше. Из предложения 1 вытекает, что порядок по-
следнего выражения равен

O
(
n!KnI[V1, . . . , Vk]

(
(1 +O(N−1))(1 +O(ε)) − 1

))

= O(N−1) +O
(
N−

n
((β+3/2)n−1/2)

)
= o(N−

1
(2β+3)n−1 ).

Теорема 2 доказана.
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§4. Доказательства предложений 1, 2

4.1. Доказательство предложения 1. Иногда для краткости мы
будем использовать следующие обозначения:

Φ = (ϕ2, . . . , ϕn, r1, . . . , rn) ∈ [0, 2π)n−1 × (0, 1]n; (15)

ϕ = (ϕ2, . . . , ϕn) ∈ [0, 2π)n−1;

r = (r1, . . . , rn) ∈ (0, 1]n;

(ϕ2, . . . , ϕn, r1, . . . , rn) = (ϕ, r) = Φ.

Для точек V1, . . . , Vk ∈ [0, 2π]n−1×[0, 1]n, в которых достигается макси-

мум M функции h, обозначим V j
i j-ю координату точки Vi. Из второй

части условия A4 вытекает, что для каждого i выполнено

V j
i ∈ (0, 2π) при всех j ∈ {1, . . . , n− 1}

и

V j
i = 1 при всех j ∈ {n, . . . , 2n− 1}. (16)

Также мы введем обозначение

V ϕ
i = (V 1

i , . . . , V
n−1
i ) ∈ (0, 2π)n−1, V r

i = (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
n

. (17)

Очевидно, что

P [f(U1, . . . , Un) > z] = P [h(ϕ2, . . . , ϕn, r1, . . . , rn}) > z] ,

где ϕi определено в (6) и ri определено в (7). В дальнейшем мы будем
иметь дело только с функцией h.

Для каждого ε > 0 рассмотрим

S (ε) = min{ s > 0 | ∀x ∈ [0, 2π]n−1 × [0, 1]n : M − h(x) 6 ε

⇒ ∃i : ‖x− Vi‖ 6 s }+ ε
1
3 .

Аналогично [19], легко показать, что

lim
ε→+0

S (ε) = 0. (18)

Из этого следует, что для достаточно малых ε выполнено

P [h(Φ) > M − ε] =

k∑

i=1

P [h(Φ) > M − ε, ‖Vi − Φ‖ 6 S(ε)] , (19)
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где Φ ∈ [0, 2π]n−1 × [0, 1]n.
Зафиксируем некоторое i ∈ {1, . . . , k}. Предположим, что для неко-

торого ε > 0 произошло следующее событие:

h(Φ) = h(ϕ2, . . . , ϕn, r1, . . . , rn) > M − ε, ‖Vi − Φ‖ 6 S(ε). (20)

Из (18) вытекает, что существует ε0>0, такое что S(ε0)<min
(
δ
2 , 1
)
,

где δ определено условием A5. Функция S(ε) не убывает, поэтому для
любого положительного ε < ε0 верно

S(ε) < min

(
δ

2
, 1

)
. (21)

Далее мы всегда предполагаем, что ε < ε0. Так как h три раза непре-
рывно дифференцируема в δ-окрестности любой точки максимума,
можно рассмотреть разложение в ряд Тейлора функции h в окрест-
ности точки Vi с остаточным членом третьего порядка. Для этого обо-
значим

αj = ϕj − V j+1
i и α = (α2, . . . , αn), (22)

ρj = 1− rj и ρ = (ρ1, . . . , ρn).

Очевидно, что

‖(α, ρ)‖ = ‖Φ− Vi‖ <
δ

2
.

Здесь мы рассматриваем α ∈ R
n−1 как разницу двух элементов из

Rn−1, а не как разницу двух наборов углов. Из (18) и условия A4
следует, что оно одно и то же для всех достаточно малых ε.

Напишем разложение в ряд Тейлора функции h в точке Vi. Из (16)
вытекает

h (ϕ2, . . . , ϕn, r1, . . . , rn) = h
(
V 1
i + α2, . . . , V

n−1
i + αn, 1− ρ1, . . . , 1− ρn

)

= h (Vi) +

n−1∑

j=1

∂h (Vi)

∂xj
αj+1 −

n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
ρj +

∑

16l,s6n−1

1

2

∂2h (Vi)

∂xl∂xs
αl+1αs+1

(23)

−
∑

16l6n−1,16s6n

∂2h (Vi)

∂xl∂xn−1+s
αl+1ρs +

∑

16l,s6n

1

2

∂2h (Vi)

∂xn−1+l∂xn−1+s
ρlρs

+
∑

16l,s,t62n−1

1

6

∂3h
(
Vi + r(l,s,t)

)

∂xl∂xs∂xt
ylysyt,

где r(l,s,t) = c(l,s,t)·(α2, . . . , αn,−ρ1, . . . ,−ρn) , и c(l,s,t) ∈ (0, 1) являются
некоторыми константами, зависящими только от индексов l, s, t и от



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ 289

функции h. Также мы воспользовались обозначениями yi = αi+1 при
i < n и yi = −ρi−n+1 при i > n. Из (17) мы заключаем, что V ϕ

i

не лежит на границе области определения непрерывной функции h,

поэтому ∂h(Vi)
∂xj

= 0 при всех j ∈ {1, . . . , n− 1}.
Рассмотрим матрицу

Ai =
1

2
Gi, (24)

где Gi определены в условии A6. Очевидно, что коэффициент перед
αlαs в (23) равен ail,s (элемент матрицы Ai). Таким образом,

h (Φ) = M −
n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
ρj +

∑

16l,s6n

ail,sαl+1αs+1

−
∑

16l6n−1,16s6n

∂2h (Vi)

∂xl∂xn−1+s
αl+1ρs +

∑

16l,s6n

1

2

∂2h (Vi)

∂xn−1+l∂xn−1+s
ρlρs

+
∑

16l,s,t62n−1

1

6

∂3h
(
Vi + r(l,s,t)

)

∂xl∂xs∂xt
ylysyt.

Поэтому условие (20) эквивалентно

n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
ρj −

∑

16l,s6n−1

ai
l,sαl+1αs+1 −

∑

16l,s6n

1

2

∂2h (Vi)

∂xn−1+l∂xn−1+s
ρlρs

(25)

+
∑

16l6n−1,16s6n

∂2h (Vi)

∂xl∂xn−1+s
αl+1ρs −

1

6

∑

16l,s,t62n−1

∂h(Vi + r(l,s,t))

∂xl∂xs∂xt
ylysyt 6 ε.

Предполагая условия (20) и (21) выполненными, оценим некоторые
члены второго порядка и все члены третьего порядка в этой формуле.
Заметим, что ‖α‖, ‖ρ‖ 6 S(ε), поэтому существует константа M1 > 0,
такая что
∣∣∣∣

∂2h (Vi)

∂xl∂xn−1+s
αl+1ρs

∣∣∣∣ 6 M1S(ε)ρs,

∣∣∣∣
∂2h (Vi)

∂xn−1+l∂xn−1+s
ρlρs

∣∣∣∣ 6 M1S(ε)ρl.

Так как функции ∂h(Vi+r)
∂xl∂xs∂xt

непрерывны при |r| 6 δ
2 , существует

константа M2, такая что
∣∣∣ ∂h(Vi+r)
∂xl∂xs∂xt

∣∣∣ не превышает M2 при всех |r| 6 δ
2 .

Оценим члены третьего порядка в разложении Тейлора. Для членов с
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l > n выполнено

∣∣∣∣
∂h(Vi + r(l,s,t))

∂xl∂xs∂xt
ylysyt

∣∣∣∣ 6 M2ylysyt 6 M2S(ε)
2ρl−n+1 6 M2S(ε)ρl−n+1.

(26)

Аналогичные оценки верны для членов с s > n, t > n.
Для членов с l, s, t < n выполнено

∣
∣
∣
∣
∣

∂h
(
Vi+r(l,s,t)

)

∂xl∂xs∂xt
ylysyt

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∂h
(
Vi + r(l,s,t)

)

∂xl∂xs∂xt
αl+1αs+1αt+1

∣
∣
∣
∣
∣
6M2 |αl+1αs+1αt+1|

(27)

6 M2
|αl+1|3 + |αs+1|3 + |αt+1|3

3
6 M2

α2
l+1 + α2

s+1 + α2
t+1

3
S(ε).

Из (25) мы получаем следующее неравенство для всех ‖ρ‖, ‖α‖ <
S(ε), ρj > 0, j ∈ {1, . . . , n} :

n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
ρj+

n∑

j=1

ĈjS(ε)ρj +M3S (ε)

n−1∑

s=1

α2
s+1−

∑

16l,s6n

ail,s αl+1αs+1

> M − h (Vi + α)

>

n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
ρj−

n∑

j=1

ĈjS(ε)ρj −M3S (ε)

n−1∑

s=1

α2
s+1−

∑

16l,
s6n

ail,sαl+1αs+1,

где M3, Ĉj , j ∈ {1, . . . , n} являются некоторыми константами, полу-
ченными суммированием оценок (26), (27) по всем тройкам (l, s, t). Из
условия A7 и (16) мы получаем следующее неравенство:

∂h (Vi)

∂xn−1+j
> 0при всех i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , n}. (28)



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ 291

Следовательно, существует константа Cj , для которой верно

n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 + CjS(ε)) ρj +M3S (ε)

n−1∑

s=1

α2
s+1

−
∑

16l,s6n

ail,s αl+1αs+1 > M − h (Vi + α)

>

n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1− CjS(ε)) ρj −M3S (ε)

n−1∑

s=1

α2
s+1

−
∑

16l,
s6n

ail,s αl+1αs+1.

(29)

Обозначим

Ai (ε) =

{
Ai +M3S (ε) In−1, если ε > 0,

Ai −M3S (−ε) In−1, если ε 6 0,

где Ai то же, что и в (24), и In−1 обозначает единичную матрицу раз-
мера (n−1)× (n−1). Тогда неравенство (29) может быть переписано с
использованием скалярного произведения 〈 · , · 〉 следующим образом:

P
[ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 + CjS (ε)) ρj − 〈Ai (−ε)α, α〉 6 ε, ‖α‖, ‖ρ‖ 6 S(ε),

ρj > 0 при всех j ∈ {1, . . . , n}
]
> P

[
h (Φ) > M − ε, ‖Vi − Φ‖ 6 S (ε)

]

(30)

> P
[ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1− CjS(ε))ρj − 〈Ai (ε)α, α〉 6 ε, ‖α‖, ‖ρ‖ 6 S(ε),

ρj > 0 при всех j ∈ {1, . . . , n}
]
.

Нам понадобится следующая лемма технического характера.

Лемма 1. Существуют константы C̄ и D̄, такие что для любого

ε, удовлетворяющего 0 < ε < C̄, f(U1, . . . , Un) > M − ε, существует

индекс i ∈ {1, . . . , k}, такой что ‖V ϕ
i − ϕ‖ 6 D̄

√
ε, ‖V r

i − r‖ 6 D̄ε, где

ϕ, r определены в (6), (7) и Vi определены в условии A4 и в (17).

Доказательство. Как было показано в [19], матрицы Ai(ε) отрица-
тельно определены для всех достаточно малых ε и −〈Ai (ε)α, α〉 > 0.
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Поэтому неравенство
n∑

j=1

∂h(Vi)
∂xn−1+j

(1 − CjS(ε))ρj − 〈Ai (ε)α, α〉 6 ε вме-

сте с условием ρj > 0 при всех j ∈ {1, . . . , n}, а также (28) влекут
следующие два неравенства:

n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 − CjS(ε))ρj 6 ε, (31)

− 〈Ai (ε)α, α〉 6 ε. (32)

Как и в [19], существуют константы C̄1, D̄1 > 0, такие что неравен-
ство (32) влечет ‖α‖ < D̄1

√
ε при всех 0 6 ε < C̄1 (см. [19, Следствие

7.1] ). Из (18),(28) следует, что существуют константы C̄2, D̄2 > 0, та-
кие что неравенство (31) влечет ‖ρ‖ < D̄2ε при всех 0 6 ε < C̄2. Сле-
довательно, мы можем выбрать C̄ = min

(
C̄1, C̄2

)
, D̄ = min

(
D̄1, D̄2

)
, и

лемма 1 доказана. �

Из леммы 1 мы можем заключить, что при достаточно малых ε
условия‖α‖, ‖ρ‖ < S(ε) в (30) можно убрать без изменения соответ-
ствующих вероятностей.

Доказательсто предложения 1 будет вытекать из следующей леммы.

Лемма 2. Для некоторых вещественных констант D1, . . . , Dn при
ε → +0 выполнено

P

[
n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1+DjS (ε)) ρj − 〈Ai (±ε)α, α〉6ε, ρj>0 for j∈{1, . . . , n}

]

(33)

= n! ·Kn · I [V1, . . . , Vk] · ε(β+3/2)n−1/2(1 +O(ε)),

где Kn определено в (5) и I[V1, . . . , Vk] определено в (8).

Доказательство. Плотность бета распределения в полярных коор-

динатах имеет вид p(φ, r) = (β+1)
π r

(
1− r2

)β
1{r ∈ (0, 1)}. Поэтому

P

[ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1+DjS (ε)) ρj−〈Ai (±ε)α, α〉6ε, ρj>0 for 16j6n

]

=

1∫

0

. . .

1∫

0︸ ︷︷ ︸
n

2π∫

0

. . .

2π∫

0︸ ︷︷ ︸
n

1

{ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 +DjS (ε)) ρj − 〈Ai (±ε)α, α〉 6 ε

}
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×
n∏

j=1

(
(β + 1)

π
rj(1− r2j )

β

)
dr1 . . . drn dφ1 . . . dφn,

где ρj , αj определены в (22) и удовлетворяют ρj = 1−rj, j ∈ {1, . . . , n},
αj = φj−V j+1

i −φ1, j∈{2, . . . , n}. Сделаем замену переменных (ri, φi)→
(ρi, αi). Тогда последний интеграл будет равен

1∫

0

. . .

1∫

0︸ ︷︷ ︸
n

2π∫

0

2π−V 1
i∫

−V 1
i

. . .

2π−V n−1
i∫

−V n−1
i

1

{ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1+DjS(ε)) ρj−〈Ai (±ε)α, α〉6ε

}

×
n∏

j=1

(
(β + 1)

π
(1− ρj) (ρj (2− ρj))

β

)
dαn . . . dα1 dρ1 . . . dρn

=
2(β + 1)n

πn−1

1∫

0

. . .

1∫

0︸ ︷︷ ︸
n

2π−V 1
i∫

−V 1
i

. . .

2π−V n−1
i∫

−V n−1
i

1

{ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 +DjS (ε)) ρj

−〈Ai (±ε)α, α〉6ε
}
×

n∏

j=1

(
(1−ρj) (ρj (2−ρj))

β
)
dαn . . . dα2dρ1 . . . dρn

По лемме 1, неравенство
n∑

j=1

(1 +DjS (ε)) ρi−〈Ai (±ε)α, α〉 6 ε вле-

чет ρj < C̄3ε. Поэтому (2− ρj)
β
(1− ρi) = 2β(1 +O(ε)) для всех ρ, для

которых подынтегральное выражение больше, чем 0. Поэтому послед-
нее выражение равно

2nβ+1 (β + 1)n

πn−1

1∫

0

. . .

1∫

0
︸ ︷︷ ︸

n

2π−V 1
i∫

−V 1
i

. . .

2π−V n−1
i∫

−V n−1
i

1

{ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 +DjS (ε)) ρj

(34)

−〈Ai (±ε)α, α〉 6 ε
}

×
n∏

j=1

ρβj dαn . . . dα2 dρ1 . . . dρn · (1 +O (ε))
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=
2nβ+1(β+1)n

πn−1
(1+O(ε))

ε∫

0

1∫

0

. . .

1∫

0
︸ ︷︷ ︸

n

1

{ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1+DjS(ε))ρj=x

} n∏

j=1

ρβj

×
2π−V 1

i∫

−V 1
i

. . .

2π−V n−1
i∫

−V n−1
i

1

{

− 〈Ai (±ε)α, α〉 6 ε− x
}

dαn . . . dα2 dρ1 . . . dρn dx.

Рассмотрим интеграл по переменным α2, . . . αn. Из леммы 1 выте-
кает ‖α‖ < D̄1

√
ε. Поэтому данное выражение можно интегрировать

по Rn−1 при достаточно малых ε. В [19] было показано, что данный
интеграл равен

(επ(1− x/ε))
n−1
2

Γ
(
n+1
2

)√
det (−Ai(±ε))

.

Из (18), (24) и (32) следует, что это равно

(επ(1− x/ε))
n−1
2

Γ
(
n+1
2

)√
det (−Ai)

(1 +O (ε)) =
(2επ)

n−1
2 (1− x/ε)

n−1
2

Γ
(
n+1
2

)√
det (−Gi)

(1 +O (ε)) .

Поэтому интеграл из (34) равен следующему:

=
ε

n−1
2 2(β+1/2)n+1/2(β + 1)n

π
n−1
2 Γ

(
n+1
2

)√
det (−Gi)

×
ε∫

0

1∫

0

. . .

1∫

0
︸ ︷︷ ︸

n

1

{ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 +DjS (ε)) ρj = x

}

× (1− x/ε)
n−1
2

n∏

j=1

ρβj dρ1 . . . dρn dx · (1 +O (ε)) .

(35)

Из (18) и (28) следует, что мы можем интегрировать по [0,+∞)n.
Пусть

y =
x

ε
, zj =

ρj
ε

при всех j ∈ {1, . . . , n}.
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Заменим переменные x, ρ1, . . . , ρn на y, z1, . . . , zn. Интеграл из (35) мо-
жет быть записан в следующей форме:

=
ε(β+3/2)n−1/2 2(β+1/2)n+1/2 (β + 1)n

π
n−1
2 Γ

(
n+1
2

)√
det (−Gi)

×
1∫

0

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n

1

{ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 +DjS (ε)) zj = y

}

× (1− y)
n−1
2

n∏

j=1

zβj dz1 . . . dzn dy · (1 +O (ε)) (36)

=
ε(β+3/2)n−1/2 2(β+1/2)n+1/2 (β + 1)n

π
n−1
2 Γ

(
n+1
2

)√
det (−Gi)

×
+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n

1

{ n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1 +DjS (ε)) zj < 1

}

×


1−

n∑

j=1

∂h (Vi)

∂xn−1+j
(1+DjS(ε)) zj




n−1
2 n∏

j=1

zβj dz1 . . . dzn · (1 +O (ε)) .

Доказательство (33) будет вытекать из следующей леммы.

Лемма 3. предположим, что aj > 0 при всех j ∈ {1, . . . , n}. Тогда

выполнено

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n

1

{ n∑

j=1

ajzj < 1
}

1−

n∑

j=1

ajzj




n−1
2

×
n∏

j=1

zβj dz1 . . . dzn =
Γ
(
n+1
2

)
(Γ (β + 1))

n

Γ
(
n−1
2 + n(β + 1) + 1

)
n∏

j=1

a−1−β
j .

(37)
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Доказательство. Обозначим tj = ajzj новые переменные в интегра-
ле из (37). Получим, что (37) равно

n∏

j=1

a−1−β
j

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n

1

{ n∑

j=1

tj < 1
}

1−

n∑

j=1

tj




n−1
2 n∏

j=1

tβj dt1 . . . dtn. (38)

Покажем, что следующее равенство выполняется при всех l∈{1, . . ., n}:

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n

1

{ n∑

j=1

tj < 1
}

1−

n∑

j=1

tj




n−1
2 n∏

j=1

tβj dt1 . . . dtn

=
Γ
(
n+1
2

)
Γ (β + 1)

l

Γ
(
n−1
2 + l(β + 1) + 1

) ×
+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n−l

1

{ n−l∑

j=1

tj < 1
}

(39)


1−

n−l∑

j=1

tj




n−1
2 +l(β+1)

n−l∏

j=1

tβj dtn−l . . . dt1.

Докажем сначала (39) для l = 1. Имеем:

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n

1

{ n∑

j=1

tj < 1
}

1−

n∑

j=1

tj




n−1
2 n∏

j=1

tβj dtn . . . dt1

=

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n−1

1

{ n−1∑

j=1

tj < 1
} n−1∏

j=1

tβj

1−
n−1∑

j=1

tj
∫

0


1−

n∑

j=1

tj




n−1
2

tβn dtn . . . dt1.
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Заменим переменную tn на xn = tn

1−
n−1∑

j=1

tj

. Тогда последнее выражение

будет равно

=

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n−1

1

{ n−1∑

j=1

tj < 1
}

1−

n−1∑

j=1

tj




n−1
2 +β

×
n−1∏

j=1

tβj

1∫

0

(1− xn)
n−1
2 xβ

n dxndtn−1 . . . dt1. (40)

Заметим, что

1∫

0

(1−xn)
n−1
2 xβ

ndxn=B

(
n−1

2
+ 1, β+1

)
=

Γ(n−12 +1)Γ (β+1)

Γ
(
n−1
2 +β+2

) . (41)

Подставив (41) в (40), получим (39) с l = 1.
Предположим теперь, что (39) верно для некоторого l. Докажем,

что (39) верно также и для l + 1. Аналогично случаю l = 1, заменим

переменную tn−l на xn−l = tn−l

(
1−

n−l−l∑
j=1

tj

)−1

и напишем

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n−l

1

{ n−l∑

j=1

tj < 1
}

1−

n−l∑

j=1

tj




n−1
2 +l(β+1)

n−l∏

j=1

tβj dtn−l . . . dt1

(42)

=

+∞∫

0

. . .

+∞∫

0︸ ︷︷ ︸
n−l−1

1

{ n−l−1∑

j=1

tj < 1
}

1−

n−l−1∑

j=1

tj




n−1
2 +l(β+1)+β+1

n−l−1∏

j=1

tβj

1∫

0

(1− xn−l)
n−1
2 +l(β+1)

xβ
n−l dxn−l dtn−l−1 . . . dt1.
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Заметим, что

1∫

0

(1− xn−l)
n−1
2 +l(β+1)

xβ
n−l dxn−l

= B

(
n− 1

2
+ l (β + 1) + 1, β + 1

)

=
Γ
(
n−1
2 + l (β + 1) + 1

)
Γ (β + 1)

Γ
(
n−1
2 + (l+ 1) (β + 1) + 1

) .

(43)

Подставляя (43) в (42), получим, что (39) выполнено для l + 1. Та-
ким образом, формула (39) доказана. Подставляя (39) в (38), получа-
ем (37). �

Из леммы 3, (18) и (36) получаем (33), что заканчивает доказатель-
ство леммы 2. �

Из (19) и леммы 2 вытекает предложение 1.

4.2. Доказательство предложения 2. Введем следующие обозна-
чения:

ϕi = ∠U1OUi при всех i ∈ {2, . . . , 2n− r − 1},
γi = ∠Un−r+1OUi при всех i ∈ {n− r + 1, . . . , 2n− r},
ρi = 1− ‖OUi‖ при всех i ∈ {1, . . . , 2n− r}.

Данные обозначения соответствуют (6) и (15) для всех i ∈ {1, . . . , n−
1}. Очевидно, что γi = (ϕi−ϕn−r) mod 2π при всех i > n. Рассмотрим
событие

Qi,j ={‖V ϕ
i − (ϕ2, . . . , ϕn)‖ 6 D̄

√
ε, ‖(ρ1, . . . , ρn)‖ 6 D̄ε,

‖V ϕ
j − (γn−r+1, . . . , γ2n−r)‖ 6 D̄

√
ε, ‖(ρn−r+1, . . . , ρ2n−r)‖ 6 D̄ε},

где V ϕ
i такое же, как и в (17) и константа D̄ введена в лемме 1. По

лемме 1, для достаточно малых zN(t) выполнено

{h(U1, . . . , Un) > zN (t) ∩ h(U1+n−r, . . . , U2n−r) > zN (t)}
=

⋃

16i,j6k

([h(U1, . . . , Un)>zN (t) ∩ h(U1+n−r, . . . , U2n−r)

> zN (t)] ∩Qi,j).

(44)
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Далее, оценим вероятность

P [(f(U1, . . . , Un) > zN (t) ∩ f(U1+n−r, . . . , U2n−r) > zN(t)) ∩Qi,j ] . (45)

По определению, для всех Vi из Qi,j верны следующие оценки на ϕi, γi
и ρi : ‖ϕl+1 − V l

i ‖ 6 D̄
√
ε при i 6 n, ‖γl+1 − V l−n+r

j ‖ 6 D̄
√
ε, и ρi < D̄ε

при i 6 2n− r. При l > n получаем
∥∥ϕl+1−V n−r

i − V l−n+r
j

∥∥ 6
∥∥ϕl+1 − ϕn−r+1−V l−n+r

j

∥∥
+
∥∥ϕn−r+1−V n−r

i

∥∥ 6 2D̄
√
ε.

Применяя свойства распределения ϕl+1, мы можем оценить сверху ве-
роятность (45) следующим образом.

2D̄
√

ε∫

−2D̄
√

ε

. . .

2D̄
√

ε∫

2D̄
√

ε
︸ ︷︷ ︸

2n−r−1

D̄ε∫

0

. . .

D̄ε∫

0
︸ ︷︷ ︸

2n−r

2n−r∏

j=1

(
(β+1)

π
r
β
j (1−rj)(2−rj)

β

)

dr1 . . . dr2n−rdφ2 . . . dφ2n−r

6
(
4
√

ε
)2n−r−1

(

2β(β + 1)

π

∫ D̄ε

0
xβ dx

)2n−r

= O
(

ε
2n−r−1

2
+(2n−r)(β+1))

)

.

Используя (44) и подставляя ε = tN−
n

(β+3/2)n−1/2 в оценку на (45),
получаем

N2n−r
P [f(U1, . . . , Un) > zN(t), f(U1+n−r, . . . , U2n−r) > zN (t)]

6 N2n−rk2O

((
tN−

n
((β+3/2)n−1/2)

) 2n−r−1
2 +(2n−r)(β+1))

)

= O(N
r−n

(2β+3)n−1 ) = O(N
−1

(2β+3)n−1 ).

Автор благодарит Д. Н. Запорожца за его неоценимую помощь при
подготовке статьи.
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Simarova E. N. Extremal random beta polytopes.

The convex hull of several i.i.d. beta distributed random vectors in
Rd is called the random beta polytope. Recently, the expected values of
their intrinsic volumes, number of faces, normal and tangent angles and
other quantities have been calculated, explicitly and asymptotically. In this
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paper, we aim to investigate the asymptotic behavior of the beta polytopes
with extremal intrinsic volumes. We suggest a conjecture and solve it in
dimension 2. To this end, we obtain some general limit relation for a wide
class of U -max statistics whose kernels include the perimeter and the area
of the convex hull of the arguments.
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