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§1. Введение

Случайные полеты – это интересный класс случайных блужданий
в случайной среде, они описывают поведение частицы, которая дви-
жется в Rd следующим образом. Имеются две независимые последова-
тельности случайных величин (Tk),(θk), причем величины Tk положи-
тельны и для всех k Tk 6 Tk+1, а d-мерные величины θk независимы
и одинаково распределены. Величины θk

|θk|
интерпретируются как на-

правления, а Tk – как моменты смены направлений.
Частица стартует из начала координат и движется в направлении θ1

до момента T1 с постоянной скоростью |θ1|. Затем она меняет направ-
ление на θ2 и движется по нему в течение времени T2−T1 со скоростью
|θ2|, и т.д. Пусть X(t), – положение частицы в момент времени t. По-
нятно, что для t ∈ [Tn, Tn+1]

X(t) =

n
∑

1

θk[Tk − Tk−1] + θn+1[t− Tn].

Процессы такого типа привлекали внимание с давних пор. Работа
Pearson (1905) [7], вероятно, была первой, она была продолжена Kluyer
(1906) [4] и Rayleigh (1919) [8]. Mandelbrot (1982) [5] рассматривал слу-
чай, когда приращения Tn − Tn−1 независимы, одинаково распределе-
ны и имеют тяжелые хвосты. Он ввел в оборот термин “Levy flights”,
который позже трансформировался в “Random flights”.

Следует также упомянуть работы Высоцкого [9,10], где рассматри-
валась несколько иная модель: моменты поворотов частицы опреде-
лялись ее столкновением с шарами, распределенными в пространстве
в соответствии с однородным пуассоновским процессом, а движение
между поворотами было не равномерным, а ускоренным.

Ключевые слова: случайные полеты, случайные блуждания в случайной среде,
предельное поведение.
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В последние годы появился ряд работ (подробную библиографию
можно найти в Orsingher and Garra (2014), [6]), в которых при различ-
ных предположениях относительно (Tk) были найдены явные форму-
лы для распределения X(t). Давыдов и Конаков (2017), [2], получили
первые результаты о глобальном поведении процесса X = {X(t), t ∈
R+}, а именно, они интересовались условиями, при которых процессы
{YT , T > 0},

YT (t) =
1

BT

X(tT ), t ∈ [0, 1], (1)

при подходящей нормировке BT сходятся слабо в Cd[0, 1] : YT =⇒ Y ,
BT −→ ∞, T −→ ∞.

В их работе предполагалось, что моменты поворотов (Tk), Tk6Tk+1,
имеют вид Tk = f(Vk), где (Vk) – последовательные точки скачков
однородного пуассоновского процесса на R+.

Понятно, что если f(t) ≡ t, то процесс X(t) будет в этом случае
фактически стандартным случайным блужданием, поскольку спей-
синги Tk+1 − Tk независимы, и тогда в пределе мы получим процесс
броуновского движения.

В неоднородном случае спейсинги перестают быть независимыми и
ситуация становится более сложной. Тем не менее, в [2] удалось по-
казать, что в зависимости от скорости роста функции f можно выде-
лить три существенно различных типа предельных процессов, которые
можно охарактеризовать следующим образом.

Если функция f имеет степенной рост,

f(t) = tα, α > 1/2,

то поведение нашего процесса аналогично тому, что происходит при
f(t) = t и в пределе мы приходим к гауссовскому процессу, который
получается из процесса броуновского движения заменой времени

Y (t) = C(α)W (h(s));

точный вид нормировочной константы и замены времени будет дан
ниже.

В случае экспоненциального роста,

f(t) = etβ , β > 0,

предельный процесс оказывается кусочно линейным с бесконечным
числом звеньев, сгущающихся к нулю.
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Наконец, при сверх-экспоненциальном росте f , предельный процесс
вырождается в случайую линейную функцию:

Y (t) = θt, t ∈ [0, 1], θ
Law
= θ1.

Целью данной работы является показать, что указанные три типа
сходимости сохраняются при гораздо более широких предположениях
о последовательности (Vn). А именно, мы будем считать, что Tk =

f(Vk), а (Vk) имеют вид: Vn =
n
∑

1

ξk, где (ξk), – строго стационарная

последовательность.
Говоря более точно, мы будем предполагать, что выполнены следу-

ющие условия:

H1. (θk) – последовательность независимых одинаково распреде-
ленных случайных d-мерных векторов, |θk| > 0 п.н.

H2. (ξk)k∈Z – строго стационарная эргодическая последователь-

ность, ξk > 0 п.н., a := Eξ < ∞, Vn =
n
∑

1
ξk.

H3. Последовательности (θk) и (ξk) независимы.

Несколько слов об обозначениях.

(Ω,F ,P) – основное вероятностное пространство.
Rd – d-мерное евклидово пространство с борелевской σ-алгеброй.
M – σ-алгебра, порожденная величинами (ξk).
Cd[0, 1] – банахово пространство непрерывных функций на [0, 1] со зна-
чениями в Rd.
=⇒ – знак слабой сходимости распределений в Cd[0, 1].
P
−→ – знак сходимости по вероятности.
W – стандартный процесс броуновского движения в Rd на [0, 1].
WK – процесс броуновского движения в в Rd, для которого WK(1)
имеет матрицу ковариаций K.
C – обозначение для абсолютных констант.

§2. Сверхэкспоненциальный рост

Мы начнем с технически самого простого случая, когда функция
f имеет сверх-экспоненциальный рост. Это означает, что для любого
h > 0 при t → ∞

f(t+ h)

f(t)
→ ∞. (2)
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Так как при T = Tn траектория YT (t) имеет целое число полных
сегментов на интервале [0, 1], то будет удобней следить за поведением
процесса YT (t) по этой последовательности моментов, так что в даль-
нейшем будет использоваться обозначение

Yn(t) = YTn
(t).

Итак, типичная траектория {Yn(t), t ∈ [0, 1]} это непрерывная кусоч-
но-линейная фунция с вершинами в точках {(tn,k,

Sk

Bn
), k = 0, 1, . . . , n},

где tn,k = Tk

Tn
, T0 = 0, Bn = BTn

, Sk =
k
∑

1
θi(Ti − Ti−1).

Теорема 1. Предположим, что выполнены условия H1 – H3. Пред-

положим также, что

1. f неотрицательная возрастающая функция, удовлетворяю-

щая условию (2).
2. E|θ1| < ∞
3. Bn = Tn.

Тогда Yn =⇒ Y, где

Y (t) = θ1t, t ∈ [0, 1].

Доказательство. Заметим сначала, что из (2) и условия 2) теоремы
следует сходимость по вероятности

Tn−1

Tn

P
−→ 0. (3)

Действительно, пусть ε > 0, δ > 0. Так как f не убывает, то

γn := P

{

Tn−1

Tn

> ε

}

6 P{ξn < δ}+ P

{

f(Vn−1)

f(Vn)
> ε, ξn > δ

}

6 P{ξ1 < δ}+ P

{

f(Vn−1)

f(Vn−1 + δ)
> ε

}

.

В силу (2) и УЗБЧ для (ξk), с вероятностью 1 f(Vn−1)
f(Vn−1+δ) → 0, так

что второе слагаемое сходится к нулю при n → ∞.
Поэтому

lim sup
n

γn 6 P{ξ1 < δ}.

В силу произвольности δ > 0, limn γn = 0, ч.т.д.
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Покажем теперь, что

Mn := sup
t∈[0, tn,n−1]

{|Yn(t)|}
P

−→ 0. (4)

Пусть M – σ-алгебра, порожденная всеми величинами (Vk). Так как

P

{

n−1
∑

1

|θi|(Ti − Ti−1) > δTn | M

}

6
E|θ1|

δTn

n−1
∑

1

(Ti − Ti−1) =
Tn−1

Tn

E|θ1|

δ
,

то

P{Mn > δ} 6
E|θ1|

δ
E

{

Tn−1

Tn

}

.

Правая часть последнего неравенства в силу (3) и теоремы Лебега
стремится к нулю при n → ∞, что дает (4).

По определению,

Zn(1) =
1

Tn

[Sn−1 + θn(Tn − Tn−1)] = θn +
Sn−1

Tn

−
Tn−1

Tn

θn.

Так как Tn−1

Tn

P
−→ 0 и в силу (4)

Sn−1

Tn

6 Mn
P
−→ 0,

то мы получаем слабую сходимость Zn(1) ⇒ θ1, что вместе с (4) дока-
зывает теорему. �

§3. Экспоненциальный рост

Теорема 2. Предположим, что выполнены условия H1 – H3. Пред-

положим также, что E|θ1| < ∞, а функция f теперь такова: f(t) =
etβ, β > 0; как и ранее, Bn = Tn.

Тогда

Yn =⇒ Y,

где Y – непрерывный кусочно-линейный процесс, траектории которо-

го имеют вершины в точках (tk, Y (tk)),

tk = e−βVk−1 , V0 = 0,

Y (tk) =

∞
∑

i=k

θk(e
−βVi−1 − e−βVi), Y (0) = 0.
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Замечание 1. Можно описать предельный процесс Y иначе:
Рассмотрим точечный процесс T = (tk), tk = e−βVk−1 , на (0, 1], и

определим процесс {Z(t), t ∈ (0, 1]}, равенством

Z(t) = θk при t ∈ (tk+1, tk].

Тогда

Y (t) =

t
∫

0

Z(s) ds.

Доказательство. Для простоты будем считать, что β = 1, в общем
случае все выкладки аналогичны.

По условию, tn,k := Tk

Tn
= e−(Vn−Vk) = e−(ξk+1+···+ξn), и

Xn (tn,k) =
k

∑

i=1

θi(e
−(ξi+1+···+ξn) − e−(ξi+···+ξn)), k = 1, . . . , n.

Удобно представить процесс Xn в виде:

Xn(t) =

t
∫

0

Ln(s)ds,

где Ln – ступенчатый процесс со значением θi на интервале (tn,i−1, tn,i].
Так как процесс Xn полностью определяется двумя независимыми век-
торами (θ1, . . . , θn) и (ξ1, . . . , ξn), и так как их совместное распределе-
ние не меняется при замене первого на (θn, . . . , θ1), а второго – на

(ξ−n+1, . . . , ξ0), то (Xn(·))
L
= (Yn(·)), где

Yn(t) =

t
∫

0

Mn(s)ds,

а Mn – ступенчатый процесс со значением θj на интервале (τj , τj−1];

τj = e−(ξ1−j+···+ξ0), j = 0, 1, . . . , n − 1 и со значением θn на интервале

[0, e−(ξ1−n+···+ξ0)].
Сравним теперь процесс Yn с процессом Y,

Y (t) =

t
∫

0

M(s)ds, t ∈ [0, 1],
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где M – ступенчатый процесс со значением θj на интервале (τj , τj−1],
j = 0, 1, . . . .

Так как

∆n := sup
t

|Yn(t)− Y (t)| 6 |θ1|τn−1 +

∞
∑

i=n

|θi|(τi−1 − τi),

то для любого δ > 0 при n → ∞

P{∆n > δ} 6
2E|θ1|

δ
e−τn−1 −→ 0.

Тем самым, Yn сходится по вероятности в C
d[0, 1] к Y, что влечет сла-

бую сходимость Xn к Y . �

Замечание 2. Если β 6= 1, то достаточно заменить e−Vk на e−
Vk
β .

§4. Степенной рост

При степенном росте, в отличие от двух предыдущих случаев, уда-
ется проследить за поведением процесса YT по всей временной шкале.

Теорема 3. Предположим, что выполнены условия H1 – H3. Пред-

положим также, что

1. Функция f имеет вид f(t) = tα, α > 1/2.
2. E|θ1|

2 < ∞, Eθ1 = 0, K – матрица ковариаций θ1.
3. Нормирующцие константы определяются равенством

B2
T =

b2

2α− 1
T 2α−1, b = αaα.

Тогда при T → ∞

YT =⇒ Y,

где Y (t) = WK(t
2α−1

α ), а WK – процесс броуновского движения, у ко-

торого матрица ковариаций вектора WK(1) равна K.

Сначала мы изучим поведение YT по подпоследовательности T =Tn.

Лемма 1. Предположим, что случайные d-мерные вектора (θk) неза-

висимы, одинаково распределены, имеют вторые моменты и

Eθk = 0. Обозначим через K матрицу ковариаций величин θk. Пусть

(bk), – монотонная последовательность положительных чисел, при-

чем b0 = 0, bk ∼ bkγ , γ > −1/2.
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Положим S0 = 0, Sn =
n
∑

1
θkbk; B2

n =
n
∑

1
b2k; τn,k =

B2
k

B2
n
, и рас-

смотрим случайные непрерывные кусочно-линейные процессы {Zn(t)}

на [0, 1] с вершинами в точках (τn,k,
Sk

Bn
).

Тогда

Zn =⇒ WK ,

где WK – процесс броуновского движения, у которого матрица кова-

риаций вектора WK(1) равна K.

Доказательство леммы 1. Поскольку приращения процессов Zn

асимптотически независимы, то достаточно показать, что для любо-
го x ∈ Rd одномерные процессы {Zn,x}, Zn,x(t) = 〈Zn(t), x〉 слабо
сходятся к 〈WK(t), x〉.

Понятно, что

B2
n ∼

b2

2γ + 1
n2γ+1 → ∞, n → ∞.

Поскольку для схемы серий
{

ηn,k =
〈θk, x〉bk

Bn

, k = 0, 1, . . . , n; n ∈ N

}

выполнено условие Линдеберга: для любого ε > 0 при n → ∞

n
∑

k=1

Eη2n,k1I{|ηn,k|>ε}

=

n
∑

1

b2k
B2

n

E[〈θk, x〉
21I{|〈θk,x〉|>ε

Bn
bk

}]

6 E〈θ1, x〉
21I{|〈θ1,x〉|>ε 1

δn
} → 0,

то по теореме Прохорова (см. Gikhman and Skorohod (1996), ch. IX,

sec. 3, Th.1) имеем сходимость Zn,x =⇒ (E〈θ1, x〉
2)

1
2W = 〈Kx, x〉

1
2W ,

где W – стандартное броуновское движение. Так как процессы
〈Kx, x〉

1
2W и WK имеют одинаковое распределение, то получаем тре-

буемый результат. �

Доказательство теоремы 3. Пусть, как и ранее, Yn = YTn
, а M –

σ-алгебра, порожденная всеми величинами (Vk). Зафиксируем x ∈ Rd

и рассмотрим предельное поведение процесса 〈Yn(·), x〉 при условииM.
Тогда последовательность (Vk) становится фиксированной и такой, что
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для почти всех ω f(Vk) ∼ (ak)α. Поэтому можно воспользоваться
Леммой 1. Беря

bk = Tk − Tk−1 ∼ bkγ , b = αaα; γ = α− 1; B2
n ∼

b2

2γ + 1
n2γ+1,

получим, что для почти всех ω ∈ Ω, случайные ломаные Zn с верши-

нами в точках
(

τn,k,
Sk

Bn

)

, где τn,k =
B2

k

B2
n
, Sk =

k
∑

1
θi(Ti−Ti−1), сходятся

слабо к WK .
Так как предельный процесс один и тот же для всех этих ω, то будет

иметь место и безусловная сходимость Zn =⇒ WK .
Пусть fn : [0, 1] → [0, 1], – кусочно линейная непрерывная функция

и такая, что fn(tn,k) = τn,k. Из определения процессов Zn и Yn следует,
что

Yn(tn,k) = Zn(fn(tn,k).)

Легко видеть, что fn поточечно сходится к f, f(t) = t
2γ+1

γ+1 , но так
как f, fn монотонно неубывают и fn(0) = f(0), fn(1) = f(1), то fn
сходится к f и равномерно. Поэтому отображения

Fn : C
d[0, 1] → C

d[0, 1], Fn(x)(t) = x(fn(t)), t ∈ [0, 1],

удовлетворяют условию Теоремы 4.4 из [1], благодаря которой из схо-
димости Zn =⇒ WK следует сходимость Yn =⇒ Y.

Окончание доказательства. Как и ранее, рассмотрим процесс YT

при условии, что последовательность (Vn) фиксирована и такова, что
Vn

n
→ a. Для Tn−1 6 T < Tn имеем

|Yn(s)− YT (s)| 6 ∆1(s) + ∆2(s),

где

∆1(s) =

∣

∣

∣

∣

1

Bn

Y (Tns)−
1

Bn

Y (Ts)

∣

∣

∣

∣

=
1

Bn

|Y (Tns)− Y (Ts)|,

а

∆2(s) =

∣

∣

∣

∣

1

T
−

1

Tn

∣

∣

∣

∣

|Y (Ts)| 6
|Tn − Tn−1|

TnTn−1
|Y (Ts)|.

Очевидно,

sup
s∈[0,1]

∆2(s) 6 sup
s∈[0,1]

|Yn(s)|

(

Tn

Tn−1
− 1

)

.
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Так как в силу предыдущего

sup
s∈[0,1]

|Yn(s)| =⇒ sup
s∈[0,1]

|Y (s)|,

а Tn

Tn−1
→ 1, то при n → ∞

sup
s∈[0,1]

∆2(s)
P
−→ 0. (5)

Оценим ∆1. Обозначим ωn модуль непрерывности процесса Yn. Из

сходимости Yn =⇒ Y следует, что для любого h > 0 ωn(h)
P
−→ 0.

Полагая βn = 1− Tn−1

Tn
, получим, что

sup
s∈[0,1]

∆1(s) = sup
s∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

Yn(s)− Yn

(

s
T

Tn

)∣

∣

∣

∣

6 ωn(βn).

Так как βn → 0 п.н., то отсюда следует сходимость

sup
s∈[0,1]

∆1(s)
P
−→ 0. (6)

Из (5), (6) следует сходимость

sup
s∈[0,1]

{|Yn(s)− YT (s)|}
P
−→ 0,

что дает

YT =⇒ Y.

Напомним, что эта сходимость имеет место при фиксированной пoсле-
довательности (Vn), но так как для почти всех ω ∈ Ω предельный
процесс один и тот же, то имеет место и безусловная сходимость.

Теорема 3 доказана. �
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Davydov Yu. A. Limit theorems for “random flights.”

The article discusses the asymptotic behavior of a particle performing
so-called “random flight”. In a recent work by Davydov–Konakov (2017),
when the moments Tk of changing the direction of the particle form an
inhomogeneous Poisson process, it was shown that, depending on the
nature of the inhomogeneity, three variants of the limiting distribution
arise naturally for the zoomed particle trajectory. The purpose of this
work is to show that these three options are preserved under much more
general assumptions about the sequence (Tk).
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