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1. Введение

В настоящей работе уточняются значения абсолютных констант в
неравенствах Колмогорова–Рогозина и Кестена для функции концен-
трации суммы независимых случайных векторов в гильбертовом про-
странстве.

Функция концентрации случайной величины X была введена П. Ле-
ви в 1937 году [1] равенством

Q(X,λ) = sup
−∞<x<∞

P(x 6 X 6 x+ λ),

для любого λ > 0.
Исследованием ее свойств занимались многие авторы, обзор резуль-

татов можно найти в книгах Хергартнера и Теодореску [7] и Петро-
ва [8].

Оценки убывания функции концентрации суммы независимых слу-
чайных величин при увеличении числа слагаемых впервые были по-
лучены Леви. Впоследствии такими оценками занимались А. Н. Кол-
могоров [2], Б. А. Рогозин [3], Эссеен [4], Кестен [5], А. Ю. Зайцев [6]
и другие авторы.

Для функций концентрации сумм независимых случайных векто-
ров со значениями в гильбертовом пространстве подобные результаты
были получены в работах [9–11].

Первая, содержащая только абсолютные константы, оценка функ-
ции концентрации суммы независимых случайных величин, не завися-
щая от распределения и от числа слагаемых, была получена А. Н. Кол-
могоровым в 1956 году. Несколько позже результат Колмогорова был
усилен Рогозиным, который обобщил результат Колмогорова в следу-
ющей теореме:

Ключевые слова: суммы независимых случайных векторов, функции концен-
трации, неравенства для функций концентрации.
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Теорема 1 (Рогозин). Пусть X1, X2, . . . , Xn – независимые случай-

ные величины. Sn =
n
∑

k=1

Xk. Для любых 0 < λk 6 λ, k = 1, . . . , n вы-

полнено неравенство

Q(Sn, λ) 6 Cλ

(

n
∑

k=1

λ2
k(1−Q(Xk, λk))

)−1/2

, (1)

здесь и далее C – абсолютная константа (не обязательно одна и та

же в разных формулах).
Позднее Эссеен доказал следующую теорему, из которой следует

неравенство Колмогорова–Рогозина (1).
Пусть F (x) – функция распределения случайной величины X. Поло-

жим X̃ = X−Y , где X и Y – независимые одинаково распределенные

случайные величины, F̃ (x) – функция распределения случайной вели-

чины X̃.

Теорема 2 (Эссеен). В обозначениях теоремы 1 верно следующее

неравенство:

Q(Sn, λ) 6 Cλ







n
∑

k=1

∫

|x|6λk

|x|2dF̃k(x) +

∫

|x|>λk

λ2
kdF̃k(x)







−1/2

, (2)

Оценки типа Колмогорова–Рогозина с абсолютной константой для

многомерного и гильбертова пространства были получены Зигелем

[9] и независимо Энгером [10].
Впервые внимание значению абсолютной константы в неравен-

стве Колмогорова – Рогозина было уделено в работе [9]. В более позд-

них работах [12–14] были приведены оценки абсолютной константы

в неравенстве (1) для одномерного случая. Так в работе [12] получены

оценки функции концентрации суммы независимых случайных вели-

чин иного типа, из которых возможно получение неравенства (1)
с численным значением абсолютной константы, улучшающим кон-

станту из работы [9]. Для случая одинаково распределенных случай-

ных величин в работе [13] приведено значение абсолютной констан-

ты, которая улучшает результат работы [14] и которая для одно-

мерного случая лучше константы из работы [9].
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В настоящей работе приводится неравенство Колмогорова–Рогозина
для гильбертова пространства с доказательством, улучшающим оцен-

ку Зигеля в 2
π

√
3
(

1√
2
+ π−1√

eπ

)

≈ 1,58 раза.

Для одномерного пространства Кестен [5] получил оценки для
функции концентрации суммы независимых случайных величин, поз-
воляющие учитывать малость концентрации слагаемых, что отража-
ется в следующей теореме.

Теорема 3 (Кестен). В обозначениях теоремы 1 выполняется следу-

ющее неравенство:

Q(Sn, λ) 6 Cλ max
16j6n

Q (Xj, λj)

(

n
∑

k=1

λ2
k(1 −Q(Xk, λk))

)−1/2

(3)

В работе [11] неравенство Кестена было доказано для многомер-

ных случайных векторов и векторов со значениями в гильбертовом

пространстве. В настоящей работе в теореме 5 отражен этот ре-

зультат и приведено вычисление абсолютной константы.

2. Вспомогательные обозначения

Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство, X – случайный
вектор со значениями в H. Функцией концентрации X для множества
A будем называть

Q (X,A) = sup
a∈H

P (X + a ∈ A) .

В качестве множества A в этой работе мы будем рассматривать Σλ =
{x ∈ H : |x| 6 λ}, |x| =

√

(x, x), хотя все результаты будут верными
и для более широкого класса множеств (см. замечание после доказа-
тельства теоремы 4).

Положим

D (X,λ) =
1

λ2

∫

Σλ

|x|2dF (x) +

∫

Σλ

dF (x, )

для любого λ > 0, здесь A – дополнение множества A.
Отметим два простых свойства D(X,λ):

1 > D(X,λ) > 1−Q(X.Σλ) (4)
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и

D(X,λ) >
1

λ2

λ2

4

∫

Σλ\Σ λ
2

dF (x) +

∫

Σλ

dF (x)

>
1

4
P(X /∈ Σλ

2
) >

1

4
(1 −Q(X,Σλ

2
)). (5)

3. Неравенство Колмогорова–Рогозина

В работе Г. Зигеля [9] приведена абсолютная константа в неравен-
стве Колмогорова–Рогозина для случайных векторов со значениями
в многомерных и гильбертовых пространствах. Мы приведем доказа-
тельство его результата с некоторыми улучшениями при вычислении
константы.

В начале приведем лемму, которая нам понадобится при доказа-
тельстве теоремы.

Лемма. Пусть Lk(x), x ∈ R
1, k = 1, 2, . . . , n – спектральные функции

Леви для безгранично делимых характеристических функций fk(t), t ∈
R

1. Пусть

η(t) =
λ√
2π

exp

(

−1

2
λ2t2

)

, λ > 0.

Тогда для любых c0 > 0, 0 < λk 6 λ, k = 1, 2, . . . , n имеет место

неравенство:

I =

∞
∫

−∞

exp



−c0

n
∑

k=1

∞
∫

−∞

(1− cos tx)dLk(x)



 dη(t)

6 λc1






c0

n
∑

k=1







∫

|x|<λk

x2dLk(x) + λ2
k

∫

|x|>λk

dLk(x)













−1/2

, (6)

где c1 = π
2

(

1 +
∞
∫

1

exp(−x2

2 )dx

)

= 2, 1955 . . ..
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Доказательство леммы. Выберем последовательность чисел {bn},
такую что 0 = b0 < 1 = b1 < . . . и bn → ∞ при n → ∞. Тогда

I =
λ√
2π

∞
∫

−∞

exp



−1

2
λ2t2 − c0

n
∑

k=1

∞
∫

∞

(1 − cos tx)dLk(x)



 dt

6
λ√
2π

∞
∑

m=1

∫

|t|6 bm
λ

exp



−c0

n
∑

k=1

∞
∫

−∞

(1− cos tx)dLk(x)





× dt

(

e−
b2
m−1
2 − e−

b2m
2

)

(7)

Введем обозначения:

Jm =

∫

|t|6 bm
λ

exp



−c0

n
∑

k=1

∞
∫

−∞

(1− cos tx)dLk(x)



 dt,

ρ =
λ

bm
, ρk =

λk

bm
.

Далее

Jm =

∫

|t|61/ρ

exp

(

− c0

n
∑

k=1

( ∫

|x|<ρk

(1− cos tx)dLk(x)

+

∫

|x|>ρk

(1− cos tx)dLk(x)

))

dt

При |t| 6 1/ρ, |x| < ρk имеем 1− cos tx > 11
24 t

2x2 , поэтому

Jm 6

∫

|t|61/ρ

(

exp

(

− c0
11

24
t2

n
∑

k=1

∫

|x|<ρk

x2dLk(x)

)

×
n
∏

k=1

exp(−c0

∫

|x|>ρk

(1− cos tx)dLk(x))

)

dt (8)

Положим

α0 =
1

B
c0

n
∑

k=1

∫

|x|<ρk

x2dLk(x), αk =
c0ρ

2
kpk
B

,



О КОНСТАНТАХ В НЕРАВЕНСТВАХ 13

где

B = c0

n
∑

k=1







∫

|x|<ρk

x2dLk(x) + ρ2k

∫

|x|>ρk

dLk(x)






, pk =

∫

|x|>ρk

dLk(x).

Тогда замечаем, что
n
∑

k=0

αk = 1, αk > 0. Применяя к (8) неравенство

Гёльдера получаем:

Jm 6







∫

|t|61/ρ

exp(−11

24
Bt2)dt







α0

×
n
∏

k=1







∫

|t|61/ρ

exp






−B

ρ2k

∫

|x|>ρk

(1−cos tx)
dLk(x)

pk






dt







αk

=

n
∏

k=0

Iαk

k .

(9)

Далее при оценке интегралов Ik, k = 0, 1, . . . , n будем пользоваться

равенством
∞
∫

−∞
exp(−bt2)dt =

√
π√
b

при b > 0.

При k = 0 имеем

I0 6

∞
∫

−∞

exp(−11

24
Bt2)dt =

√

24π

11B
.

При k > 1 применяем неравенство Йенсена (для функции ϕ(x) =
exp(−x)) и затем меняем порядок интегрирования

Ik 6

∫

|t|61/ρ







∫

|x|>ρk

exp

(

−B

ρ2k
(1− cos tx)

)

dMk(x)






dt

=

∫

|x|>ρk







∫

|t|61/ρ

exp

(

−B

ρ2k
(1− cos tx)

)

dt






dMk(x)

=

∫

|x|>ρk

TkdMk(x),
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где

dMk(x) =
dLk(x)

pk
при |x| > ρk и dMk(x) = 0 при |x| < ρk.

Покажем, что Tk < c/
√
B при |x| > ρk, из чего будет следовать, что

Ik < c/
√
B (с той же константой c , так как Mk – функция распреде-

ления).
При ρk 6 |x| 6 πρk и |t| 6 1/ρk имеем |tx| 6 π, отсюда следуют

неравенства

1− cos(tx) >
2

π2
t2x2 >

2

π2
t2ρ2k.

Тогда

Tk 6

∫

|t|61/ρ

exp

(

− 2

π2
Bt2

)

dt 6

∞
∫

−∞

exp

(

− 2

π2
Bt2

)

dt =
π√
2

√
π√
B
.

Если же |x| > πρ, то делая замену: u = t|x|, получаем

Tk =
1

|x|

∫

|u|6 |x|
ρ

exp

(

−B

ρ2k
(1− cosu)

)

du

6
1

|x|

( |x|
πρ

+ 1

) ∫

|u|6π

exp

(

−B

ρ2k
(1− cosu)

)

du

6
2

πρ

∫

|u|6π

exp |
(

−B

ρ2k

2

π2
u2

)

du

6
2

πρ

∞
∫

∞

exp |
(

−B

ρ2k

2

π2
u2

)

du =
2

πρ

πρk√
2

√
π√
B

6
√
2

√
π√
B
.

В результате для всех k = 0, 1, . . . , n получаем

Ik 6

√
π√
B

max

(

√

24

11
,
π√
2
,
√
2

)

=
√
2π

π

2

1√
B
,

и подставив это в неравенство (9), получим

Jm 6
√
2π

π

2

1√
B
. (10)
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Заметим, что при m > 1

B = c0

n
∑

k=1







∫

|x|<ρk

x2dLk(x) + ρ2k

∫

|x|>ρk

dLk(x)







> c0

n
∑

k=1

1

b2m







∫

|x|<λk

x2dLk(x) + λ2
k

∫

|x|>λk

dLk(x)






(11)

Тогда, принимая во внимание (10), (11) и (7), получаем

I 6 λ
π

2
c2






c0

n
∑

k=1







∫

|x|<λk

x2dLk(x) + λ2
k

∫

|x|>λk

dLk(x)













−1/2

,

где

c2 =

∞
∑

m=1

bm

(

e−
b2
m−1
2 − e−

b2m
2

)

.

Переходя к пределу по ∆ = sup
m>1

(bm+1 − bm) → 0, мы получаем утвер-

ждение леммы. �

Теорема 4. Для Σλ = {x : |x| 6 λ} и любых 0 < λk 6 λ, k = 1, 2, . . . , n
имеют место неравенства

Q(Sn,Σλ) 6 C1λ

(

n
∑

k=1

λ2
kD(X̃k, λk)

)−1/2

6 C1λ

(

n
∑

k=1

λ2
k(1−Q(X̃k,Σλk

))

)−1/2

, (12)

где C1 = c1
√
2e = 5, 1191 . . ., а c1 – постоянная из леммы.

Следствие. В случае λk = λ, k = 1, 2, . . . , n получаем

Q(Sn,Σλ) 6 C1

(

n
∑

k=1

D(X̃k, λ)

)−1/2

6 C1

(

n
∑

k=1

(1−Q(X̃k,Σλ))

)−1/2

,

(13)
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Доказательство теоремы 4. (I) Для начала рассмотрим случай, ко-
гда случайные величины принимают значения в R

d. Пусть η – нор-
мальная вероятностная мера с характеристической функцией

fη(x) = ϕλ(x) = exp

(

−|x|2
2λ2

)

.

Пусть fn, F(n) и P(n) – характеристическая функция, функция рас-
пределения и распределение Sn. Тогда

∫

Rd

|fn(t)|dη(t) >
∫

Rd

ei(t,x)fn(t)dη(t) =

∫

Rd

e−
|x+u|2

2λ2 dF(n)(u)

=

∫

Σλ−x

e−
|x+u|2

2λ2 dF(n)(u) +

∫

Σλ−x

e−
|x+u|2

2λ2 dF(n)(u)

> e−
1
2P(n)(Σλ − x).

Отсюда

Q(Sn,Σλ) 6 e1/2
∫

Rd

|fn(t)|dη(t). (14)

Из неравенства 1+x 6 ex получим, что |fPj
(t)|2 6 exp(−(1−|fPj

(t)|2)),
где fPj

– характеристическая функция Xj . Учитывая равенство

1− |fPj
(t)|2 =

∫

Rd

(1− cos(t, x))dP̃j(x)

и принимая во внимание (14) получаем

Q(Sn,Σλ) 6 e1/2
∫

Rd

exp



−1

2

n
∑

k=1

∫

Rd

(1− cos(t, x))dP̃k(x)



 dη(t).

Воспользуемся неравенством Гёльдера для βk > 0, k = 1, 2, . . . , n, та-
ких что β1 + . . .+ βn = 1. Получим

Q(Sn,Σλ) 6 e1/2
n
∏

k=1

Jβk

k , (15)

где Jk =
∫

Rd

exp(− 1
2βk

∫

Rd

(1 − cos(t, x))dP̃k(x))dη(t)

Заметим, что достаточно доказать наше утверждение для дискрет-
ных мер с конечным носителем, а далее воспользуемся предельным
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переходом (так как любая вероятностная мера является слабым пре-
делом некоторой последовательности дискретных вероятностных мер
с конечным носителем).

Итак, пусть Gk такая вероятностная мера, что

G̃k(xk,j) = pk,j , xk,j ∈ R
d, 1 6 j 6 l = l(k).

Вновь будем пользоваться неравенством Гёльдера для некоторых αj >
0, j = 1, . . . , l, таких что α1 + . . .+ αl = 1. Тогда

Jk 6

l
∏

j=1





∫

Rd

exp

(

− 1

2αjβk
(1− cos(t, xk,j))pk,j

)

dη(t)





αj

.

Если Y – случайный вектор с распределением η, то случайная ве-
личина ξ = (Y, e), (|e| = 1) имеет нормальное распределение η1 =
N(0, λ−2). С помощью преобразования u → (t, x

|x|) и формулы замены
переменной получим

Jk 6

l
∏

j=1





∫

R1

exp



− 1

2αjβk

∫

R1

(1− cosux)dPk,j(x)



 dη1(u)





αj

где Pk,j – мера, сосредоточенная в точке |xk,j | ∈ R
1, такая что

Pk,j({|xk,j |}) = pk,j .
По доказанной лемме имеем

Jk 6 λc1
√
2

l
∏

j=1







1

αjβk







∫

|x|<λk

x2dPk,j(x) + λ2
k

∫

|x|>λk

dPk,j(x)













αj

.

Обозначим

Dk,j =

∫

|x|<λk

x2dPk,j(x) + λ2
k

∫

|x|>λk

dPk,j(x),

тогда, вводя следующие обозначения:

αj =
Dk,j

l(k)
∑

i=1

Dk,i

, 1 6 j 6 l(k), βk =

l(k)
∑

i=1

Dk,j

n
∑

m=1

l(m)
∑

i=1

Dm,i

, 1 6 k 6 n,
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получим

Jk 6 λc1
√
2

l
∏

j=1





n
∑

m=1

l(m)
∑

i=1

Dm,i





αj

= λc1
√
2





n
∑

m=1

l(m)
∑

i=1

Dm,i



 .

Отсюда и из (15) следует неравенство

Q(Sn,Σλ) 6 λc1
√
2e





n
∑

m=1

l(m)
∑

i=1

Dm,i



 .

После предельного перехода получаем требуемое неравенство.
(II) Рассмотрим случай произвольного сепарабельного гильбертова

пространства H.
Пусть e1, e2, . . . – ортонормированный базис в H и пусть Pk – опера-

тор проектирования на подпространство Hk , порожденное векторами
{e1, e2, . . . , ek}. Рассмотрим функции

gj(x) = |x|2 при |x| 6 λj и gj(x) = λ2
j при |x| > λj

и меры F j
k = FjP

−1
k , j = 1, 2, . . . , n на Hk . По формуле замены пере-

менной получим
∫

Hk

gj(x)dF
j
k (x) =

∫

H

gj(Pk(x))dFj(x).

Теперь положим

Xk = PkX, Σk
λ = PkΣλ.

Тогда для любого фиксированного a ∈ H

P(Xk + ak ∈ Σk
λ) = P(X + a ∈ P−1

k Σk
λ), где ak = Pka.

Поскольку Σλ ⊂ P−1
k Σk

λ, то

Q(Xk,Σ
k
λ) = Q(X,P−1

k Σk
λ) > Q(X,Σλ).

Из последнего соотношения и того, что gj(Pk(x)) → gj(x) при k → ∞
для любого x ∈ H, утверждение теоремы для H получается из пункта
(I) с помощью предельного перехода по размерности пространства.

(III) Второе неравенство в теореме легко получается после приме-
нения неравенства (4). �
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Замечание. Неравенство (13) остается верным (как было показано в
[9] и [10]) для более широкого класса множеств B: положим A ∈ B, если
существуют ограниченные линейные операторы B1, B2, . . . , Bk, такие
что

A = {x ∈ H :

k
∑

j=1

|Bjx| 6 1}.

В этом случае вместо функции D(X̃k, λ) рассматривается
E(min(pA(X̃k), 1)),
где pA(x) = inf{α > 0 : x ∈ αA} – функционал Минковского.

4. Неравенство Кестена

Кестеном [5] для одномерного случая было получено неравенство,
которое улучшает неравенство Колмогорова-Рогозина, учитывая ма-
лость концентрации слагаемых. В работе [11] неравенство Кестена бы-
ло доказано для случая многомерных случайных векторов и векторов
со значениями в гильбертовом пространстве. В следующей теореме
приводится доказательство неравенства Кестена для векторов со зна-
чениями в гильбертовом пространстве с указанием значения абсолют-
ной константы.

Теорема 5. Пусть X1, X2, . . . , Xn – независимые случайные векторы

со значениями в сепарабельном гильбертовом пространстве H. Тогда

для любого λ > 0 выполняются неравенства

Q(Sn,Σλ) 6 C2 max
16j6n

Q(Xj ,Σλ)

(

n
∑

k=1

D(X̃k, λ)

)− 1
2

6 C2 max
16j6n

Q(Xj ,Σλ)

(

n
∑

k=1

(1−Q(Xk,Σλ))

)− 1
2

(16)

где C2 =
(

4+3
√
2

2 + 4
√
6

3

)

C1 = 37.816...

Доказательство теоремы 5. Для n = 1 утверждение теоремы (с
C2 = 1) следует из неравенства D(X,λ) 6 1 . Так что будем далее
считать, что n > 2 .

I. Рассмотрим случай R
d.

Если max
16j6n

Q(Xj,Σλ) >
1
2 , тогда утверждение теоремы (с C2 = 2C1

) получаем непосредственно из неравенства (12) теоремы 4.
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Если же Q(Xj ,Σλ) <
1
2 для всех j = 1, 2, . . . , n, то найдутся такие

αj > 1, что Q(Xj,Σαjλ) > 1
2 , а для любого 0 < βj < αj выполнено

Q(Xj,Σβjλ) <
1
2 . Не умаляя общности, мы можем считать α1 > α2 >

. . . > αn.
Далее, пусть a ∈ R

d, тогда

P(Sn + a ∈ Σλ) =

∫

Rd

P(Xn + x ∈ Σλ)P(Sn−1 + a ∈ dx).

Пусть x0 такое, что Q(Xn,Σαnλ) = P(Xn + x0 ∈ Σαnλ). Тогда можем
написать:

P(Sn+a∈Σλ)=

∫

Rd

P((Xn+x∈Σλ) ∩ (Xn+x0∈Σαnλ))P(Sn−1+a ∈ dx)

+

∫

Rd

P((Xn+x∈Σλ) ∩ (Xn + x0 /∈Σαnλ))P(Sn−1+a∈dx)=I1+I2 (17)

Сначала оценим I1:

I1 =

∫

Rd

P((Xn + x ∈ Σλ) ∩ (Xn + x0 ∈ Σαnλ))P(Sn−1 + a ∈ dx)

6

∫

Σ(1+αn)λ+x0

P(Xn + x ∈ Σλ)P(Sn−1 + a ∈ dx)

6 Q(Xn,Σλ)Q(Sn−1,Σ(1+αn)λ)

6 C1Q(Xn.Σλ)

(

n−1
∑

k=1

D(X̃k, (1 + αn)λ)

)−1/2

. (18)

Далее будем оценивать I2:

I2 =

∫

Rd

P((Xn + x ∈ Σλ) ∩ (Xn + x0 /∈ Σαnλ))P(Sn−1 + a ∈ dx)

=

∫

Rd

P(Xn+x∈Σλ|Xn + x0 /∈Σαnλ)P(Xn + x0 /∈Σαnλ)P(Sn−1+a∈dx)

6
1

2

∫

Rd

P(Xn∈dy|Xn+x0 /∈Σαnλ)P(Sn−1+a+y∈Σλ)6
1

2
Q(Sn−1,Σλ)

(19)
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Учитывая (17), (18), (19) и произвольность a ∈ R
d, получим:

Q(Sn,Σλ) 6 C1Q(Xn,Σλ)

(

n−1
∑

k=1

D(X̃k, (1 + αn)λ)

)−1/2

+
1

2
Q(Sn−1,Σλ)

(20)
Принимая во внимание (5), имеем:

D(X̃k, (1 + αn)λ) >
1

4
(1 −Q(Xk,Σ 1+αn

2 λ)).

Поскольку 1+αn

2 < αn и αn = min
16j6n

{αj}, то по выбору αj имеем

Q(Xk,Σ 1+αn
2 λ) <

1
2 , и следовательно, D(X̃k, (1+α)λ) > 1

8 . Подставляя

это в (20), получаем:

Q(Sn,Σλ) 6 A
1√
n− 1

Q(Xn,Σλ) +
1

2
Q(Sn−1,Σλ

), (21)

где A = 2
√
2C1.

Из последнего неравенства следует, что

Q(Sn,Σλ) 6 A

n−1
∑

j=0

Q(Xn−j ,Σλ)2
−j(max{n− j − 1, 1})−1/2

6 A max
16j6n

Q(Xj ,Σλ)
n−1
∑

j=0

2−j(max{n− j − 1, 1})−1/2

Оценим сумму:

n−1
∑

j=0

2−j(max{n− j − 1, 1})−1/2 =

[n2 ]−1
∑

j=0

2−j(n− j − 1)−1/2

+

n−1
∑

j=[n2 ]

2−j(max{n− j − 1})−1/2
6

√
2√
n

[n2 ]−1
∑

j=0

2−j

+

n−1
∑

j=[n2 ]

2−j
6

2
√
2√
n

+

√
3√
n

(22)

Тогда

Q(Sn,Σλ) 6 B max
16j6n

Q(Xj,Σλ)
1√
n
, (23)

где B = (2
√
2 +

√
3)A.
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Осталось воспользоваться свойством (4): 1 > D(X̃k, λ), отсюда n >

n
∑

k=1

D(X̃k, λ) и следовательно

(

n
∑

k=1

D(X̃k, λ)

)−1/2

> 1√
n
.

Окончательно получаем

Q(Sn,Σλ) 6 C2 max
16j6n

Q(Xj ,Σλ)

(

n
∑

k=1

D(X̃k, λ)

)−1/2

, (24)

где C2 = (8 + 2
√
6)C1.

Второе неравенство в теореме следует из свойства (4)

II. Переход от пространства R
d к произвольному сепарабельному

гильбертовому пространству H производится так же как и в доказа-
тельстве теоремы 4. �

Автор благодарен рецензенту за замечания, способствовавшие су-
щественному улучшению рукописи.
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