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§1. Введение

Периодические системы всплесков с непрерывным аргументом и
алгоритмы разложения по ним широко изучались в литературе (см.
[1–4], [5, §2.6, §3.1]). В частности, ряд работ посвящён изучению си-
стем всплесков, построенных на базе периодического кратномасштаб-
ного анализа (см. [6–10, 14]). Однако, при обработке цифровых сиг-
налов приближаемые функции имеют дискретную природу, поэтому
для работы с ними представляется целесообразным построение теории
всплесков для дискретного случая. Различные примеры дискретных
систем всплесков и кратномасштабных анализов для дискретного пе-
риодического случая также рассматривались в литературе (например,
см. [11–13]). Мы вводим общее определение дискретного периодическо-
го кратномасштабного анализа (далее, для краткости, КМА). Опреде-
ление КМА, наиболее близкое к рассматриваемому нами, и определе-
ние соответствующих систем всплесков было дано А. П. Петуховым в
работе [13]. Однако, это определение налагает на масштабирующие по-
следовательности, которые порождают КМА, некоторые условия, ис-
ключающие из рассмотрения многие периодические объекты, “заслу-
живающие” называться системами всплесков. Мы приводим пример
одной из таких систем, которую можно считать аналогом классической
в непериодическом случае системы всплесков Котельникова-Шеннона.
Этот пример порождён КМА, соответствующим данному нами опреде-
лению. Основным результатом работы является характеризация КМА
в терминах коэффициентов Фурье функций, формирующих масшта-
бирующую последовательность.

Ключевые слова: дискретные всплески, дискретный кратномасштабный ана-
лиз, периодические всплески, периодический кратномасштабный анализ.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
No. 18-11-00055).
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§2. Определения и вспомогательные утверждения

Пусть N = 2n, где n ∈ N. Мы будем рассматривать пространство
N -периодических комплекснозначных функций целочисленного аргу-

мента, которое обозначим через C̃N . Для данного пространства введем
скалярное произведение

(f, g) =

N−1∑

k=0

f(k)g(k).

Определим на C̃N оператор сдвига Sj
pf , для j = 0, . . . , n, и p ∈ Z:

Sj
pf(x) := f(x+ 2n−jp).

Для произвольной функции f ∈ C̃N , её дискретное преобразование
Фурье будем обозначать

f̂(k) :=

N−1∑

m=0

f(m)e−
2πi
N

mk.

Пусть f ∈ C̃N . Тогда

f(x) + f(x+N/2) =
1

N

N−1∑

m=0

f̂(m)(e
2πi
N

mx + e
2πi
N

m(x+N
2
))

=
2

N

N/2−1∑

m=0

f̂(2m)e
2πi
N

m2x.

Введём оператор Gf ,

Gf :=
2

N

N/2−1∑

m=0

f̂(2m)e
2πi
N

m·.

Легко видеть, что Gf(2x) = f(x) + f(x+N/2).

Определение 1. Последовательность линейных пространств

{Vj}
n
j=0 называется кратномасштабным анализом в пространстве

C̃N , если она удовлетворяет следующим условиям:

MR1. V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn.

MR2. Vn = C̃N .

MR3. a) dim Vj = 2j, для всех j = 0, . . . , n; b) V0 состоит из кон-

стант.
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MR4. dim{f ∈ Vj : S
j
1f = λf} 6 1.

MR5. f ∈ Vj ⇔ Sj
kf ∈ Vj , k = 0, . . . , 2j − 1.

MR6. a) если f ∈ Vj, то найдётся такая функция g ∈ Vj+1, что

g(·) = f(2·); b) если f ∈ Vj+1, то Gf ∈ Vj.

Определение 2. Пусть {Vj}
n
j=0 – КМА в C̃N . Последовательность

функций {ϕj}
n
j=0, ϕj ∈ Vj, называется масштабирующей, если функ-

ции Sj
rϕj , r = 0, . . . , 2j − 1, образуют базис пространства Vj .

Определим операторы ωj
k, j = 0, . . . , n, k = 0, . . . , 2j − 1 по формуле

ωj
kf(x) :=

1

N

2n−j
−1∑

m=0

f̂(2jm+ k)e
2πi
N

(2jm+k)x,

то есть ω̂j
l f(k) = f̂(k), если k ≡ l (mod 2j), и ω̂j

l f(k) = 0, если
k 6≡ l (mod 2j).

Лемма 1. Пусть {Vj}
n
j=0 – КМА в C̃N . Тогда в каждом простран-

стве Vj существует базис {vjk}
2j−1
k=0 , удовлетворяющий условиям:

V1. v̂jk(l) = 0 для всех l 6≡ k (mod 2j).

V2. если v̂jk(l) 6= 0, то v̂jk(m) = v̂j+1
k (m) для всех m ≡ l (mod 2j+1).

V3. v̂j+1
2k (2l) = v̂jk(l) + v̂jk(l +N/2) для всех l = 0, . . . , 2n−1 − 1.

Для удобства положим vjl := vjk, если l ≡ k (mod 2j).

Доказательство. Проведём индукцию по j. База для j = 0 очевидна,
так как все целые числа сравнимы между собой по модулю 1, и значит
выполняется условие V1, а остальные условия не требуют проверки.

Предположим, что в пространствах Vj , j = 0, . . . , j0 существуют
базисы, удовлетворяющие V1–V3. Введём пространства

V
(k)
j := {f ∈ Vj : f̂(m) = 0 для всех m 6≡ k (mod 2j)}.

Пусть g ∈ Vj , тогда

g =

2j−1∑

k=0

ωj
kg =

2j−1∑

k=0

gk, где gk ∈ V
(k)
j .
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То есть, Vj =
2j−1∑
k=0

V
(k)
j , а значит

2j = dim Vj 6

2j−1∑

k=0

dim V
(k)
j . (1)

Найдём размерность пространства V
(k)
j . Если f ∈ V

(k)
j , то

f(x) =
1

N

2n−j
−1∑

m=0

f̂(2jm+ k)e
2πi
N

(2jm+k)x.

Применяя оператор сдвига, получим

Sj
pf(x) =

1

N

2n−j
−1∑

m=0

f̂(2jm+ k)e
2πi
N

(2jm+k)(x+2n−jp)

=
1

N

2n−j
−1∑

m=0

f̂(2jm+ k)e
2πi
N

(2jm+k)xe2πime2πi2
−jkp,

то есть Sj
pf(x) = e2πi2

−jpkf(x). Отсюда, в силу MR4 и (1), получаем

dim V
(k)
j = 1.

Построим базис {vj0+1
k }2

j0+1
−1

k=0 . Для начала рассмотрим такие номе-

ра l 6≡ 0 (mod 2), что v̂j0l (k) = 0 для всех k ≡ l (mod 2j0+1). Построим

функции vj0+1
l , задав их коэффициенты Фурье по следующему алго-

ритму:

1) Для всех номеров k 6≡ l (mod 2j0+1) положим ̂vj0+1
l (k) = 0.

2) Зададим произвольный набор чисел as, s = 0, . . . , 2n − 1.
3) Для оставшихся k, таких что 0 < k < 2n−1, положим

̂vj0+1
l (k) = ak.

4) На очередном шаге, для оставшихся k, таких что

(2s − 2) · 2n−s
6 k 6 (2s − 1) · 2n−s,

выберем числа a
(s)
k , исходя из условий a

(s)
k 6= −ak−N/2,

a
(s)
k 6= −ak−N/4 − ak−2N/4 − ak−3N/4, . . . , a

(s)
k 6= −

2s−1∑

m=1

ak−mN/2s ,

и положим ̂vj0+1
l (k) = a

(s)
k .
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При таком способе задания vj0+1
l свойство V1 следует из того, что

мы выбирали ненулевыми только коэффициенты с номерами
l ≡ k (mod 2j0+1), а свойства V2 и V3 не требуют проверки. Далее

будем считать, что функции vjl , при указанных выше номерах l, были
построены согласно этому алгоритму не только для j = j0 + 1, но и
при всех j = 1, . . . , j0.

Теперь, если v̂j0l (l) 6= 0, положим vj0+1
l := ωj0+1

l vj0l , тогда свойства

V1, V2 будут выполнены по определению ωj
l . Проверим V3. Пусть

l ≡ 0 (mod 2), k ≡ l (mod 2j0+1), тогда, по индукционному предполо-
жению,

̂vj0+1
l (k) = v̂j0l = ̂vj0−1

l/2 (k/2) + ̂vj0−1
l/2 (k/2 +N/2)

= v̂j0l/2(k/2) + v̂j0l/2(k/2 +N/2).

Пусть теперь v̂j0l (k) = 0 для всех k ≡ l (mod 2j0+1), и k ≡ 0 (mod 2),

тогда положим vj0+1
l (x) := vj0l/2(2x). Имеем,

̂vj0+1
l (k) =

N−1∑

m=0

vj0+1
l (m)e−

2πi
N

mk =

N−1∑

m=0

vj0l/2(2m)e−
2πi
N

mk

=

N/2−1∑

m=0

vj0l/2(2m)e−
2πi
N

mk +

N−1∑

m=N/2

vj0l/2(2m)e−
2πi
N

mk

=

N/2−1∑

m=0

vj0l/2(2m)(e−
2πi
N

mk + e−
2πi
N

(m+N/2)k)

= 2

N/2−1∑

m=0

vj0l/2(2m)e−
2πi
N

mk =

N−1∑

m=0

vj0l/2(m)e−
2πi
N

m k
2 (1 + eπim)

=
N−1∑

m=0

vj0l/2(m)(e−
2πi
N

m k
2 + e−

2πi
N

m( k
2
+N

2
))

= v̂j0l/2(k/2) + v̂j0l/2(k/2 +N/2).

Таким образом, V3 выполнено, V1 выполнено по индукционному пред-
положению, V2 не требует проверки. Отметим, что сумма двух сла-
гаемых в правой части не равна нулю, если оба слагаемых не равны
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нулю, в связи с выбором коэффициентов Фурье с нечётными номера-
ми. Таким образом, в пространстве Vj0+1 мы выбрали 2j0+1 ненулевых

элементов, принадлежащих соответствующим пространствам V
(k)
j0+1, и

удовлетворяющих свойствам V1-V3. �

Лемма 2. Если в каждом пространстве Vj ⊂ C̃N , j = 0, . . . , n, суще-

ствует базис {vjk}
2j−1
k=0 , удовлетворяющий V1, то выполнена аксиома

MR4.

Доказательство. Пусть 0 6 r < 2j , f собственный вектор оператора

Sj
r , то есть Sj

rf = λrf , и пусть f =
2j−1∑
k=0

αj
kv

j
k. Так как выполнено V1,

оператор Sj
r действует на vjk как оператор умножения на e2πi2

−jkr .
Применяя Sj

r к f , получим

Sj
rf(x) =

2j−1∑

k=0

αj
kS

j
rv

j
k(x) =

2j−1∑

k=0

αj
ke

2πi2−jkrvjk(x).

Имеем,

0 = Sj
r − λrf(x) =

2j−1∑

k=0

αj
k(e

2πi2−jkr − λr)v
j
k(x).

Так как функции vjk линейно независимы, отсюда следует, что

αj
k(e

2πi2−jkr − λr) = 0 для всех k = 0, . . . , 2j − 1. Предположим, что

αj
k0

6= 0, αj
k1

6= 0, при k0 6= k1. Тогда

(e2πi2
−jk0r − λr)− (e2πi2

−jk1r − λr) = 0,

или e2πi2
−j(k0−k1)r = 1. Учитывая, что 0 6 k0, k, 1 6 2j , получаем, что

αj
k 6= 0 только при k = k0, а значит функция f пропорциональна vjk0

,
и, кроме того,

λr = e2πi2
−jk0r. (2)

Пусть теперь g =
∑2j−1

k=0 βj
kv

j
k – другой собственный вектор всех опе-

раторов Sj
r , r = 0, . . . , 2j − 1. Для него также βj

k 6= 0 лишь для одного

номера k. Пусть βj
k1

6= 0, k1 6= k0. Тогда, аналогично (2), имеем

λr = e2πi2
−jk1r,
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и отсюда и из (2), получаем

λr = e2πi2
−j(k0−k1)r = 1.

Аналогично, учитывая, что 0 6 k0, k1 6 2j , получаем, что k0 = k1.
Таким образом, g пропорционально vjk0

, и следовательно, размерность

любого собственного подпространства оператора сдвига Sj
1 не превос-

ходит 1. �

Лемма 3. Пусть {Vj}
n
j=0 – КМА в C̃N . Для того, чтобы последо-

вательность {ϕj}
n
j=0 ⊂ C̃N была масштабирующей, необходимо и

достаточно, чтобы

ϕj =

2j−1∑

k=0

αj
kv

j
k, где αj

k 6= 0 для k = 0, . . . , 2j − 1, (3)

и {vjk}
2j−1
k=0 – базисы пространств Vj, определённые в лемме 1.

Доказательство. Необходимость. Пусть {ϕj}
n
j=0 – масштабирующая

последовательность, и αj
k – коэффициенты разложения функций ϕj по

базису {vjk}. Применяя оператор сдвига Sj
r к ϕj , имеем

Sj
rϕj =

2j−1∑

k=0

αj
ke

2πi2−jkrvjk. (4)

Предположим, что αj
k0

= 0, тогда

Vj = span{Sj
rϕj , r = 0, . . . , 2j − 1} = span{vjk, k = 0, . . . , 2j − 1, k 6= k0},

что противоречит минимальности базиса {vjk}
2j−1
k=0 .

Достаточность. Пусть функции ϕj определены по формуле (3). Как
и выше,

Sj
rϕj =

2j−1∑

k=0

αj
ke

2πi2−jkrvjk, r = 0, . . . , 2j − 1.

Рассмотрим эти равенства, как систему уравнений с неизвестными
αj
kv

j
k. Известно, что матрица такой системы унитарна (с точностью

до множителя), а при унитарном преобразовании базис переходит в
базис. Следовательно, функции Sj

rϕj , r = 0, . . . , 2j − 1, образуют базис
пространства Vj . �



14 П. А. АНДРИАНОВ

Следствие 1. Если {ϕj}
n
j=0 – масштабирующая последователь-

ность, то ωj
kϕj = αj

kv
j
k, где αj

k 6= 0. В частности, функции {ωj
kϕj}

2j−1
k=0

образуют базис в Vj .

Следует из определения операторов ωj
k и того, что dim V

(k)
j = 1.

Следствие 2. В любом КМА существует масштабирующая после-

довательность.

Следует из формулы (3), в которой достаточно положить αj
k = 1.

§3. Основные результаты

Следующая теорема представляет собой характеризацию КМА в
терминах коэффициентов Фурье функций ϕj , входящих в масштаби-
рующую последовательность.

Теорема 1. Функции ϕj ∈ C̃N , j = 0, . . . , n, образуют масштабирую-

щую последовательность для некоторого КМА в C̃N тогда и только

тогда, когда выполняются следующие условия:

Ф1. ϕ̂0(k) = 0 при k 6= 0;
Ф2. для любого j = 0, . . . , n, и для любого l = 0, . . . , 2j−1 существует

k ≡ l (mod 2j), 0 6 k < N , такой что ϕ̂j(k) 6= 0;
Ф3. для любого k = 0, . . . , N − 1, существует j = 0, . . . , n, такой что

ϕ̂j(k) 6= 0;
Ф4. для любого j = 1, . . . , n, и для любого l = 0, . . . , N−1, существует

число µj
l , такое что ϕ̂j−1(k) = µj

l ϕ̂j(k) для всех k ≡ l (mod 2j);
Ф5. для любого j = 0, . . . , n− 1, и для любого l = 0, . . . , N − 1, суще-

ствует число γjl 6= 0, такое что ϕ̂j+1(2k) = γjl (ϕ̂j(k) + ϕ̂j(k + N/2))
для всех k ≡ l (mod 2j), k = 0, . . . , N/2− 1.

Доказательство. Необходимость. Свойство Ф1 следует из MR3, b).
Для доказательства Ф2 воспользуемся следствием 1. Из равенства
ωj
lϕj = αj

l v
j
l , имеем

ϕ̂j(k) = ω̂kϕj(k) = αj
l v̂

j
l (k)

для любого k ≡ l (mod 2j). Существование номера k, такого что k ≡

l (mod 2j) и v̂jl (k) 6= 0, следует из того, что vjl 6≡ 0, и v̂jl (m) = 0
для всех m 6≡ l (mod 2j). Далее, докажем свойство Ф3 от противно-
го. Пусть ϕ̂j(k) = 0 для всех j = 0, . . . , n. Это означает, что у всех
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функций ϕj отсутствует гармоника e
2πi
N

kx. Тогда она отсутствует и во

всех сдвигах Sj
kϕj , что противоречит MR2. Для доказательства Ф4

возьмём произвольный номер l, такой что 0 6 l < N − 1. Рассмотрим
случай, когда существует номер k ≡ l (mod 2j), такой что ϕ̂j−1(k) 6= 0.

По следствию 1 и из определения операторов ωj
k, имеем ωj

lϕj = αj
l v

j
l ,

ωj
lϕj−1 = ωj

l ω
j−1
l ϕj−1 = αj−1

l ωj
l v

j−1
l , где αj−1

l 6= 0. Отсюда, учитывая
V2, получаем

ϕ̂j−1(m) =
αj−1
l

αj
l

ϕ̂j(m),

для всех m ≡ l (mod 2j). Осталось положить µj
l = αj−1

l /αj
l . Если же

ϕ̂j−1(k) = 0 для всех k ≡ l (mod 2j), то µj
l = 0. Для доказательства

Ф5 опять воспользуемся следствием 1. Для k ≡ l (mod 2j), имеем

ϕ̂j+1(2k) =
̂ωj+1
2l ϕj+1(2k) = αj+1

2l v̂j+1
2l (2k),

где αj+1
2l 6= 0. С другой стороны,

ϕ̂j(k) = αj
l v̂

j
l (k), αj

l 6= 0.

Отсюда, учитывая V3, получаем

ϕ̂j+1(2k) =
αj+1
2l

αj
l

(ϕ̂j(k) + ϕ̂j(k +
N

2
)).

Осталось положить γjl = αj+1
2l /αj

l .

Достаточность. Пусть функции ϕj ∈ C̃N , j = 0, . . . , n, удовлетворя-

ют условиям Ф1-Ф5. Положим Vj = span{Sj
l ϕj , l = 0, . . . , 2j − 1}.

Покажем, что {Vj}
n
j=0 – КМА в C̃N , а {ϕ}nj=0 – масштабирующая

последовательность. Сначала проверим MR5. Пусть f ∈ Vj , тогда

f =
2j−1∑
k=0

αkS
j
kϕj . Применим к f оператор сдвига Sj

r , r = 0, . . . , 2j − 1,

Sj
rf =

2j−1∑

k=0

αkS
j
rS

j
kϕj . (5)

Из периодичности ϕj следует, что Sj
rS

j
kϕj = Sj

pϕj , где 0 6 p 6 2j − 1,

p ≡ (r + k) (mod 2j). Подставляя это равенство в (5), по определению
Vj , получаем, что f ∈ Vj . В обратную сторону, если Sj

rf ∈ Vj , то по
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уже доказанному, получаем f = Sj
−rS

j
rf ∈ Vj . Докажем MR3, a).

Аналогично (4), имеем

Sj
rϕj =

2j−1∑

l=0

e2πi2
−j lrωj

lϕj .

Отсюда следует, что Vj = span{ωj
lϕj , l = 0, . . . , 2j − 1}. Покажем, что

функции ωj
l ϕj , l = 0, . . . , 2j − 1, образуют базис Vj . Предположим, что

они линейно зависимы, тогда существуют числа αk, k = 0, . . . , 2j − 1,

αk0
6= 0, такие что

∑2j−1
k=0 αkω

j
kϕj = 0. Отсюда и из определения ωj

k

получаем, что ̂ωj
k0
ϕj(k) = ϕ̂j(k) = 0 для всех k ≡ k0 (mod 2j), что про-

тиворечит Ф2. Для доказательства MR3, a) осталось заметить, что

количество функций ωj
l ϕj равно 2j . Помимо этого, так как функций

Sj
rϕj также 2j штук, мы установили, что набор сдвигов {Sj

rϕj}
2j−1
r=0

является базисом Vj . Свойство MR3, b) следует из Ф1. Для дока-
зательства MR1 надо проверить, что из f ∈ Vj следует f ∈ Vj+1.

Для этого достаточно рассмотреть лишь базисные функции ωj
lϕj . Из

определения ωj
l ϕj , имеем

ωj
l ϕj = ωj+1

l ωj
lϕj + ωj+1

l+2jω
j
l ϕj . (6)

Используя Ф4 и 2j+1-периодичность последовательности µj+1
l по ниж-

нему индексу, для p = 0, 1 имеем

ωj+1
l+2jpω

j
l ϕj =

1

N

2n−j−1
−1∑

k=0

̂ωj
l ϕj(2

j+1k + l + 2jp)e
2πi
N

(2j+1k+l+2jp)·

=
1

N

2n−j−1
−1∑

k=0

ϕ̂j(2
j+1k + l+ 2jp)e

2πi
N

(2j+1k+l+2jp)·

=
1

N

2n−j−1
−1∑

k=0

µj+1
2j+1k+l+2jpϕ̂j+1(2

j+1k+l+2jp)e
2πi
N

(2j+1k+l+2jp)·

= µj+1
l+2jp

1

N

2n−j−1
−1∑

k=0

ϕ̂j+1(2
j+1k + l + 2jp)e

2πi
N

(2j+1k+l+2jp)·.
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Правая часть этого равенства является разложением Фурье функции
µj+1
l+2jpω

j+1
l+2jpϕj+1. Подставляя это в (6), получаем

ωj
l ϕj = µj+1

l ωj+1
l ϕj+1 + µj+1

l+2jω
j+1
l+2jϕj+1.

Учитывая, что ωj+1
l ϕj+1, ω

j+1
l+2jϕj+1 ∈ Vj+1, получаем требуемое. Вы-

полнение свойства MR2 следует из того, что, по определению, функ-

ции ωn
kϕn пропорциональны гармоникам e

2πi
N

k·.
Теперь покажем, что в Vj существует базис, удовлетворяющий свой-

ствам леммы 1. Определим числа αj
l , j = 0, . . . , n:

α0
0 := 1;

если µj
l 6= 0, то αj

l :=
αj−1
l

µj
l

;

если µj
l = 0, l ≡ 0 (mod 2), то αj

l := αj−1
l/2 γ

j−1
l/2 ;

если µj
l = 0, l 6≡ 0 (mod 2), то αj

l := 1.

Легко видеть, что αj
l 6= 0. Положим vjl = ωj

l ϕj/α
j
l . Как показано выше,

ωj
lϕj образуют базис пространства Vj , поэтому {vjl }

2j−1
l=0 также явля-

ется базисом, и нетрудно проверить, что свойства V1-V3 выполнены.
Свойство MR4 следует из леммы 2. Для доказательства MR6 до-

статочно проверить выполнение этого условия для базисных функций

{vjl }
2j−1
l=0 . Используя V3, получаем

vjl (2x) =
1

N

N−1∑

m=0

v̂jl (m)e
2πi
N

m2x =
1

N

N/2−1∑

m=0

(v̂jl (m) + v̂jl (m+
N

2
))e

2πi
N

m2x

=
1

N

N/2−1∑

m=0

v̂j+1
2l (2m)e

2πi
N

m2x = vj+1
2l (x).

Выполнение MR6, a) следует из того, что vj+1
2l ∈ Vj+1. Проверим

MR6, b). Пусть l ≡ 0 (mod 2). Используя V3, получаем

vj+1
l (

x

2
) + vj+1

l (
x

2
+
N

2
) = vjl/2(x) + vjl/2(x+N).
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Оба слагаемых в правой части принадлежат Vj . Пусть теперь

l 6≡ 0 (mod 2), тогда функция vj+1
l (x/2) + vj+1

l (x/2 +N/2) имеет раз-
ложение Фурье

1

N

2n−j−1
−1∑

m=0

(v̂j+1
l (2j+1m+ l)e

2πi
N

(2j+1m+l) x
2

+ v̂j+1
l (2j+1m+ l)e

2πi
N

(2j+1m+l)( x
2
+N

2
))

=
1

N

2n−j−1
−1∑

m=0

v̂j+1
l (2j+1m+ l)e

2πi
N

(2j+1m+l) x
2 (1 + e

2πi
N

(2j+1m+l)N
2 ).

Последний множитель равен нулю, так как l 6≡ 0 (mod 2). Таким об-
разом, свойство MR6, b) также выполнено. �

Нетрудно проверить, что условиям Ф1-Ф5 удовлетворяет
Пример 1. В качестве членов масштабирующей последовательности
возьмём тригонометрические полиномы с минимально возможным
спектром, то есть

ϕj(x) =

2j−1∑

m=0

2−
j

2 e2πimx.

Как и ранее, положим Vj := span{Sj
l ϕj , l = 0, . . . , 2j − 1}. Постро-

им пространства и базисы всплесков, соответствующие данному КМА,
следуя стандартной схеме. Для этого нам потребуется найти в каждом
пространстве Vj+1 функцию ψj , такую что соответствующие систе-

мы сдвигов {Sj
l ψj}

2j−1
l=0 являются ортонормированными, ортогональ-

ны пространству Vj и дополняют {Sj
l ϕj}

2j−1
l=0 до базиса пространства

Vj+1. Положим

ψ̂j(k) = µj+1
k+2j ϕ̂j+1(k),

где µj
k – коэффициенты, определённые согласно теореме 1 (для удоб-

ства полагаем, что µj
k+N = µj

k). Нетрудно показать, что тогда

ψ̂j(k) =

{
2−

j
2 , если 2j 6 k < 2j+1,

0, в ост. случаях.
(7)

Положим Wj := span{Sj
l ψj , l = 0, . . . , 2j−1}. Из (7) ясно, что Wj ⊥ Vj ,

так как если f ∈ Vj , то f̂(k) 6= 0 только при k < 2j . Теперь, аналогично
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(4), имеем

Sj
l ψj =

2j−1∑

r=0

e2πi2
−j lrωj

rψj . (8)

Из (7) следует, что функции ωj
rψj пропорциональны базисным функ-

циям vj+1
r , определённым в лемме (1), а значит Wj ⊂ Vj+1. Также, как

упоминалось ранее, так как матрица системы (8) унитарна, функции

ωj
rψj можно выразить через Sj

l ψj . Кроме того, функции ωj
rψj линейно

независимы, и поэтому из этих рассуждений и свойства MR3 следует,

что dim Wj = 2j, и обе системы {ωj
rψj}

2j−1
r=0 и {Sj

l ψj}
2j−1
l=0 являются ба-

зисами в Wj . Таким образом, сдвиги {Sj
l ψj}

2j−1
l=0 дополняют {Sj

l ϕj}
2j−1
l=0

до базиса пространства Vj+1. Осталось проверить их ортогональность.
Через δk(m) обозначим k-периодический единичный импульс, то есть
δk(0) = 1, и deltak(m) = 0 при m = 1, . . . , k − 1. Пользуясь известной
формулой

1

k

k−1∑

p=0

e
2πi
k

sp = δk(s),

и учитывая (7) и ортогональность ωj
rψj при разных r, имеем

(Sj
mψj , S

j
kψj) =

( 2j−1∑

r=0

e2πi2
−jrmωj

rψj ,

2j−1∑

s=0

e2πi2
−jskωj

sψj

)

=
2j−1∑

r=0

2j−1∑

s=0

e2πi2
−jrme−2πi2−jsk(ωj

rψj , ω
j
sψj)

=

2j−1∑

r=0

e2πi2
−jr(m−k)(ωj

rψj , ω
j
rψj)

=

2j−1∑

r=0

e2πi2
−jr(m−k)|ψ̂j(r + 2j)|2 = δ2j (m− k).

Таким образом, при любом j = 0, . . . , n − 1 имеет место разложение
Vj+1 = Vj ⊕Wj , а система {ψj}

n−1
j=0 есть набор всплеск-функций, по-

рождённый кратномасштабным анализом, указанным в примере 1.
Замечание 1. Из определения КМА, данного А. П. Петуховым в ра-
боте [13], следует, что коэффициенты ϕ̂j(k) 6= 0 при k 6≡ 0 (mod 2),
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j = 1, . . . , n. Достаточные условия для того, чтобы набор функций об-
разовывал масштабирующую последовательность (см. [13, §1]), пред-
ставляют собой соотношения, которые аналогичны рассмотренным на-
ми при построении базисов vjl в лемме 1. Хотя мы и не требуем этого
в явном виде, нетрудно проверить, что выполнение этих соотношений
следует из свойств Ф2, Ф5. Таким образом, любая масштабирующая
последовательность, соответствующая определению из работы [13], мо-
жет быть получена и в рамках нашего определения. Более того, если
задать ϕ̂1(k) так, что ϕ̂1(k) 6= 0 при k 6≡ 0 (mod 2), и выполнены вы-
шеупомянутые соотношения, то в работе [13] остальные функции из
масштабирующей последовательности определяются автоматически.
В нашем же случае, ввиду определённой свободы выбора µj

l , мы мо-
жем строить различные масштабирующие последовательности. Кро-
ме этого, как иллюстрирует пример 1, нашему определению соответ-
ствует ещё более широкий класс объектов, включающий в себя КМА,
порождённые такими масштабирующими последовательностями, что
ϕ̂j(k) = 0 при некоторых k 6≡ 0 (mod 2).
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