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Введение

Примарное разложение является важной конструкцией коммута-
тивной алгебры. Оно было введено Э. Ласкером [11] для колец мно-
гочленов и сходящихся степенных рядов и в полной общности Э. Нё-
тер [14]. Каноническое примарное разложение было предложено В. Ор-
тизом [15]. Даже сейчас эта тематика является актуальной. Например,
некоторые интересные результаты о примарных разложениях были по-
лучены Ю. Яо [18].

Первый алгоритм для вычисления примарных разложений для ко-
лец многочленов над полем характеристики нуль был опубликован
Г. Герман [10], она была ученицей Э. Нётер. С тех пор многие авторы
предлагали свои алгоритмы для примарного разложения. Литерату-
ра на эту тему весьма обширна. Вероятно, одной из наиболее важных
здесь является статья А. Зайденберга [16]. В скором времени было
понято, что в общем случае данная проблема является трудной. Все
верхние оценки для сложности примарного разложения были дважды
экспоненциальными от числа переменных.

Хорошая оценка для сложности может быть здесь получена лишь в
частных случаях, например для идеалов, задающих нульмерные мно-
гообразия. Нульмерный случай является более или менее простым со-
гласно [12].

В других статьях, см., например, [9, 13, 17], авторы интересовались
главным образом практической реализацией примарного разложения
без оценок сложности.

Удивительно, что во всех этих статьях нет нижних оценок для при-
марных разложений. Фактически в настоящее время можно получить
дважды экспоненциальную нижнюю оценку для примарного разло-
жения только при помощи наших результатов, см. [8]. Точнее, из [8]

Ключевые слова: полиномиальные идеалы, примарные разложения, изолиро-
ванные примарные компоненты, субэкспоненциальный алгоритм.
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можно вывести, что существует идеал, заданный однородными мно-
гочленами от n переменных степени Dn, такой, что его примарной
компонентой является простой идеал p и всякая система образующих
идеала p содержит многочлен степени не меньше D2cn для абсолют-
ной константы c > 0. Из [8] можно также легко получить дважды
экспоненциальную нижнюю оценку на степени некоторых вложенных
компонент некоторых идеалов.

По нашему мнению, все построенные до настоящего времени алго-
ритмы для примарного разложения далеки от своей окончательной со-
вершенной формы. Мы полагаем, что можно построить канонический
алгоритм для канонического примарного разложения однородного по-
линомиального идеала. Это было бы весьма интересно с теоретической
точки зрения. Однако в настоящей статье у нас скромная цель. Мы
хотели бы предложить алгоритм для построения всех изолированных
примарных компонент полиномиального идеала так, что они задаются
с точностью до вложенных компонент, см. (i) и (ii) ниже. Преимуще-
ство нашего подхода состоит в том, что сложность данной конструкции
субэкспоненциальна от длины записи входных данных. Для обоснова-
ния нашего алгоритма мы используем нетривиальный факт – оценку
степени изолированного примарного идеала, см. лемму 1 в [7] и ниже
доказательство теоремы 1. Теперь мы переходим к подробностям.

Пусть k – поле произвольной характеристики p > 0 с алгебра-
ическим замыканием k. Пусть H – примитивное подполе поля k и
H(t1, . . . , tl) – поле рациональных функций от алгебраически незави-
симых над H переменных t1, . . . , tl. Мы предполагаем, что поле k яв-
ляется конечным сепарабельным расширением поля H(t1, . . . , tl), за-
данным своим примитивным элементом θ. Минимальный многочлен
Φ ∈ H(t1, . . . , tl)[Z] элемента θ дан, и старший коэффициент lcZΦ ра-
вен 1.

Положим H0 = Z, если H = Q, и H0 = Fp = Z/pZ, если char(k) =
p > 0. По определению длина записи l(a) элемента a ∈ H0 равна
[log2 |a|] + 2, если H0 = Z и a 6= 0, равна 1, если H0 = Z и a = 0,
и равна [log2 p] + 1, если H0 = Fp. Дополнительно мы будем предпола-
гать, что Φ ∈ H0[t1, . . . , tl, Z] (здесь нет потери общности).

Пусть X1, . . . , Xn – переменные. Каждый многочлен g∈ H0[t1, . . . , tl,
X1, . . . , Xn] представляется в виде

g =
∑

i1,...,il, j1,...,jn

gi1,...,il,j1,...,jnt
i1
1 . . . tilX i1

1 . . .X in
n ,
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где gi1,...,il,j1,...,jn ∈ H0. Степени degt1,...,tl g и degX1,...,Xn
g определя-

ются естественным образом. Далее, по определению длина записи ко-
эффициентов равна

l(g) = max
i1,...,il, j1,...,jn

l(gi1,...,il,j1,...,jn).

Мы представляем многочлен Φ в виде Φ =
∑

06i6N

ΦiZ
i, где Φi ∈

H0[t1, . . . , tl] и N = degZ(Φ) − 1. По определению l(Φ) = max
06i6N

l(Φi).

Далее мы будем предполагать, что l(Φ) 6 M1 и degt1,...,tl,Z Φ 6 d1, где
d1 > 2.

Каждый элемент z∈H(t1, . . . , tl)[θ][X1, . . . , Xn] представляется в ви-
де z =

∑

06i6N zi/z
′, где z′, zi ∈ H0[t1, . . . , tl, X1, . . . , Xn], z

′ 6= 0 и наи-

больший общий делитель всех элементов z′, z0, . . . , zN равен 1 в кольце
H0[t1, . . . , tl, X1, . . . , Xn]. Такое представление однозначно определено
с точностью до знака в случае нулевой характеристики и с точностью
до ненулевого множителя из Fp, если char(k) = p > 0. По определению

degt1,...,tl z = max
06i6N

{degt1,...,tl zi, degt1,...,tl z
′},

degX1,...,Xn
z = max

06i6N
{degX1,...,Xn

zi, degX1,...,Xn
z′}

и длина записи коэффициентов равна l(z) = max06i6N{l(zi), l(z
′)}.

Пусть f1, . . . , fm∈k[X1, . . . , Xn] – многочлены. Эти многочлены за-
даны, и мы предполагаем, что

degX1,...,Xn
fi 6 d, где degt1,...,tl fi 6 d2

и l(fi) 6 M для всех i, 0 6 i 6 m, и некоторых d, d2 > 2.
Обозначим через I ⊂ k[X1, . . . , Xn] = A полиномиальный идеал,

порождённый многочленами f1, . . . , fm. Мы предлагаем простой ал-
горитм для вычисления всех изолированных примарных компонент
идеала I и доказываем теорему 1, см. ниже.

Более точно, пусть p – изолированный ассоциированный простой
идеал идеала I. Пусть Vp = Z(p) – алгебраическое многообразие всех

общих нулей многочленов из идеала p в An(k). Пусть dimVp = n− s.
Обозначим через kp конечное расширение поля k, которое является
полем определения многообразия Vp. Пусть Ip является p-примарной
компонентой идеала I. Тогда для всякого p мы строим поле kp, поле
частных K ′

p кольца определённых над kp регулярных функций kp[Vp]
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алгебраического многообразия Vp. Следовательно, поле частных Kp

кольца A/p изоморфно k⊗kp
K ′

p. Далее, строятся следующие объекты.

(i) Полиномиальный идеал J ⊂ k[X1, . . . , Xn], такой, что Ip явля-
ется единственной изолированной примарной компонентой иде-
ала J . Идеал J задаётся системой образующих gp,1, . . . , gp,mp

∈
kp[X1, . . . , Xn]. Все степени удовлетворяют неравенствам
degX1,...,Xn

gp,i 6 d2s, 1 6 i 6 mp.
(ii) Конечномерную Kp-алгебру Kp⊗A (A/Ip). Эта алгебра задаёт-

ся еë базисом над Kp с таблицей умножения. Следователь-
но, Ip совпадает с ядром естественного гомоморфизма A →
Kp ⊗A (A/Ip). Фактически эти объекты заданы над полем K ′

p

естественным образом.

Обозначим через V = Z(f1, . . . , fm) алгебраическое многообразие всех
общих нулей многочленов f1, . . . , fm в An(k). Отметим, что гомомор-
физм A/I → Kp ⊗A (A/Ip) для примарного идеала Ip является анало-

гом общей точки k[V ] → Kp неприводимой компоненты Z(p) алгебра-
ического многообразия V .

Теорема 1. Время работы предложенного алгоритма для построе-

ния всех объектов из пунктов (i) и (ii) полиномиально от (dnd1d2)
l+1,

dn
2

, M1, M2, m и p. Аналогично, например, работе [3] можно приве-

сти подробные эффективные оценки на степени и длины записи коэф-

фициентов всех объектов, встречающихся в этом алгоритме (здесь
мы оставляем подробности заинтересованному читателю).

Таким образом, время работы алгоритма из теоремы 1 по существу
то же самое, что и время работы алгоритма для решения системы
полиномиальных уравнений f1 = · · · = fm = 0, см. [2–6].

§1. Доказательство теоремы 1

Прежде всего, мы сведём проблему к однородному случаю. Поло-
жим hA = k[X0, . . . , Xn]. Для всякого многочлена f ∈ A обозначим
через

hf = X
degX1,...,Xn

f

0 (X1/X0, . . . , Xn/X0) ∈
hA

гомогенизацию многочлена f . Для всякого идеала a ⊂ A определим

ha = {z ∈ hA : ∃N ∃a (0 6 N ∈ Z& a ∈ a&XN
0 z = ha)}.
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По определению ha является гомогенизацией идеала a, так что ha –
однородный идеал.

Обратно, если b ⊂ hA – однородный идеал, то положим b′ = {b|X0=1 :
b ∈ b}. Тогда b′ ⊂ A является идеалом. Далее, для всякого идеала
a ⊂ A мы имеем (ha)′ = a.

Следующие утверждения получаются непосредственно, и мы остав-
ляем их доказательства читателю. Здесь достаточно использовать
стандартные факты, например, из [1].

Пусть p ⊂ A – простой идеал. Тогда hp ⊂ hA также является про-
стым идеалом. Далее, если q является p-примарным идеалом, то hq

является hp-примарным идеалом.
Пусть a ⊂ A – произвольный идеал и a =

⋂

p∈Ass(a)
ap является не-

сократимым примарным разложением идеала a, где ap – p-примарная
компонента идеала a для всякого p ∈ Ass(a). Тогда множество ас-
социированных простых идеалов идеала ha равно {hp : p ∈ Ass(a)}
и ha =

⋂

p∈Ass(a)

hap является несократимым примарным разложением

идеала ha ⊂ hA.
Пусть a ⊂ A – произвольный идеал. Положим a равным однородно-

му идеалу кольца hA, порождённому всеми многочленами {ha : a ∈ a}.
Тогда a′ = a. Далее, для всякого простого идеала p ∈ Ass(a) \ Ass(ha)
имеем X0 ∈ p, и через ap мы обозначаем p-примарную компоненту
идеала a (в некотором фиксированном примарном разложении идеала
a). Тогда a =

⋂

p∈Ass(a)

hqp ∩
⋂

p∈Ass(a)\Ass(ha)
ap является несократимым

примарным разложением идеала a (подсказка для доказательства: для
достаточно большого целого числа N > 0 мы имеем ha = a : XN

0 ). По-
ложим ∞a =

⋂

p∈Ass(a)\Ass(ha)
qp. Тогда a = ha ∩ ∞a и XN

0 ∈ ∞a для

достаточно большого целого числа N > 0.

Пусть b ⊂ hA – однородный идеал. Тогда hA/b является градуиро-
ванным hA-модулем. Для всякого целого числа m > 0 через (hA/b)m
обозначим m-ю однородную компоненту модуля hA/b. Тогда (hA/b)m
является конечномерным векторным пространством над полем k. Ха-
рактеристическая функция χ идеала b определяется по формуле
χ(m) = dimk(

hA/b)m. Существует многочлен P ∈ Q[Z] (это много-

член Гильберта модуля hA/b), такой, что для всех достаточно больших
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m > 0 мы имеем χ(m) = P (m). Мы будем обозначать χ(m) = χb(m) и
P = Pb, если важна зависимость от b.

Пусть Vb – многообразие всех общих нулей в Pn(k) многочленов
из идеала b. Степень degZ P совпадает с размерностью dimVp. Пусть
degZ P > 0. Тогда степень deg b идеала b по определению равна deg b =
(degZ P )!lcZP , где lcZP – старший коэффициент многочлена P . Если
degZ P = −1, т.е. P = 0 (или, что то же самое, Vb = ∅), то по опреде-
лению deg b = 0. Мы имеем deg b ∈ Z для всех однородных идеалов b.

В [7, лемма 1], мы доказали следующий факт. Пусть f1, . . . , fs∈
hA,

1 6 s 6 n, являются однородными многочленами. Положим b ⊂ hA
равным идеалу, порождённому многочленами f1, . . . , fs. Пусть b =

⋂

p∈Ass(b)
bp – примарное разложение идеала b. Обозначим через Assi(b)

множество всех изолированных простых идеалов идеала a. Положим
b(s) =

⋂

p∈Assi(b),ht(p)=s

bp, где ht(p) – высота простого идеала p (здесь

ht(p) равна коразмерности многообразия Z(p) в Pn(k)). Тогда

χb(s)(m) 6

(

m+ n− s

n− s

)

∏

16i6s

di

и, следовательно, deg b(s) 6 d1d2 . . . ds. Это обобщает неравенство Безу
на случай примарных идеалов (последнее неравенство для deg b(s) не-
тривиально, поскольку размерность dimVb может быть больше n− s).

Лемма 1. Пусть p ⊂ hA – однородный простой идеал и q является

p-примарным идеалом степени deg q = ν deg p > 1 для некоторого

ν > 0. Тогда ν – целое число и pν ⊂ q.

Доказательство. Действительно, существует ненулевой однородный
многочлен a ∈ hA \ q, такой, что pa ⊂ q. Положим q1 = hAa + q.
Тогда для всякого P ∈ Ass(q1) имеем P ⊃ p. Положим q1,P рав-
ным P-примарной компоненте идеала q1 в некотором фиксирован-
ном примарном разложении идеала q1. Если p 6∈ Ass(q1), то положим
q1,p = hA. Рассматривая эпиморфизм hA/q1 →

hA/q1,p и мономорфизм
hA/q1 →

∏

P∈Ass(q1)

hA/P, мы получаем, что в любом случае χq1,p(m) 6

χq1(m) 6
∑

P∈Ass(q1)

χq1,P
(m) для всякого целого числа m > 0. Но если

P 6= p, то degPq1P
< degPp, и если p ∈ Ass(q1), то degPq1P

< degPq1,p .
Теперь из точной последовательности 0 → A/p → A/q → A/q1 → 0 мы
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получаем, что deg q = deg p+deg q1,p. Положим ν1 = deg q1/ deg p, если
q1,p 6= hA, и ν1 = 0, если q1,p = hA. По индукции ν1 ∈ Z и pν1 ⊂ q1,p.
Следовательно, ν = ν1 + 1 ∈ Z и pν1 ⊂ hAa+ q. Таким образом, pν ⊂ q.
Лемма доказана. �

Лемма 2. Пусть многочлены f1, . . . , fm – такие же, как во введении.

Положим f =
∑

16i6m

Afi равным идеалу кольца A. Пусть p ∈ Assi(f) и

ht(p) = s, где 0 6 s 6 n. Обозначим через b идеал, порождённый всеми

полиномами bp
s

, где b ∈ p и degX1,...,Xn
b 6 ds. Положим q = f + b.

Тогда Assi(q) = {p} и p-примарная компонента qp идеала q совпадает

с p-примарной компонентой fp идеала f.

Доказательство. Мы имеем Z(b) = Z(p) в An(k), см. [2–4], более
точно, например, [4, лемма 7]. Аналогично Z(hb) = Z(hp). Поэтому
также Z(q) = Z(p) и Z(hq) = Z(hp).

Существуют многочлены g1, . . . , gs ∈ f, такие, что deg gi 6 d для всех
1 6 i 6 s и Z(p) является неприводимой компонентой алгебраического
многообразия Z(g1, . . . , gs) в An(k). Положим g =

∑

16i6s Agi ⊂ A. То-

гда p ∈ Assi(g). Через gp обозначим p-примарную компоненту идеала g.
Тогда, очевидно, gp ⊂ fp. Следовательно, также hgp ⊂ hfp. Мы имеем

deg hgp 6 ds, см. [7, лемма 1]. Следовательно, deg hfp 6 ds. Согласно

лемме 1, применëнной к hp вместо p, имеем (hp)d
s

⊂ hfp. Следовательно,
также hb ⊂ hfp. Поэтому b ⊂ fp. Отсюда вытекает, что qp = fp. Лемма
доказана. �

Сейчас мы можем описать требуемый алгоритм и доказать теоре-
му 1 (однако мы оставляем подробности читателю). Применяя алго-
ритм для решения систем полиномиальных уравнений, см. [2–6], мы
находим все простые идеалы p ∈ Assi(f). Более точно, положим I = f,
см. лемму 2. Для всякого p ∈ Assi(f) с ht(p) = s построим поля kp,
K ′

p, Kp и общую точку A/I → Kp. Затем мы строим систему обра-
зующих идеала b (линейно независимую над полем kp), см. лемму 2,
и полагаем J = I + b. После этого мы находим систему образующих
gp,1, . . . , gp,mp

∈ kp[X1, . . . , Xn] идеала J .
Теперь Kp⊗A(A/J) является конечномерной Kp-алгеброй. Мы стро-

им еë базис над полем Kp с таблицей умножения (фактически эта ал-
гебра определена над полем K ′

p). Рассмотрим мультипликативно за-
мкнутое множество Sp = A \ p. Тогда можно отождествить K ⊗A J =
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S−1
p J = S−1

p Ip = K ⊗A Ip. Следовательно, Kp ⊗A (A/J) = S−1
p (A/J) =

S−1
p (A/Ip) = Kp ⊗A (A/Ip).
Оценка на время работы описанного алгоритма немедленно следует

из [2–6]. Аналогично можно получить оценки на степени и длины за-
писи коэффициентов всех объектов, встречающихся в алгоритме. Тео-
рема доказана.
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Chistov A. L. Subexponential-time computation of isolated primary
components of a polynomial ideal.

We suggest an algorithm for constructing all the isolated primary com-
ponents of a given polynomial ideal. At the output, they are determined by
systems of generators up to embedded components, and also as kernels of
some homomorphisms. The complexity of this algorithm is subexponential
in the size of the input data.
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