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ПОЛУКОНЕЧНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

НА ГРАФЕ ГНЕДИНА–КИНГМАНА

§1. Введение

В работе Кингмана [9] были описаны случайные перестановочно-
инвариантные разбиения (random exchangeable partitions) множества
натуральных чисел. Такие разбиения параметризуются вероятностны-
ми мерами на симплексе Кингмана, элементы которого суть беско-
нечные последовательности вещественных чисел (α1 > α2 > . . . > 0) с
условием

∑
i

αi 6 1. Теорему Кингмана можно переформулировать в

терминах гармонических функций на некотором графе ветвления –
графе Кингмана K ([7, 8, 5]). Вершины этого графа соответствуют
диаграммам Юнга, а ребра отвечают правилу Пиери для мономиаль-
ного базиса в алгебре симметрических функций Sym.

Гнединым [1] был получен аналог теоремы Кингмана для линей-
но упорядоченных разбиений. В этом случае, как показано в [1], роль
симплекса Кингмана играет пространство открытых подмножеств еди-
ничного интервала. Теорему Гнедина можно тоже переформулировать
в терминах гармонических функций на некотором графе ветвления.
Этот граф мы обозначаем через GK и предлагаем называть графом
Гнедина–Кингмана. Его вершины состоят из всевозможных компози-
ций, а кратности ребер задаются правилом Пиери для мономиального
базиса в алгебре квазисимметрических функций QSym. Эта интер-
претация используется в работе Карева и Никитина [3], в которой тео-
рема Гнедина передоказана другим методом.

Цель настоящей работы – классифицировать неразложимые полу-

конечные гармонические функции на графе Гнедина–Кингмана. Усло-
вие полуконечности предполагает, что в некоторых вершинах функция
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принимает значение +∞; точное определение дано в §2.1. Основной ре-
зультат дается теоремой 4.6. Она показывает, что параметрами клас-
сификации служат конечные наборы непересекающихся интервалов в
(0, 1) плюс некоторые дискретные данные (наборы композиций).

Применительно к графу Кингмана задача о полуконечных гармо-
нических функциях была решена Вершиком и Керовым [4, 6]. Говоря
неформально, наш результат соотносится с их результатом так же, как
теорема Гнедина соотносится с теоремой Кингмана.

Используя естественное вложение колец Sym →֒ QSym, можно уста-
новить некоторое соответствие между полуконечными гармонически-
ми функциями на графах GK и K. Его точное описание дается в пред-
ложении 4.15.

В заключение отметим, что граф GK служит диаграммой Браттели
некоторой AF-алгебры, а неразложимые полуконечные гармонические
функции на GK соответствуют нормальным факторпредставлениям
этой алгебры типа I∞ и II∞.

§2. Граф Гнедина–Кингмана и гармонические функции

Граф Гнедина–Кингмана GK – это градуированный граф GK =⊔
n>0

GKn, где GKn – это множество всех композиций (упорядоченных

разбиений) числа n. По опредедению полагается GK0 = {∅}.
Ребра между композициями с соседних уровней устроены следую-

щим образом. Пусть µ = (n1, . . . , nk), |µ| = N , тогда композиция µ
соединена ребрами со всеми композициями ν, |ν| = N − 1, которые
получаются из µ

• уменьшением одного из чисел ni на единицу при ni > 2,
• извлечением единицы из последовательности единиц, что умень-

шает длину этой последовательности на 1:

(1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
j

7→ (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
j−1

.

В первом случае кратность ребра равна 1, во втором случае она
равна j (см. рис. 1).

Замечание 2.1. Ребра в графе GK отражают правило Пиери для
мономиальных квазисимметрических функций Mλ (см. [10, (3.12)] для
случая α = (1)).
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Если из ν в µ идет по крайней мере одно ребро, то мы пишем ν ր µ.
Кратность ребра, идущего из ν в µ, будем обозначать через κ(ν, µ).
По определению полагается κ(ν, µ) = 0, если |µ| − |ν| 6= 1 или же
ν ∈ GKN−1, µ ∈ GKN , но ν и µ не соединены ни одним ребром.

Путем будем называть последовательность композиций λ1, λ2, λ3, . . .
(конечную или бесконечную) с условием λi ր λi+1 для любого i.

Будем говорить, что µ лежит выше, чем ν, если µ лежит на более
высоком уровне, чем ν, и их можно соединить путем. В этом случае
мы будем писать µ > ν.

∅

Рис. 1. Граф Гнедина–Кингмана.

Определение 2.2. Функция ϕ : GK→ R>0∪{+∞}, заданная на мно-
жестве вершин графа GK, называется гармонической, если она удо-
влетворяет условию

ϕ(λ) =
∑

µ:λրµ

κ(λ, µ)ϕ(µ), λ ∈ GK.

Замечание 2.3. Мы пользуемся следующими соглашениями:

• x+ (+∞) = +∞, x ∈ R;
• (+∞) + (+∞) = +∞;
• 0 · (+∞) = 0.

Наблюдение 2.4. Пусть ϕ – произвольная гармоническая функция.
Если ϕ(λ) < +∞, то для любой композиции µ, такой, что µ > λ, мы
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имеем ϕ(µ) < +∞. Кроме того, если ϕ(λ) = 0, то для любой компози-
ции µ, такой, что µ > λ, мы имеем ϕ(µ) = 0.

Определение 2.5. Множество всех λ ∈ GK, для которых ϕ(λ) < +∞,
мы будем называть идеалом конечности функции ϕ. Идеал нулей функ-
ции ϕ будет обозначаться через kerϕ, а ее носитель {λ∈GK | ϕ(λ)>0}
– через suppϕ.

Замечание 2.6. Такие названия обусловлены тем, что множество вер-
шин I ⊂ GK, удовлетворяющее свойству λ ∈ I, µ > λ =⇒ µ ∈ I, при-
нято называть идеалом в графе ветвления [8].

Определение 2.7. Гармоническая функция ϕ называется конечной,
если ϕ(λ) < +∞ для всех λ ∈ GK.

Замечание 2.8. Конечные гармонические функции предполагаются
нормированными: ϕ(∅) = 1.

Определение 2.9. Конечная гармоническая функция ϕ называет-
ся неразложимой, если для любых конечных гармонических функ-
ций ϕ1, ϕ2 и положительных вещественных чисел c1, c2, таких, что
c1+c2=1, мы имеем ϕ = c1ϕ1 + c2ϕ2 =⇒ ϕ = ϕ1 или ϕ = ϕ2.

По каждой конечной гармонической функции ϕ можно построить
функционал Fϕ : QSym→ R:

Fϕ(Mλ) = ϕ(λ),

где Mλ – мономиальная квазисимметрическая функция [10].
Такой функционал удовлетворяет следующим свойствам:

(1) Fϕ(Mλ) > 0;
(2) Fϕ(M(1)Mλ) = Fϕ(Mλ);
(3) Fϕ(1) = 1.

Предложение 2.10. Cоответствие ϕ←→ Fϕ задает биекцию меж-

ду конечными гармоническими функциями на GK и функционалами

QSym→ R,

удовлетворяющими свойствам (1), (2), (3).

Мы будем отождествлять ϕ и Fϕ и использовать для них одинаковое
обозначение ϕ.
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Теорема 2.11 (теорема Вершика–Керова о кольце, [2, Proposition 8.4]).
Конечная гармоническая функция ϕ на графе GK неразложима тогда

и только тогда, когда она задает мультипликативный функционал:

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b) для любых a, b ∈ QSym.

2.1. Полуконечные гармонические функции и аддитивные

R>0-линейные отображения K → R>0 ∪ {+∞}. Рассмотрим алгеб-
ру R = QSym/(M(1) − 1) и положительный конус K ⊂ R, натянутый на
образы мономиальных квазисимметрических функций:

K = span
R>0

(
[Mλ] | λ ∈ GK

)
,

где [ · ] : QSym ։ R – канонический гомоморфизм. Отметим, что этот
конус замкнут относительно умножения: K ·K ⊂ K. Конус K задает
частичный порядок >K на алгебре R: a >K b ⇐⇒ a− b ∈ K.

Каждая гармоническая функция ϕ задает аддитивное R>0-линейное
отображение Fϕ : K → R>0 ∪ {+∞}:

Fϕ([Mλ]) = ϕ(λ).

Напомним, что мы пользуемся соглашением 0 · (+∞) = 0, см. заме-
чание 2.3.

Определение 2.12. Гармоническая функция ϕ называется полуко-

нечной, если она не является конечной и отображение

Fϕ : K → R>0 ∪ {+∞}

обладает следующим свойством полунепрерывности снизу:

Fϕ(a) = sup
b∈K : b6Ka,
Fϕ(b)<+∞

Fϕ(b), a ∈ K. (1)

Наблюдение 2.13. Если Fϕ(a) < +∞, то условие (1) превращается в
тривиальное равенство Fϕ(a) = Fϕ(a).

Замечание 2.14. Гармоническая функция ϕ является полуконечной
тогда и только тогда, когда существует элемент a ∈ K, такой, что
Fϕ(a) = +∞, и для любого такого a найдется последовательность
{an}n>1 ⊂ K, такая, что an 6K a, Fϕ(an) < +∞ и lim

n→+∞
Fϕ(an) = +∞.

Замечание 2.15. Если ϕ – полуконечная гармоническая функция на
GK, то найдется вершина λ ∈ GK, такая, что ϕ(λ) = +∞, и для любой
такой λ найдется вершина µ > λ, такая, что 0 < ϕ(µ) < +∞.
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Предложение 2.16. Cоответствие ϕ←→ Fϕ задает биекцию меж-

ду полуконечными гармоническими функциями на графе GK и R>0-ли-

нейными аддитивными отображениями K → R>0 ∪ {+∞}, удовле-

творяющими свойству (1).

Мы будем отождествлять ϕ и Fϕ и использовать для них одинаковое
обозначение ϕ.

Определение 2.17. Полуконечная гармоническая функция ϕ назы-
вается неразложимой, если для любой конечной (не равной тожде-
ственно нулю) или полуконечной гармонической функции ϕ′, такой,
что ϕ > ϕ′, мы имеем ϕ = cϕ′ для некоторого c ∈ R.

Теорема 2.18 ([6, p. 144]). Пусть ϕ – полуконечная неразложимая

гармоническая функция на GK. Тогда существует ψ, конечная нераз-

ложимая гармоническая функция на GK, такая, что для любого a∈K
и любого b ∈ K, такого, что ϕ(b) < +∞, выполнено равенство

ϕ(a · b) = ψ(a) · ϕ(b). (2)

§3. Конечные гармонические функции на графе

Гнедина–Кингмана

Опишем неразложимые конечные гармонические функции на графе
Гнедина–Кингмана с непустым множеством нулей [3].

Определение 3.1. Пусть U0 – множество всевозможных открытых
подмножеств единичного интервала, состоящих из конечного объеди-
нения интервалов, общая длина которых равна единице. Интервалы
разделяются на два типа: h-интервалы и v-интервалы (h – от “horizon-
tal”, а v – от “vertical”). Два v-интервала не могут идти подряд, а h-ин-
тервалы могут.

Замечание 3.2. Аналогом v-интервалов в графе Кингмана является
параметр γ = 1−

∑
i

αi, поэтому они будут обозначаться символом γ с

индексом, а h-интервалы – символом u с индексом.

Замечание 3.3. Графически h-интервалы будут изображаться отрез-
ками, окруженными круглыми скобками, а v-интервалы будут изобра-
жаться отрезками без каких-либо скобок.
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Пример 3.4. Следующий элемент u ∈ U0 состоит из четырех h-ин-
тервалов u1, u2, u3, u4 и двух v-интервалов γ1, γ2:

Каждому элементу u ∈ U0 соответствует конечная гармоническая
функция ϕu на графе Гнедина–Кингмана GK [1]. Описание функции
ϕu будет очень похоже на конструкцию Керова границы графа Юнга,
см. [2, pp. 13–18] и особенно [2, pp. 18–19, Remark 4.8].

Для того чтобы явно задать функцию ϕu, нам понадобятся следу-
ющие два гомоморфизма ψ+, ψ− : QSym→ R, заданные по правилам

ψ+(Mλ)=

{
1, если λ=(n),

0 иначе,
ψ−(Mλ)=





1

n!
, если λ=(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

),

0 иначе.

(3)

Пусть u состоит в сумме изm интервалов. Каждому из h-интервалов
поставим в соответствие гомоморфизм ψ+, а каждому из v-интервалов
– гомоморфизм ψ−. Тогда мы получим набор гомоморфизмов

ψ1, . . . , ψm : QSym→ R.

Для вещественного числа t 6= 0 обозначим через rt автоморфизм
алгебры QSym, заданный по правилу Mλ 7→ t|λ|Mλ.

Через ∆ обозначается коумножение в алгебре QSym, а отображение

∆(n) : QSym→ QSym⊗n

определяется индуктивно:

∆(n+1) = (∆⊗ 1) ◦∆(n) = (1⊗∆) ◦∆(n), ∆(2) = ∆.

Обозначим через w = (w1, . . . , wm) набор длин интервалов элемента
u, взятых в естественном порядке слева направо.

Гармоническая функция ϕu определяется следующим образом:

ϕu(λ) = (ψ1 ⊗ . . .⊗ ψm) ◦ (rw1
⊗ . . .⊗ rwm

) ◦∆(m)(Mλ). (4)

Замечание 3.5. При каждом фиксированном λ правая часть равен-
ства (4) задает некоторую функцию на U0, которую мы будем обозна-
чать через M◦

λ(u).
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Опишем множество suppϕu вершин, на которых ϕu принимает нену-
левое значение. Для этого нам понадобится некоторая “бесконечная”
композиция.

Определение 3.6. Бесконечной композицией GKu, соответствующей
элементу u ∈ U0, мы будем называть последовательность из строк и
столбцов бесконечной длины. Строки соответствуют h-интервалам в u,
а столбцы – v-интервалам. Строки и столбцы в бесконечной компози-
ции идут в том же порядке, в котором шли h-интервалы и v-интервалы
в u. Мы будем отождествлять эту бесконечную композицию с множе-
ством (обычных) композиций, содержащихся внутри нее, и обозначать
это множество тем же символом GKu. Таким образом, каждая ком-
позиция из GKu может быть представлена в виде последовательного
объединения строк и столбцов произвольной (быть может, нулевой)
длины с тем условием, что строки соответствуют h-интервалам эле-
мента u, а столбцы – v-интервалам.

∞

∞

∞

Рис. 2. Бесконечная композиция GKu для элемента
u ∈ U0 из примера 3.4. Строки и столбцы из белых кле-
ток имеют бесконечную длину.

Замечание 3.7. Бесконечная композиция GKu никак не зависит от
длин интервалов, но зависит от их взаимного расположения.

Предложение 3.8. suppϕu = GKu.
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§4. Основные результаты

Теперь мы опишем неразложимые полуконечные гармонические фун-

кции ϕũ, соответствующие элементам ũ ∈ Ũ0. Мы приведем два экви-
валентных описания функций ϕũ.

Определение 4.1. Рассмотрим множество Ũ0, состоящее из всевоз-
можных наборов (u, γ;λ0, λ1 . . . , λm), где

• u, γ – открытые непересекающиеся подмножества единично-
го интервала, состоящие из несвязного объединения конечного
числа интервалов, общая длина которых равна единице. Ин-
тервалы из u называются h-интервалами, а интервалы из γ
называются v-интервалами.
• m – общее число интервалов в u и γ;
• λi – некоторые композиции; хотя бы одна из них непустая. Мы

считаем, что эти композиции находятся в граничных точках
h-интервалов и v-интервалов. Таким образом, λ0 находится в
начале единичного отрезка, а λm – в конце. Если два v-ин-
тервала идут подряд, то композиция, разделяющая их, обя-
зательно непустая. Кроме того, композиция, стоящая рядом с
v-интервалом, не может касаться его числом 1, то есть край-
ний со стороны v-интервала символ в композиции должен быть
не меньше 2. Композиции λi будут называться разделяющими

композициями.

Пример 4.2. Следующий элемент ũ ∈ Ũ0 состоит из четырех h-ин-
тервалов u1, u2, u3, u4 и трех v-интервалов γ1, γ2, γ3; последние два v-ин-
тервала находятся рядом друг с другом, но разделены композицией
(3, 1, 5):

В этом случае m = 7 и композиции λi следующие:

λ0 = (1, 1, 1), λ1 = ∅, λ2 = (5, 3), λ3 = (1, 3),

λ4 = λ5 = ∅, λ6 = (3, 1, 5), λ7 = ∅.
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4.1. Первое описание функции ϕũ и основная теорема. Для то-
го чтобы явно описать функцию ϕũ, мы отдельно опишем ее носитель
suppϕũ и идеал конечности. После этого мы зададим ϕũ на тех компо-
зициях, которые одновременно лежат в suppϕũ и в идеале конечности
функции ϕũ.

Мы опишем suppϕũ по аналогии с конечными гармоническими функ-
циями. Для них мы по каждому элементу u ∈ U0 построили бесконеч-
ную композицию GKu и множество suppϕu состояло из всех компози-
ций, содержащихся внутри GKu.

Определение 4.3. Бесконечной композицией GKũ, соответствующей

элементу ũ ∈ Ũ0, мы будем называть последовательность из строк и
столбцов бесконечной длины, а также обычных композиций. Строки
соответствуют h-интервалам, бесконечные столбцы – v-интервалам, а
конечные композиции – разделяющим композициям в ũ. Бесконечные
строки, бесконечные столбцы и конечные композиции идут в GKũ в
том же порядке, в котором шли h-интервалы, v-интервалы и разде-
ляющие композиции в ũ. Мы будем отождествлять эту бесконечную
композицию с множеством композиций, содержащихся внутри нее, и
обозначать это множество тем же символом GKũ.

По определению полагается suppϕũ = GKũ.
Для того чтобы описать идеал конечности функции ϕũ, нам пона-

добится специальная композиция λũ. Будем говорить, что h-интервал
соседствует с v-интервалом, если они находятся рядом и разделены
пустой композицией. Композиция λũ строится следующим образом:
мы берем ũ и на месте каждого h-интервала пишем 1, если он не со-
седствовал с v-интервалом, и 2 в противном случае; разделяющие ком-
позиции не изменяются. После этого мы считываем все числа, которые
у нас получились (числа, соответствующие h-интервалам и разделяю-
щим композициям), слева направо и обозначаем результат через λũ.

По определению полагается, что идеал конечности функции ϕũ со-
стоит из всех композиций, которые находятся выше, чем λũ (то есть
> λũ), или не лежат в GKũ.

Мы описали идеал конечности и множество нулей функции ϕũ.
Дальнейшего внимания достойно лишь множество всех композиций,
которые одновременно лежат внутри GKũ и содержат λũ. Обозначим
это множество через (GKũ)

λũ .
Композиции из (GKũ)

λũ естественным образом отождествляются с
вершинами пирамиды Паскаля Pm, гдеm – число интервалов в ũ. Дело
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Рис. 3. Бесконечная композиция GKũ для элемента ũ
из примера 4.2. Белые клетки обозначают бесконечные
строки и столбцы, а серые – композиции конечного
размера. Композиция λũ обозначена заштрихованны-
ми клетками.

в том, что композиция λũ может расти внутри GKũ очень ограничен-
ным образом – расти могут только строки и столбцы, соответствующие
h-интервалам и v-интервалам из ũ. Обозначим отображение вершин
(GKũ)

λũ
∼
→ Pm через λ 7→ λ±. Это отображение заключается в том,

что композиции, лежащей выше λũ, мы сопоставляем набор длин “на-
ростов” на строках и столбцах композиции λũ, соответствующих h-ин-
тервалам и v-интервалам. Эти длины “наростов” записываются в λ± в
естественном порядке – слева направо, если говорить об интервалах,
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или сверху вниз, если говорить о бесконечной композиции GKũ. Набор
чисел λ± мы можем разбить на два поднабора – числа, соответству-
ющие h-интервалам и v-интервалам. Первый набор чисел обозначим
через λ+, а второй через λ−.

Для элемента ũ ∈ Ũ0 символами u и γ обозначаются наборы длин
h-интервалов и v-интервалов.

Определение 4.4. Положим

ϕũ(λ) =





γλ−

λ−!
uλ+ , если λ ∈ (GKũ)

λũ ,

+∞, если λ ∈ GKũ\(GKũ)
λũ ,

0, если λ /∈ GKũ.

(5)

Мы пользуемся обозначениями xµ = xµ1

1 xµ2

2 . . . и x! = x1!x2! . . . для
x = (x1, x2, . . .).

Предложение 4.5. Функция ϕũ является неразложимой, полуко-

нечной и гармонической.

Теорема 4.6. Если ϕ – полуконечная неразложимая гармоническая

функция на графе Гнедина–Кингмана GK, то ϕ пропорциональна функ-

ции ϕũ для некоторого ũ ∈ Ũ0.

4.2. Второе описание ϕũ. Пусть ũ ∈ Ũ0 и ε – вещественное поло-
жительное число. Обозначим через uε открытое подмножество веще-
ственной прямой, которое получается из ũ следующим образом: вме-
сто каждой разделяющей композиции мы внедряем столько интерва-
лов длины ε, какова была длина композиции. Длины h-интервалов и
v-интервалов при этом не меняются, но сами интервалы немного сдви-
гаются (не имеет значения, в какую сторону от точки, в которую мы
внедрили ε-интервал).

Пример 4.7. Множество uε для элемента ũ ∈ Ũ0 из примера 4.2:

Замечание 4.8. Переход от ũ к uε соответствует тому, что мы на
рис. 3 заменяем все серые заштрихованные строки на бесконечные
строки из белых клеток и тем самым получаем GKuε .
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Рис. 4. “Наросты” на композиции λũ внутри GKũ для
элемента ũ из примера 4.2. Композиция λũ обозначе-
на заштрихованными клетками. Композиция λ состо-
ит из заштрихованных, светло-серых и темно-серых
клеток. Наборы чисел λ+ = (3, 9, 0, 4), λ− = (4, 0, 2)
и λ± = (3, 4, 9, 0, 4, 0, 2) – это наборы из длин темно-
серых, светло-серых, а также и тех и других строк со-
ответственно. Притом, если внутри белой строки или
белого столбца не окажется закрашенных клеток, то
на соответствующем месте в λ±, а также в λ+ или λ−
пишется ноль.

Замечание 4.9. Отметим, что uε уже не будет подмножеством еди-
ничного интервала, однако правая часть формулы (4) по-прежнему
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имеет смысл. Таким образом, определено выражение M◦
λ(u

ε). Кроме
того, {λ ∈ GK |M◦

λ(u
ε) > 0} = GKuε .

Пусть ũ = (u, γ;λ0, λ1 . . . , λm). Введем следующее обозначение: n(ũ) =
|λ0|+ |λ1|+ . . .+ |λm|.

Предложение 4.10. Имеем

ϕũ(λ) =





lim
ε→0

1

εn(ũ)
·M◦

λ(u
ε), если λ ⊇ λũ,

0, если λ /∈ GKũ,

+∞ иначе.

(6)

Замечание 4.11. В правой части формулы (6) первый и второй слу-
чай могут пересекаться. В предложении 4.10 утверждается, в частно-

сти, что lim
ε→0

1

εn(ũ)
·M◦

λ(u
ε) = 0, если λ /∈ GKũ и λ ⊇ λũ.

Пример 4.12. Давайте посчитаем предел из формулы (6) для следу-

ющего элемента ũ ∈ Ũ0:

В этом случае uε имеет вид

Кроме того, λũ = (3, 1, 1) и GKũ, GKuε имеют следующий вид (за-
штрихованными клетками обозначена композиция λũ):

Далее мы предполагаем, что λ ⊇ (3, 1, 1).

• Если λ /∈ GKuε , то M◦
λ(u

ε) = 0.



52 Н. А. САФОНКИН

• Если λ ∈ GKuε , то λ = (n,m, k) при n > 3,m, k > 1. Тогда из
формулы (4) имеем M◦

λ(u
ε) = εn+m и

lim
ε→0

1

εn(ũ)
·M◦

λ(u
ε) = lim

ε→0
εn−3+m−1 =

{
1, если n = 3, m = 1,

0 иначе.

Таким образом,

lim
ε→0

1

εn(ũ)
·M◦

λ(u
ε) =

{
1, если λ = (3, 1, k), k > 1,

0, если λ /∈ GKũ, λ ⊇ (3, 1, 1).

4.3. Мультипликативность функций ϕũ. Теперь опишем конеч-
ную гармоническую функцию на графе GK, возникающую в свойстве
мультипликативности для полуконечных неразложимых гармониче-
ских функций (теорема 2.18). Обозначим через u открытое подмно-

жество единичного интервала, которое получается из ũ ∈ Ũ0 грубым
отбрасыванием всех разделяющих композиций. При таком отбрасыва-
нии v-интервалы, стоящие рядом, склеиваются в один, а h-интервалы
– нет.

Пример 4.13. Множество u для элемента ũ ∈ Ũ0 из примера 4.2
совпадает с элементом u ∈ U0 из примера 3.4 для подходящих длин h-
интервалов и v-интервалов. В частности, необходимо, чтобы интервал
γ2 из примера 3.4 был равен сумме γ2 и γ3 из примера 4.2.

Предложение 4.14.

ϕũ(MλMµ) =M◦
µ(u)ϕũ(Mλ), если λ ⊇ λũ или λ /∈ GKũ.

4.4. “Проекция” на граф Кингмана. Каждая полуконечная гар-
моническая функция на графе GK задает аддитивное R>0-линейное
отображение KQSym → R>0 ∪ {+∞}, где KQSym – положительный ко-
нус в QSym, натянутый на мономиальные квазисимметрические функ-
ции Mλ. Каждое такое отображение можно ограничить на положи-
тельный конус KSym ⊂ KQSym, соответствующий мономиальным сим-

метрическим функциям mλ. Тогда мы получим некоторую (бесконеч-
ную) гармоническую функцию на графе Кингмана.

Для описания этого ограничения нам потребуется следующий набор
данных:

• Набор невозрастающих положительных чисел – набор длин h-
интервалов в ũ взятых в порядке убывания длины. Обозначим
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этот невозрастающий набор через α1, . . . , αk и положим γ =
1− (α1 + . . .+ αk) =

∑
i

γi.

• “Нарост” в виде диаграммы Юнга – все разделяющие компози-
ции склеиваются в одну диаграмму Юнга. То есть они объеди-
няются в одну композицию, и потом ее строки упорядочивают-
ся по убыванию длины сверху вниз. Обозначим эту диаграмму
Юнга через ν.

Полуконечную гармоническую функцию на графе Кингмана, соот-
ветствующую набору (α, ν), обозначим через ϕK

α,ν , см. [4].

Предложение 4.15. Если ũ не имел ни одного v-интервала или ни-

какая из разделяющих композиций не имела строк длины 1, то

ϕũ(mλ) = ϕK

α,ν(λ), λ ∈ K.

В противном случае

ϕũ(mλ) =

{
+∞, если ϕK

α,ν(λ) 6= 0,

0 иначе.

Следует отметить, что во втором случае гармоническая функция не
является полуконечной.
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