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§1. Спектральные характеристики

многопараметрической полиномиальной матрицы

Спектральная задача1 для многопараметрической полиномиальной
m× n матрицы F (λ) = F (λ1, λ2, . . . , λq) ∈ Cm×n[λ] связана с задачей
нахождения нетривиальных решений уравнения

F (λ)x = 0, x ∈ Cn \ {0}, (1)

и условий их существования.
Первый вид нетривиального решения уравнения (1) – это рацио-

нальный (или полиномиальный) вектор x(λ), удовлетворяющий этому
уравнению при любых значениях мультипараметра λ = (λ1, λ2, . . ., λq):

F (λ)x(λ) = 0, x(λ) ∈ Cn(λ) \ {0}. (2)

Он существует только у сингулярной полиномиальной m × n матри-
цы F (λ), ранг ρ которой меньше числа ее столбцов: ρ < n. Сово-
купность таких векторов {x(λ)} образует правое нуль-пространство
Nc[F ] ≡ Nc(λ) ≡ kerF (λ) матрицы F (λ), размерность которого u :=
n − ρ ≡ dimNc[F ]. Полиномиальный вектор x(λ) ∈ Nc(λ) называет-
ся правым полиномиальным решением матрицы F (λ). Базис правого
нуль-пространстваNc(λ) может быть сформирован из линейно незави-
симых правых полиномиальных решений xi(λ), i = 1, . . . , u : Nc(λ) =
span(x1(λ), . . . , xu(λ)).

Очевидно, что значение x(λ∗) любого полиномиального решения
x(λ) ∈ Nc(λ), вычисленное при любом значении λ = λ

∗ ∈ Cq, удовле-
творяет соотношению вида (1): F (λ∗)x(λ∗) = 0. Обозначим Nc(λ

∗) =
span(x1(λ

∗), . . . , xu(λ
∗)) ⊂ Cn.

Ключевые слова: сингулярная многопараметрическая полиномиальная матри-
ца, спектр, кратные точки спектра жордановы полурешеток векторов, результант-
ный подход.

1Более подробное описание характеристик из §§1, 2 и 3 см. в работах [2–7].
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Замечание. Векторы x1(λ
∗), . . . , xu(λ

∗) могут оказаться линейно за-
висимыми, так что dimNc(λ

∗) 6 dimNc(λ).

Второй вид нетривиальных решений уравнения (1) – это отвечаю-
щий точке λ

∗ = (λ∗
1, λ

∗
2, . . . , λ

∗
q) ∈ Cq вектор x∗ ∈ Cn, который удовле-

творяет этому уравнению при фиксированном значении мультипара-
метра λ = λ

∗:

F (λ∗)x∗ = 0, x∗ /∈ Nc(λ
∗). (3)

Совокупность таких точек λ
∗ ∈ Cq будем называть конечным спек-

тром σc[F ] многопараметрической полиномиальной матрицы F (λ), а
вектор x∗ – соответствующим λ

∗ правым собственным вектором.
Очевидно, что необходимым и достаточным условием существова-

ния собственного вектора x∗, не принадлежащего Nc(λ
∗), является вы-

полнение неравенства ρ∗ := rankF (λ∗) < ρ. Таким образом, конечный
спектр σc[F ] многопараметрической полиномиальной m × n матрицы
F (λ) ранга ρ определяется как множество точек λ

∗ = (λ∗
1, λ

∗
2, . . . , λ

∗
q) ∈

Cq, координаты которых удовлетворяют системе нелинейных алгебра-
ических уравнений

F

(
i1, i2, . . . , iρ
j1, j2, . . . , jρ

)
≡ ε

(ρ)
ij (λ) = 0,

1 6 i1 < i2 < . . . < iρ 6 m,
1 6 j1 < j2 < . . . < jρ 6 n.

(4)

Левые части уравнений системы (4) представляют собой всевозмож-
ные миноры порядка ρ матрицы F (λ) размеров m × n, так что эта
система состоит из N =

(
m
ρ

)(
n
ρ

)
уравнений (через i и j обозначены со-

ответствующие мультииндексы i = (i1, i2, . . . , iρ), j = (j1, j2, . . . , jρ),
которые определяют номера строк и столбцов соответствующего ми-
нора). Таким образом, конечный спектр σc[F ] q-параметрической по-
линомиальной матрицы F (λ) представляет собой совокупность (q−k)-
мерных решений, 1 6 k 6 min{N, q}, q-мерного аффинного простран-
ства Cq. Эти решения будем для простоты называть (q − k)-мерными
собственными значениями матрицы F (λ). При k = 1 (q − 1)-мерное
собственное значение будем также называть собственным полиномом
матрицы F (λ). Таким образом, любой отличный от константы общий
делитель миноров из (4) является собственным полиномом матрицы.

Аналитическая (алгебраическая) кратность точки конечного спек-
тра σc[F ] определяется как кратность нуля системы нелинейных ал-
гебраических уравнений (4). Точка λ

∗ ∈ σc[F ] многопараметрической
полиномиальной матрицы F (λ) имеет аналитическую кратность r+1,
если в этой точке обращаются в нуль полные дифференциалы вплоть
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до порядка r левых частей ερij(λ) всех миноров из системы (4), и хотя
бы для одного из миноров значение дифференциала порядка r + 1 в
этой точке отлично от нуля. Конечный спектр матрицы F (λ) будем
называть полным, если при этом учитывается кратность всех его то-
чек.

Геометрической кратностью точки λ
∗ ∈ σc[F ] многопараметриче-

ской полиномиальной m × n матрицы F (λ) ранга ρ будем называть
число ε0 := ρ − ρ∗, где ρ∗ := rankF ∗, F ∗ ≡ F (λ∗). Как и в одно-
параметрическом случае, геометрическая кратность точки λ

∗ ∈ σc[F ]
многопараметрической полиномиальной матрицы F (λ) не превосходит
ее аналитическую кратность: ε0 6 r + 1.

Замечание. Очевидно, что Nc(λ
∗) 6= Nc[F

∗] = kerF (λ∗), так что
dimNc(λ

∗) 6 dimNc[F
∗].

§2. Жорданова полурешетка векторов

многопараметрической полиномиальной матрицы.

Порождающий корневой вектор

Рассмотрим векторные характеристики, относящиеся к кратным
точкам конечного спектра полиномиальной матрицы F (λ), обобщаю-
щие понятия жордановых цепочек векторов и порождающих корневых
векторов для однопараметрического случая (см., например, [1]).

Совокупность векторов {xk}, мультииндексы k = (k1, k2, . . . , kq) ко-
торых принадлежат полурешетке Kt, будем называть правой жорда-
новой полурешеткой векторов матрицы F (λ), отвечающей точке λ

∗ее
конечного спектра, если выполняются соотношения:

∑

k6l

1

k!
F (k)∗xl−k ≡

l1∑

k1=0

· · ·

lq∑

kq=0

1

k1!k2! . . . kq!
F (k)∗xl−k = 0,

l = (l1, l2, . . . , lq) ∈ Kt, l− k = (l1 − k1, l2 − k2, . . . , lq − kq),

(5)

причем x0 ∈ Nc(λ
∗). Если на полурешетке Kt+1 найдется хотя бы один

мультииндекс l ∈ Kt+1 \Kt, для которого система

F ∗z =
∑

0<k6l

1

k!
F (k)∗xl−k (6)

является несовместной, то число t+1 будем называть высотой жорда-
новой полурешетки.
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Полиномиальный вектор x(λ) будем называть правым порождаю-
щим корневым вектором порядка t матрицы F (λ), отвечающим точ-
ке λ

∗ ее конечного спектра, если на полурешетке Kt мультииндексов
k = (k1, k2, . . . , kq) выполняются равенства

∂|k|[F (λ)x(λ)]

∂λk1

1 . . . δλ
kq
q

∣∣∣∣∣
λ=λ∗

= 0, (7)

причем x(λ∗) /∈ Nc(λ
∗), и на полурешетке Kt+1 найдется хотя бы один

мультииндекс l ∈ Kt+1 \ Kt, для которого равенство вида (7) не вы-
полняется.

Замечание. Равенства нулю значений частных производных в (7)
можно заменить равенствами нулю значений дифференциалов:

dτ [F (λ)x(λ)]
∣∣
λ=λ∗

= 0, τ = 0, 1, . . . , t, (8)

а отличие от нуля значения одной из производной порядка t+ 1 запи-
сать в виде

dt+1[F (λ)x(λ)]
∣∣
λ=λ∗

6= 0.

Лемма. Справедливы следующие свойства правых векторных харак-
теристик:

(i) Любая правая жорданова полурешетка векторов, отвечающая
точке λ

∗ конечного спектра матрицы F (λ), начинается с собствен-
ного вектора x0, удовлетворяющего уравнению (3). В частности, то-
чке λ

∗ кратности единица отвечает жорданова полурешетка поряд-
ка (и кратности) единица, состоящая из единственного собственно-
го вектора.

(ii) Правый порождающий корневой вектор x(λ), отвечающий точ-
ке λ

∗ спектра матрицы F (λ), порождает совокупность векторов из
соотношений (5):

xk =
1

k!
x(k)∗ , k ∈ K, (9)

из отвечающей этой точке λ
∗ правой жордановой полурешетки век-

торов. Если при этом соответствующая система вида (6) является
несовместной, то векторы (9) образуют правую жорданову полуре-
шетку векторов соответствующей высоты.

(iii) Правое полиномиальное решение x(λ) матрицы F (λ) удовле-
творяет равенствам вида (8) при любом λ = λ

∗ и при любых τ .
Порождаемая им в соответствии с формулой (9) при любом λ = λ

∗
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полурешетка векторов удовлетворяет равенствам (5) без условия не-
совместности системы (6)2.

Порождающий корневой вектор x(λ) с учетом (9) может быть пред-
ставлен в виде

x(λ) =
t∑

|k|=0

xk(λ− λ∗)
k ≡

t∑

|k|=0

xk1...kq
(λ1 − λ1∗)

k1 · · · (λq − λq∗)
kq .

Это позволяет по известной жордановой полурешетке векторов по-
строить соответствующий порождающий корневой вектор (по началь-
ному фрагменту жордановой полурешетки векторов можно построить
порождающий его полиномиальный вектор).

Соотношения (8) для правых порядка t порождающих корневых
векторов (а следовательно, и для векторов из правых жордановых по-
лурешеток), отвечающих точке λ

∗ спектра матрицы F (λ), с учетом
формул

dτ [F (λ)x(λ)] = τ !

τ∑

r=0

1

r!
drF (λ)

1

τ − r
dτ−rx(λ),

могут быть записаны следующим образом:

F [τ ]∗x∗
[τ ] = 0, τ = 0, 1, . . . , t.

Здесь F [τ ]∗ и x∗
[τ ] – вычисленные при λ = λ

∗ блочные матрица и вектор

размеров (τ + 1)m× (τ + 1)n и (τ + 1)n соответственно, имеющие вид

F [τ ]∗ =




F

dF
. . .

...
. . .

. . .
1
τ !d

τF · · · dF F



, x∗

[τ ] =




x
dx
...

1
τ !d

τx


 .

§3. Результантная матрица многопараметрической

полиномиальной матрицы

Пусть q-параметрическая полиномиальная m×n матрица представ-
лена в виде

F (λ) =
∑

k

Fkλ
k ≡

∑

k

Fk1...kq
λk1

1 . . . λkq

q ,

2Такую полурешетку векторов будем называть паразитической жордановой

полурешеткой векторов.
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где Fk – постоянные матричные коэффициенты его мономов. Степень

каждого монома Fkλ
k определяется порядком |k| ≡

q∑
i=1

ki его мульти-

индекса3 k = (k1, . . . , kq), а степень матрицы F (λ) определяется как
наивысшая из степеней ее мономов: s = degF := max

Fk 6=0
|k|. Запишем

матрицу F (λ) в порядке возрастания степеней ее
(
q+s
s

)
мономов, рас-

полагая мономы4 одной степени в лексикографическом порядке. Тогда
моном степени t

(
число таких мономов равно

(
q+t−1

t

))
, содержащий

λi1λi2 . . . λit , 1 6 i1 6 i2 6 . . . 6 it 6 q, предшествует моному той же
степени, содержащему λj1λj2 . . . λjt , 1 6 j1 6 j2 6 . . . 6 jt 6 q, при
условии, что или i1 < j1, или при il = jl, l = 1, . . . , k − 1, ik < jk, где
2 6 k 6 t:

F (λ) = F00...0 + (F10...0λ1 + F01...0λ2 + · · ·+ F00...1λq)

+ (F20...0λ
2
1 + F11...0λ1λ2 + · · ·+ F00...2λ

2
q)

+ · · ·+ (Fs00...0λ
s
1 + Fs−1,10...0λ

s−1
1 λ2 + Fs−1,01...0λ

s−1
1 λ3

+ · · ·+ Fs−1,00...1λ
s−1
1 λq + · · ·+ F000...0sλ

s
q)

Определим для F (λ) результантный вектор5 (результантную матрицу
нулевого уровня)

FR 0
m×n;q;s ≡ FR

m×n;q;s = col{Fk}
s
|k|=0

≡
[
F00...0F10...0F01...0 . . . F0...01F20...0F11...0 . . . F00...2

· · · · · ·Fs0...0Fs−1,1...0 . . . F0...0s

]B

размеров m
(
s+q
q

)
× n и полиномиальную m×m

(
s+q
q

)
матрицу

W s
m;q(λ) = row

{
λ
kIm

}s

|k|=0

≡
[
Im λ1Im λ2Im . . . λqIm λ2

1Im λ1λ2Im . . . λ2
qIm

· · · · · ·λs
1Im λs−1

1 λ2Im . . . λs
qIm

]
.

3Далее мультииндекс k в выражении λ
k будем называть показателем мульти-

параметра λ.
4Учитываются все мономы, включая старшие, даже с нулевыми матричными

коэффициентами.
5В приведенном ниже выражении символ B означает блочное

транспонирование.
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Мультииндекс k матриц Fk и λ
kIm определяет их блочную позицию в

блочном столбце FR 0
m×n;q;s и блочной строке (W s

m;q(λ)):

k = (k1, . . . , kq) ⇒ 1 +

q∑

j=1

( j∑
i=1

kq−i+1 + j − 1

j

)
.

Теперь полиномиальная матрица F (λ) может быть представлена в ви-
де

F (λ) = W s
m;q(λ)F

R
m×n;q;s.

Пусть l = (l1, . . . , lq) – мультииндекс порядка t = |l| =
q∑

j=1

lj. Тогда

матрице F l(λ) := λ
lF (λ) степени s + t отвечает результантный век-

тор F l R
m×n;q;s+t размеров m

(
s+t+q

q

)
× n. В соответствии с (12), каждый

блок Fk результантного вектора FR
m×n;q;s перемещается в позицию6,

отвечающую мультииндексу k+ l:

k+ l = (k1 + l1+, . . . , kq + lq) ⇒ 1 +

q∑

j=1

( j∑
i=1

(kq−i+1 + lq−i+1) + j − 1

j

)
.

В остальных позициях результантного вектора F l R
m×n;q;s+t находятся

нулевые матрицы.
Определим результантную матрицу FR t

m×n;q;s уровня t > 0 как

FR t
m×n;q;s =

[
FR t−1
m×n;q;s

O
row

{
F l R
m×n;q;s+t

}
|l|=t

]
, (10)

где O – нулевая матрица размеров m
(
s+t+q−1

q−1

)
× n

(
t−1+q

q

)
. Матрица

FR t
m×n;q;s имеет размеры m

(
s+t+q

q

)
× n

(
t+q

q

)
и удовлетворяет соотноше-

нию
W s+t

m;q (λ)F
R t
m×n;q;s = F (λ)W t

n;q(λ).

Из этого соотношения следует, что результантный вектор матрицы

H(λ) = F (λ)G(λ), (11)

где G(λ) – полиномиальная n × p матрица степени t, удовлетворяет
соотношению

HR
m×p;q;s+t = FR t

m×n;q;sG
R
n×p;q;t. (12)

6В дальнейшем ссылка на мультииндекс блочной компоненты будет использо-
ваться как ссылка на ее позицию.
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Результантный столбец GR
n×p;q;t полиномиальной матрицы G(λ) имеет

размеры n
(
t+q

q

)
× p.

§4. Вычисление жордановой полурешетки векторов

полиномиальной матрицы

Рассмотрим случай, когда λ
∗ = 0 = (0, . . . , 0). Соотношения вида

(5) и (6), определяющие соответствующую жорданову полурешетку
векторов {xk}, |k| = 0, 1, . . . , t, высоты t+ 1, принимают вид

l1∑

k1=0

· · ·

lq∑

kq=0

Fkxl−k = 0, |l| = 0, 1, . . . , t,

F0z =
l1∑

k1=0

· · ·
lq∑

kq=0

Fkxl−k

|k| > 0

.

(13)

Из (9) следует, что жордановой полурешетке векторов {xk}, |k| =
0, 1, . . . , t, порядка t + 1, удовлетворяющих соотношениям (5), отве-
чает удовлетворяющий условиям (8) порождающий корневой вектор

x(λ) =
t∑

|k|=0

xkλ
k степени t. Учитывая связь соотношений для полино-

миальных (11) и отвечающих им результатных матриц (12), а также
вид этих результантных матриц, приходим к выводу, что соотношения
вида (13) могут быть записаны в виде

F̆R l
m×n;q;sx̆

R
n×1;q;l = 0, l = 0, 1, . . . , t. (14)

Здесь F̆R l
m×n;q;s – квазирезультантная m

(
l+q

q

)
×n
(
l+q

q

)
матрица, образо-

ванная первыми
(
l+q
q

)
блочными строками результантной m

(
s+l+q

q

)
×

n
(
l+q

q

)
матрицы FR l

m×n;q;s, а x̆R
n×1;q;l = col{xk}

l
|k|=0 – результантный век-

тор, отвечающий полиномиальному вектору x̆l(λ) степени l, образо-
ванный соответствующими членами вектора x(λ).

Заметим, что вектор xej (λ) = λjx(λ) степени t + 1 формально по-
рождает жорданову полурешетку векторов (9) “высоты” t+2, удовле-
творяющую соотношениям вида (13). Она получается “сдвигом” исход-
ной полурешетки в направлении, отвечающем параметру λj . При этом
первые векторы xk = 0 при |k| = 0, 1, k 6= ej . Аналогично, векторы
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xk(λ) = λ
kx(λ) степени t+ |k| (|k| = 1, . . . , l) также порождают “под-

нятые” жордановы полурешетки векторов “высоты” t+ |k|+1, получа-
емые “сдвигами” исходной полурешетки на kj позиций в направлении,
отвечающем параметру λj , j = 1, . . . , q. При этом соответствующее
число начальных векторов получаемой полурешетки будут равны ну-
лю. Таким образом, результантные векторы xk R

n×1;t+|k| удовлетворяют

соотношениям вида (14):

F̆
R t+|k|
m×n;q;s xk R

n×1;q;t+|k| = 0, |k| = 1, . . . , l,

так что

F̆R t+l
m×n;q;s xR l

n×1;q;t = O. (15)

Следовательно, при определении жордановых полурешеток векторов
порядка t+ 1 при t > 0 следует исключать из рассмотрения все “под-
нятые” до высоты t + 1 жордановы полурешетки векторов меньших
высот. Заметим, что полурешетка порядка p+1 “поднятая” до высоты
t+ 1 (t > p) дает

(
t−p+q

q

)
различных паразитических “полурешеток”.

Аналогичные рассуждения справедливы в отношении правых поли-
номиальных решений x(λ) =

∑
k

xkλ
k матрицы F (λ), которые (в слу-

чае их существования) порождают “паразитические” жордановы по-
лурешетки векторов “высоты” t+1, отвечающие любому значению λ∗.
Аналогичное утверждение будет справедливо и для векторов xk(λ) =

λ
kx(λ) степени t + |k| (|k| = 1, . . . , l). Таким образом, результантная

матрица xR l
n×1;q;t, отвечающая полиномиальному решению x(λ), также

будет удовлетворять соотношению вида (15). Следовательно, при опре-
делении жордановых полурешеток векторов высоты t + 1 следует ис-
ключать из рассмотрения все паразитические жордановы полурешет-
ки векторов, порожденные полиномиальными решениями индексов, не
превосходящих t, с учетом возможности умножения их на некоторую
степень λ. Окончательно получаем следующий алгоритм.

Алгоритм. Для построения жордановых полурешеток векторов по-
линомиальной m × n матрицы F (λ) степени s, отвечающих нулевой
точке спектра следует:

(i) вычислить базисную n × r0 матрицу XR
n×r0;q;0 (0 6 r0 6 n)

правого нуль-пространства результантной матрицы FR
m×n;q;s;

(ii) вычислить базисную n × h0 матрицу X̆R
n×h0;q;0

(r0 6 h0 6 n)

правого нуль-пространства m× n матрицы F̆R
m×n;q;s ≡ F0;



ВЫЧИСЛЕНИЕ ЖОРДАНОВЫХ ПОЛУРЕШЕТОК 191

(iii) τ0 := h0 − r0;
(iv) γ0 := τ0;

(v) вычислить базисную n×τ0 матрицу X̃R
n×τ0;q;0 разности подпро-

странств X̆R
n×h0;q;0

\XR
n×r0;q;0;

(vi) для t = 1 с шагом 1 до smin{m,n} повторять:
(vi.i) вычислить базисную n

(
t+q
q

)
× rt матрицу XR

n×rt;q;t правого

нуль-пространства m
(
s+t+q

q

)
× n

(
t+q
q

)
матрицы FRr t

m×n;s;

(vi.ii) вычислить базисную n
(
t+q
q

)
× ht матрицу X̆R

n×ht;q;t
(rt 6

ht 6 n) правого нуль-пространства m
(
t+q
q

)
×n
(
t+q
q

)
матри-

цы F̆R t
m×n;q;s;

(vi.iii) τt := (ht − rt)− (ht−1 − rt−1);
(vi.iv) σt := τt−1 − τt;

(vi.v) γt := γt−1 +
(
t−1+q

q

)
σt;

(vi.vi) если τt = 0 то X̂R
n×σt;q;t−1 := X̃R

n×τt−1;q;t−1; выход

(vi.vii) вычислить базисную n
(
t+q

q

)
×τt матрицу X̃R

n×τt;q;t разности

подпространств X̆R
n×ht;q;t

\

(
XR

n×rt;q;t

t−1⋃
i=0

[
O

X̂R
n×ri;q;i

])
;

(vi.viii) сформировать n
(
t−1+q

q

)
×τt матрицу X

R

n×τt;q;t−1 из первых
(
t−1+q

q

)
блочных компонент матрицы X̃R

n×τt;q;t;

(vi.ix) вычислить базисную n
(
t+q

q

)
× σt матрицу X̂R

n×σt;q;t−1 раз-

ности подпространств X̃R
n×τt−1;q;t−1 \X

R

n×τt;q;t−1. ◭

Столбцы матрицы X̃R
n×τ0;q;0 являются линейно независимыми соб-

ственными векторами матрицы F (λ); число τ0 дает геометрическую
кратность точки спектра. Величина smin{m,n} представляет собой
максимально возможный порядок жордановой полурешетки векторов
матрицы F (λ). На шаге t (t > 0) процесса вычисляются следующие
характеристики нулевого собственного значения матрицы F (λ):

τt – число жордановых полурешеток, порядок которых не меньше t+1;

σt – число жордановых цепочек, порядок которых равен t;

γt – сумма векторов из жордановых полурешеток, мультииндексы ко-
торых не превосходят t;

X̂t−1(λ) – отвечающая результантному столбцу X̂R
n×σt;q;t−1 полиноми-

альная n × σt матрица, столбцы которой являются порождающими
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корневыми векторами порядка t, векторные коэффициенты которых,
в свою очередь, образуют жордановы полурешетки векторов поряд-
ка t.

Замечание. В том случае, когда матрица F (λ) имеет полный столб-
цовый ранг n, соответствующие операции алгоритма следует пропу-
стить.

Рассмотрим теперь случай, когда точка λ
∗ спектра матрицы F (λ)

не является нулевой. Тогда делаем замену λ := λ − λ
∗ (т.е. заме-

ны λj := λj − λ∗
j , j = 1, . . . , q) и применяем описанный алгоритм

к полиномиальной матрице F∗(λ) := F (λ − λ
∗). Получив жордано-

ву полурешетку векторов {x∗k}, σk = 0, 1, . . . , t, и, тем самым, по-

рождающий корневой вектор x∗(λ) =
∑
k

x∗kλ
k, выполняем обратную

замену λ := λ + λ
∗ (т.е. λj := λj + λ∗

j , j = 1, . . . , q). В результате

получаем порождающий корневой вектор x(λ) :=
∑
k

x∗k(λ + λ
∗)k ≡

∑
k

xk1...kq
(λ1 +λ∗

1)
k
1 · · · (λq +λ∗

q)
k
q степени t, отвечающий точке λ

∗ спек-

тра исходной матрицы F (λ) и, тем самым, искомую жорданову полу-
решетку векторов {xk}, |k| = 0, 1, . . . , t.

§5. Иллюстрация реализации алгоритма

Пример 1. Спектр регулярной двухпараметрической матрицы

F (λ, µ) =

[
1 + λ 1 + µ
1− µ 1− λ

]

определяется ее характеристическим полиномом ̟(λ, µ) = λ2 − µ2.
Точка (0, 0) ее спектра имеет кратность 2.

Строятся квазирезультантные матрицы:

F̆R 0
2×2;2;2 = F (0, 0) =

[
1 1
1 1

]
, F̆R 1

2×2;2;2 =




1 1
1 1
1 0 1 1
0 −1 1 1
0 1 1 1
−1 0 1 1



.
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Вычисляются базисные матрицы их правых нуль-пространств:

X̆R
2×1;2;1 =

[
1
−1

]
, X̆R

2×3;2;1 =



0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 1 −1
1 −1 −1 0 0 1



T

.

Находится базис разности подпространства X̆R
2×3;2;1 и подпространства

span








0
0

X̆R
2×1;2;1


 ,




0

X̆R
2×1;2;1

0





 :

X̃R
2×1;2;1 = [1 −1 −1 0 0 1]T .

Блочные компоненты полученного вектора дают искомую жорданову
полурешетку векторов:

x00 = [1 −1]T , x10 = [−1 0]T , x01 = [0 1]T .
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