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ПЕРРОНОВСКОГО КОРНЯ И СООТВЕТСТВУЮЩИЕ

КРИТЕРИИ НЕВЫРОЖДЕННОСТИ МАТРИЦ

§1. Введение и предварительные сведение

Как хорошо известно (см., например., [12]), условия невырожден-
ности матрицы типа диагонального преобладания эквивалентны тому
утверждению, что ее собственные значения содержатся в некоторой
области гершгоринского типа. В частности, из условий невырожденно-
сти таким образом можно получить и верхнюю оценку перроновского
корня неотрицательной матрицы (но не его нижнюю оценку).

В данной работе мы используем другой подход к рассмотрению этих
связанных задач, предложенный и пропагандируемый в работе [10] и
использованный затем в работе [2]. А именно, сперва мы единообраз-
но выводим новые верхние и нижние оценки для перроновского кор-
ня неотрицательной матрицы, а затем применяем верхние оценки к
неотрицательной матрице C = |DA|

−1|B| и, требуя выполнения нера-
венства ρ(C) < 1, мы получаем условия, гарантирующие невырожден-
ность матрицы A = DA − B. Более того (см. лемму 1.1 ниже), таким
образом мы гарантируем, что матрица A является невырожденной H-
матрицей. (После этого можно было бы также стандартным способом
получить и описание областей, содержащих все собственные значения
произвольной матрицы, но это не является целью настоящей работы.)

С этой позиции основные результаты работы – это новые общие
верхние и нижние оценки для перроновского корня неотрицательной
матрицы, а получение соответствующих критериев принадлежности
к классу невырожденных H-матриц является уже чисто технической
задачей.

Уточним, что под перроновским корнем (необязательно неприводи-
мой) неотрицательной матрицы A = (aij) ∈ C

n×n, n > 2, мы понимаем
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критерии невырожденности, невырожденные H-матрицы, DZT матрицы, S-SOB
матрицы, структура разреженности.
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ее спектральный радиус,

ρ(A) = max
16i6n

|λi(A)|,

который является неотрицательным собственным значением A.
В работе используются следующие обозначения.
• 〈n〉 = {1, . . . , n}, где n > 1 – целое число.
• Если S ⊆ 〈n〉, то S̄ = 〈n〉 \ S – дополнение подмножества S в 〈n〉,

а |S| – мощность S.
• Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Тогда

Ri(A) =
n
∑

j=1

|aij |, ri(A) = Ri(A) − |aii|, i = 1, . . . , n;

r(A) = min
i∈〈n〉

Ri(A), R(A) = max
i∈〈n〉

Ri(A);

Rj
i (A) = Ri(A)−|aij |, rji (A) = ri(A)−|aij |, где j 6= i, i = 1, . . . , n,

и для заданного непустого подмножества S ⊂ 〈n〉 мы полагаем

RS
i (A) =

∑

j∈S

|aij |, rSi (A) =

{

RS
i (A)− |aii|, i ∈ S,

RS
i (A), i /∈ S,

i = 1, . . . , n.

Наконец, через DA = diag {a11, . . . , ann} мы будем обозначать диаго-
нальную часть матрицы A.

Статья построена следующим образом.
§2 посвящен верхним и нижним оценкам для перроновского кор-

ня неотрицательной матрицы. Сперва в разделе 2.1 выводятся общие
оценки, учитывающие структуру разреженности матрицы и исполь-
зующие непустые собственные подмножества S множества индексов
〈n〉. Затем в разделе 2.2 мы специфицируем общие оценки и получа-
ем более простые верхние и нижние оценки, которые связаны с таки-
ми критериями невырожденности матриц, как (разреженные) условия
Островского–Брауэра ((sparse) Ostrowski–Brauer, (S)OB) и условия ти-
па Дашница–Зусмановича (Dashnic–Zusmanovich type, DZT).

В §3 из соответствующих верхних оценок для перроновского кор-
ня, полученных в §2, выводятся некоторые условия, достаточные для
принадлежности соответствующей матрицы к классу невырожденных
H-матриц. В частности, таким образом получено новое описание так
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называемых S-SOB матриц (см. [4]), а также альтернативные доказа-
тельства того, что S-SOB, SOB и DZT матрицы образуют подклассы
класса невырожденных H-матриц.

В заключение этого вводного параграфа мы приведем несколько хо-
рошо известных результатов, которые потребуются нам в дальнейшем.

Лемма 1.1. Пусть A = DA −B ∈ Cn×n, n > 2. Тогда A ∈ H в том и
только том случае, когда ρ(|DA|

−1|B|) < 1.

Доказательство. По определению, A ∈ H тогда и только тогда, ко-
гда M(A) = |DA| − |B| – невырожденная M-матрица. Но, как хоро-
шо известно (см., например, [5, Chapter 6, Theorem 2.3]), Z-матрица
M(A) является невырожденной M-матрицей тогда и только тогда,
когда ρ(|DA|

−1|B|) < 1. �

Лемма 1.2 ([8]). Пусть A ∈ Rn×n, n > 1, – неотрицательная мат-
рица. Тогда

(i)

r(A) 6 ρ(A) 6 R(A). (1.1)

Кроме того, если матрица A неприводима, то каждое из неравенств
в (1.1) является равенством в том и только том случае, когда

r(A) = R(A).

(ii)

ρ(A) > max
i

{aii}, (1.2)

и если матрица A неприводима, то неравенство (1.2) выполняется
строго.

Лемма 1.3 (см., например, [5, Chapter 2, Theorem 1.11]). Пусть A ∈
Rn×n, n > 1, – неотрицательная матрица. Справедливы следующие
утверждения:

(i) Если для некоторого неотрицательного вектора x 6= 0 имеет
место неравенство

Ax > αx, α > 0, (1.3)

то

ρ(A) > α. (1.4)

(ii) Если для некоторого положительного вектора x имеет место
неравенство

Ax 6 βx, β > 0, (1.5)
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то

ρ(A) 6 β. (1.6)

Кроме того, если матрица A неприводима и неравенство (1.3) (не-
равенство (1.5)) выполняется для некоторого неотрицательного век-
тора x 6= 0, то соотношение (1.4) (соотношение (1.6)) является ра-
венством тогда и только тогда, когда соотношение (1.3) (соотноше-
ние (1.5)) есть равенство.

§2. Двусторонние оценки для перроновского корня

неотрицательной матрицы

В этом параграфе мы выводим общие двусторонние оценки для пер-
роновского корня неотрицательной матрицы, а также рассматриваем
некоторые их частные случаи.

2.1. Основные результаты. Поскольку тот случай, когда r(A) =
R(A), т.e., все строчные суммы матрицы A равны, является тривиаль-
ным, в дальнейшем мы будем рассматривать матрицы, для которых
r(A) < R(A). Основным общим результатом является следующая тео-
рема.

Теорема 2.1. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 2, – неотрицательная
матрица и пусть

r(A) = min
i∈〈n〉

Ri(A) < R(A) = max
i∈〈n〉

Ri(A).

Тогда

ρ(A) 6 max
i∈〈n〉

min







Ri(A), min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j))







(2.1.a)

и, если матрица A неприводима, то

ρ(A) > min
i∈〈n〉:

Ri(A)<R(A)

max







Ri(A), max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j))







. (2.1.b)
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Здесь S пробегает все непустые собственные подмножества мно-
жества 〈n〉, удовлетворяющие указанным условиям, и для произволь-
ных i ∈ 〈n〉, S ⊂ 〈n〉 и j ∈ S

ρ(A(i, S, j)) =
1

2

[

ajj +RS̄
i (A) +

√

[ajj −RS̄
i (A)]

2 + 4rj(A) rSi (A)

]

(2.2)
есть перроновский корень 2× 2 неотрицательной матрицы

A(i, S, j) =

[

RS̄
i (A) rSi (A)

rj(A) ajj

]

. (2.3)

Доказательство. Пусть

Ax = ρ(A)x, (2.4)

где x = (xk) – перроновский вектор A. Предположим, что матрица A
неприводима, так что вектор x положителен. Выберем индекс i ∈ 〈n〉
таким образом, что

xi = min
k∈〈n〉

xk. (2.5)

Заметим, что из (2.4) и (2.5) следует, что ρ(A) > Ri(A). Поскольку, в
силу леммы 1.2, для неприводимой матрицы A справедливо неравен-
ство ρ(A) < R(A), мы заключаем, что

Ri(A) 6 ρ(A) < R(A). (2.6)

Пусть теперь S – произвольное непустое подмножество множества
индексов 〈n〉, не содержащее i и такое, что rSi (A) 6= 0. Заметим, что по
крайней мере одно такое подмножество, а именно S = 〈n〉\{i}, необхо-
димо существует, поскольку матрица A неприводима. Теперь выберем
j ∈ S таким образом, что

aij 6= 0 и xj = min
k∈S: aik 6=0

xk.

Тогда будем иметь

ρ(A)xi =
∑

k∈S̄

aikxk +
∑

k∈S: aik 6=0

aikxk > RS̄
i (A)xi + rSi (A)xj ,

и

ρ(A)xj = ajjxj +
∑

k 6=j

ajkxk > ajjxj + rj(A)xi,
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откуда следует, что

ρ(A)

[

xi

xj

]

> A(i, S, j)

[

xi

xj

]

. (2.7)

Заметим, что поскольку A неприводима и rSi (A) 6= 0, то матрица
A(i, S, j) также неприводима. В силу леммы 1.3, из (2.7) вытекает, что

ρ(A) > ρ(A(i, S, j)),

и, ввиду (2.6), мы имеем

ρ(A) > max{Ri(A), ρ(A(i, S, j))}.

Таким образом, для i, удовлетворяющего условию (2.5), справедливо
неравенство

ρ(A) > max







Ri(A), max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j))







,

откуда и следует нижняя оценка (2.1.b).
Выведем теперь верхнюю оценку (2.1.a) для произвольной неотри-

цательной матрицы A. В этом случае вектор x в (2.4) является неот-
рицательным и ненулевым. Выберем i ∈ 〈n〉 из условия

xi = max
k∈〈n〉

xk. (2.8)

Заметим, что из (2.4), (2.8) и леммы 1.2 следует, что

r(A) 6 ρ(A) 6 Ri(A). (2.9)

Как и выше, пусть S – произвольное непустое подмножество мно-
жества 〈n〉, не содержащее i и такое, что rSi (A) 6= 0. Теперь определим
j ∈ S из условий

aij 6= 0 и xj = max
k∈S: aik 6=0

xk.

В этом случае мы имеем

ρ(A)xi =
∑

k∈S̄

aikxk +
∑

k∈S

aikxk 6 RS̄
i (A)xi + rSi (A)xj

и

ρ(A)xj = ajjxj +
∑

k 6=j

ajkxk 6 ajjxj + rj(A)xi.
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Таким образом,

ρ(A)

[

xi

xj

]

6 A(i, S, j)

[

xi

xj

]

, (2.10)

и, в силу леммы 1.3, выполняется неравенство

ρ(A) 6 ρ(A(i, S, j)).

Из полученного неравенства и (2.9) мы заключаем, что

ρ(A) 6 min{Ri(A), ρ(A(i, S, j))},

откуда и следует желаемая верхняя оценка. �

Пусть A – неотрицательная матрица. Применяя оценки Фробениуса
к матрицам A(i, S, j), участвующим в (2.1), для любого S, не содержа-
щего i, мы получаем

min{Ri(A), Rj(A)} 6 ρ(A(i, S, j)) 6 max{Ri(A), Rj(A)}, (2.11)

откуда следует, что

min







Ri(A), min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j))







6 min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j))

6 min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S:
aij 6=0

max{Ri(A), Rj(A)} 6 R(A)

и, аналогично,

max







Ri(A), max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j))







> max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j))

> max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S:
aij 6=0

min{Ri(A), Rj(A)} > r(A).

Таким образом, нами установлен следующий результат.

Предложение 2.1. В условиях теоремы 2.1, оценки (2.1), вообще
говоря, улучшают оценки Фробениуса

r(A) 6 ρ(A) 6 R(A).
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Кроме того, используя неравенства (2.11), оценки (2.1) можно за-
писать в следующем эквивалентном виде, где внутренние минимум и
максимум берутся по меньшим множествам.

Следствие 2.1. В условиях теоремы 2.1 перроновский корень ρ(A)
удовлетворяет верхней оценке

ρ(A) 6 max
i∈〈n〉

min







Ri(A), min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S: aij 6=0,

Rj(A)<Ri(A)

ρ(A(i, S, j))







, (2.12.a)

а если матрица неприводима, то также и нижней оценке

ρ(A) > min
i∈〈n〉:

Ri(A)<R(A)

max







Ri(A), max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S: aij 6=0,

Rj(A)>Ri(A)

ρ(A(i, S, j))







.

(2.12.b)

Для неприводимой матрицы A имеет место также и следующий ва-
риант предложения 2.1.

Предложение 2.2. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 2, – неприводимая
неотрицательная матрица, для которой r(A) < R(A). Тогда оценки
(2.12) являются, вообще говоря, более точными, чем оценки Фробе-
ниуса

r(A) < ρ(A) < R(A).

Доказательство. Действительно, если A неприводима, rSi (A) 6= 0 и
Rj(A) < Ri(A), то A(i, S, j) также неприводима, и мы имеем

ρ(A(i, S, j)) < max{Ri(A), Rj(A)} = Ri(A) 6 R(A).

Аналогично, если Rj(A) > Ri(A), то

ρ(A(i, S, j)) > min{Ri(A), Rj(A)} = Ri(A) > r(A).

�

Ясно, что из теоремы 2.1 также немедленно вытекает следующий
результат.

Следствие 2.2. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 2, – неотрицательная
матрица. Тогда

ρ(A) 6 max
i∈〈n〉

min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j)), (2.13.a)
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а если матрица A неприводима, то также и

ρ(A) > min
i∈〈n〉:

Ri(A)<R(A)

max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j)), (2.13.b)

где ρ(A(i, S, j)) определяется по формуле (2.2) для всех j ∈ S.

Теперь из теоремы 2.1 мы выведем оценки, не учитывающие струк-
туру разреженности матрицы и условия на i.

Следствие 2.3. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 2, – неотрицательная
матрица. Тогда имеет место верхняя оценка

ρ(A) 6 max
i∈〈n〉

min
S 6=∅: i/∈S

max
j∈S

ρ(A(i, S, j)), (2.14.a)

а в неприводимом случае – также и нижняя оценка

ρ(A) > min
i∈〈n〉

max
S 6=∅: i/∈S

min
j∈S

ρ(A(i, S, j)). (2.14.b)

Доказательство. Для доказательства верхней оценки заметим, что
для любого множества S, не содержащего i и такого, что rSi (A) = 0, и
для всех j ∈ S мы имеем

ρ(A(i, S, j)) = max{ajj , Ri(A)},

тогда как, в силу (2.9) и оценки Фробениуса (1.2), имеют место нера-
венства

ajj 6 ρ(A) 6 Ri(A).

Следовательно,

ρ(A(i, S, j)) = max{ajj , Ri(A)} = Ri(A).

Отсюда следует, что

Ri(A) = min
S: i/∈S,

rS
i

(A)=0

max
j∈S

ρ(A(i, S, j)),

так что

min







Ri(A), min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j))







6 min







min
S: i/∈S,

rS
i

(A)=0

max
j∈S

ρ(A(i, S, j)), min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S

ρ(A(i, S, j))







= min
S: i/∈S

max
j∈S

ρ(A(i, S, j)),
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и верхняя оценка (2.14.a) вытекает из (2.1.a).
Установим теперь нижнюю оценку (2.14.b). Для этого заметим, что

если i выбрано в соответствии с (2.5), то справедливы неравенства
(2.6), и для произвольного S, для которого i /∈ S и rSi (A) = 0, и для
всех j ∈ S мы имеем

ρ(A) > max{ajj , Ri(A)} = ρ(A(i, S, j)),

откуда следует, что

ρ(A) > max
S: i/∈S,

rS
i

(A)=0

min
j∈S

ρ(A(i, S, j)).

Теперь из нижней оценки (2.1.b) вытекает, что

ρ(A) > min
i∈〈n〉

max







max
S: i/∈S,

rS
i

(A)=0

min
j∈S

ρ(A(i, S, j)), max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S

aij 6=0

ρ(A(i, S, j))







> min
i∈〈n〉

max
S: i/∈S

min
j∈S

ρ(A(i, S, j)).

�

2.2. Частные случаи. В этом разделе мы рассмотрим некоторые
результаты, вытекающие из следствий 2.1 – 2.3, если брать в них ми-
нимум и максимум лишь по некоторым специально выбранным под-
множествам S.

Пусть сперва Si := 〈n〉 \ {i}, i = 1, . . . , n. Тогда rS
i

i (A) = ri(A) (6= 0,

если A неприводима), RSi

i (A) = aii и, в силу (2.3) и (2.2), для всех
j ∈ S мы имеем

A(i, Si, j) =

[

aii ri(A)
rj(A) ajj

]

и

ρ(A(i, Si, j)) =
1

2

[

ajj + aii +
√

(ajj − aii)2 + 4rj(A) ri(A)

]

. (2.15)

Применяя следствия 2.1, 2.2 и 2.3, где S = Si, i = 1, . . . , n, и исполь-
зуя (2.15), мы приходим к следующим результатам.
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Следствие 2.4. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 2, – неотрицательная
матрица. Тогда

ρ(A)6
1

2
max
i∈〈n〉

min











Ri(A), max
j 6=i:aij 6=0,

Rj(A)<Ri(A)

{

ajj+aii+
√

(ajj−aii)2+4rj(A) ri(A)
}











,

(2.16.a)

ρ(A) 6
1

2
max

i6=j: aij 6=0

[

ajj + aii +
√

(ajj − aii)2 + 4rj(A) ri(A)
]

(2.17.a)

и

ρ(A) 6
1

2
max
i6=j

[

ajj + aii +
√

(ajj − aii)2 + 4rj(A) ri(A)

]

. (2.18.a)

Если же матрица A неприводима, то аналогично имеем

ρ(A)>
1

2
min
i∈〈n〉:

ri(A)<R(A)

max











Ri(A), min
j 6=i:aij 6=0,

Rj(A)>Ri(A)

{

ajj+aii+
√

(ajj−aii)2+4rj(A)ri(A)
}











,

(2.16.b)

ρ(A) >
1

2
min

i6=j: aij 6=0

[

ajj + aii +
√

(ajj − aii)2 + 4rj(A) ri(A)
]

(2.17.b)

и

ρ(A) >
1

2
min
i6=j

[

ajj + aii +
√

(ajj − aii)2 + 4rj(A) ri(A)

]

. (2.18.b)

Заметим, что оценки (2.17) были впервые получены в [1] как част-
ный случай более общих оценок и, очевидно, улучшают оценки (2.18),
установленные Брауэром и Джентри в работе [7]. Как несложно по-
нять, верхняя оценка (2.18.a) вытекает из условий невырожденности
Островского–Брауэра [6, 11] (которые также иногда называют усло-
виями двойного строгого диагонального преобладания (Double Strict
Diagonal Dominance, DSDD), см., например, [13]):

|aii| |ajj | > ri(A) rj(A) для всех i 6= j. (2.19)

Условия невырожденности, аналогичные (2.19), но учитывающие
структуру разреженности матрицы, а именно

|aii| |ajj | > ri(A) rj(A) для всех i 6= j таких, что aij 6= 0, (2.20)

были установлены в работе [9] и соответствуют оценке (2.17.a).
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Действительно, из того факта, что матрица ρ(A)In − A является
вырожденной, и условий невырожденности (2.20) следует, что нера-
венство

[ρ(A)− aii] [ρ(A)− ajj ] 6 ri(A) rj(A)

должно выполняться при некоторых i 6= j, таких что aij 6= 0, откуда
и вытекает верхняя оценка (2.17.a).

С другой стороны, можно показать, что условия невырожденности
(2.20) легко получаются из верхней оценки (2.17.a). Действительно,
пусть A = DA − B и пусть C = |DA|

−1|B|. По лемме 1.1, A является
невырожденной H-матрицей тогда и только тогда, когда ρ(C) < 1. Но,
ввиду (2.17.a) и соотношений

cii = 0, ri(C) =
ri(A)

|aii|
, i = 1, . . . , n,

неравенство ρ(C) < 1 выполнено, если справедливы условия (2.20).
Рассмотрим теперь результаты, вытекающие из следствий 2.1 и 2.3,

если в них брать максимум и минимум по множествам Sj = {j}, где
j 6= i. Заметим, что

r
Sj

i (A) = aij , R
Sj

i (A) = Rj
i (A), A(i, Sj , j) =

[

Rj
i (A) aij

rj(A) ajj

]

и

ρ(A(i, Sj , j)) =
1

2

[

ajj +Rj
i (A) +

√

[ajj −Rj
i (A)]

2 + 4aijrj(A)

]

. (2.21)

Ясно, что

max
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

min
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j)) > max
j 6=i:

aij 6=0

ρ(A(i, Sj , j))

и

min
S: i/∈S,

rS
i

(A)6=0

max
j∈S:
aij 6=0

ρ(A(i, S, j)) 6 min
j 6=i:

aij 6=0

ρ(A(i, Sj , j)).

Таким образом, из следствий 2.1 и 2.3 вытекают следующие двусто-
ронние оценки.
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Следствие 2.5. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 2, – неотрицательная
матрица. Тогда

ρ(A)6
1

2
max
i∈〈n〉

min







Ri(A), min
j 6=i:

aij 6=0

{

ajj+R
j
i (A)+

√

[ajj−R
j
i (A)]

2+4aijrj(A)

}







(2.22.a)
и

ρ(A) 6
1

2
max
i∈〈n〉

min
j 6=i

{

ajj +Rj
i (A) +

√

[ajj −Rj
i (A)]

2 + 4aijrj(A)

}

.

(2.23.a)
Кроме того, если матрица A неприводима, то

ρ(A)>
1

2
min
i∈〈n〉:

Ri(A)<R(A)

max







Ri(A),max
j 6=i:

aij 6=0

{

ajj+R
j
i (A)+

√

[ajj −Rj
i (A)]

2+4aijrj(A)

}







(2.22.b)
и

ρ(A) >
1

2
min
i∈〈n〉

max
j 6=i

{

ajj +Rj
i (A) +

√

[ajj −Rj
i (A)]

2 + 4aijrj(A)

}

.

(2.23.b)

Напомним, что матрица A = (aij) ∈ Cn×n является матрицей типа
Дашница–Зусмановича (Dashnic–Zusmanovich type, DZT), см. [13] и [3],
если

∀i ∈ 〈n〉 ∃j 6= i : [|aii| − rji (A)]|ajj | > |aij |rj(A). (2.24)

Как известно, всякая DZT матрица является невырожденной H-мат-
рицей, и можно говорить о DZT условиях невырожденности.

Как несложно понять, оценки (2.23) соответствуют DZT условиям
невырожденности (2.24).

Действительно, поскольку матрица ρ(A)In−A является вырожден-
ной, из условий невырожденности (2.24) следует, что

∃i ∈ 〈n〉 : ∀j 6= i [ρ(A)− aii − rji (A)] [ρ(A)− ajj ]

= [ρ(A)−Rj
i (A)] [ρ(A)− ajj ] 6 aijrj(A),

что означает, что для некоторого i ∈ 〈n〉 и для всех j 6= i справедливо
неравенство

ρ(A) 6 ρ(A(i, Sj , j)),



НОВЫЕ ДВУСТОРОННИЕ ОЦЕНКИ 133

где ρ(A(i, Sj , j)) определено в (2.21), и мы приходим к верхней оценке
(2.23.a).

С другой стороны, применяя верхнюю оценку (2.23.a) к неотрица-
тельной матрице C = |DA|

−1|B| с нулевыми диагональными элемен-
тами, где A = DA −B, и принимая во внимание соотношения

cjj = 0, Rj
i (C) = rji (A)/|aii|, cij = |aij |/|aii| rj(C) = rj(A)/|ajj |,

мы заключаем, что A является невырожденнойH-матрицей, если толь-
ко для любого i ∈ 〈n〉 найдется j 6= i такое, что

rji (A)/|aii|+

√

rji (A)
2/|aii|2 + 4|aij |/|aii| R

j
i (A)/|ajj | < 2,

или, что равносильно,

[|aii| − rji (A)]|ajj | > |aij |rj(A).

Итак, из верхней оценки (2.23.a) следует, что любая матрица типа
Дашница–Зусмановича является невырожденной H-матрицей.

§3. Критерии невырожденности

В этом параграфе из верхних оценок для перроновского корня неот-
рицательной матрицы, полученных в §2, мы выводим критерии невы-
рожденности матриц, обеспечивающие их принадлежность к классу
невырожденных H-матриц. С этой целью мы применяем верхние оцен-
ки к неотрицательной матрице C = (cij) := |DA|

−1|B|, где A = DA −
B ∈ Cn×n, n > 2, – заданная матрица. Заметим, что cii = 0, i =
1, . . . , n, и для любого i ∈ 〈n〉 и любого непустого подмножества S ⊂
〈n〉, такого что i /∈ S, выполнены соотношения

RS̄
i (C) = rS̄i (A)/|aii|, rSi (C) = rSi (A)/|aii|, i = 1, . . . , n;

rj(C) = rj(A)/|ajj |, j = 1, . . . , n.

Следовательно, в силу (2.2), мы имеем

ρ(C(i, S, j)) =
1

2







rS̄i (A)

|aii|
+

√

√

√

√

[

rS̄i (A)

|aii|

]2

+ 4
rj(A)

|ajj |

rSi (A)

|aii|






,

и неравенство ρ(C(i, S, j)) < 1 сводится к неравенству
[

|aii| − rS̄i (A)
]

|ajj | > rSi (A) rj(A). (3.1)

Таким образом, мы доказали следующую лемму.
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Лемма 3.1. Пусть A = (aij) = DA − B ∈ Cn×n, n > 2, и пусть
C = |DA|

−1|B|. Тогда для любого i ∈ 〈n〉, любого подмножества S ⊂
〈n〉, не содержащего i, и для всех j 6= i неравенство ρ(C(i, S, j)) < 1
выполнено тогда и только тогда, когда выполнено неравенство (3.1).

Теперь из теоремы 2.1 и леммы 3.1 следует, что если для некоторо-
го непустого подмножества S=S(i)⊂〈n〉 такого, что i /∈S и rSi (A) 6=0,
неравенство (3.1) выполняется при всех j ∈ S таких, что aij 6= 0, то
ρ(C) < 1, и, применяя лемму 1.1, мы приходим к следующему крите-
рию невырожденности.

Теорема 3.1. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, и предположим, что
для всех i = 1, . . . , n выполнено по крайней мере одно из следующих
условий:

(i) |aii| > ri(A);
(ii) неравенство (3.1) справедливо хотя бы для одного непустого

подмножества S = S(i) ⊂ 〈n〉 такого, что i /∈ S и rSi (A) 6= 0, а
также для всех j ∈ S таких, что aij 6= 0.

Тогда A – невырожденная H-матрица.

Замечание 3.1. Если воспользоваться леммой 3.1 и следствием 2.1,
то в теореме 3.1 можно ограничиться лишь теми j ∈ S, для которых
aij 6= 0 и выполнено дополнительное условие

rj(A)

|ajj |
<

ri(A)

|aii|
.

Тем самым число неравенств (3.1), которые нужно проверять, может
быть уменьшено.

Критерий невырожденности, не принимающий в расчет разрежен-
ность матрицы, аналогичным образом получается из следствия 3.2.

Теорема 3.2. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Если для каждого
i = 1, . . . , n выполнено по крайней мере одно из двух условий

(i) |aii| > ri(A);
(ii) неравенство (3.1) справедливо для некоторого непустого под-

множества S = S(i) ⊂ 〈n〉 такого, что i /∈ S, и для всех j ∈ S,
то A – невырожденная H-матрица.

Теперь мы покажем, что теорема 3.1 обобщает одновременно неско-
лько известных результатов. С этой целью мы рассмотрим три част-
ных случая теоремы 3.1, соответствующих специальному выбору мно-
жеств S(i) в условии (ii).
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Пусть сперва S ⊂ 〈n〉 – некоторое непустое собственное подмноже-
ство множества индексов. Для i = 1, . . . , n определим множества S(i)
следующим образом:

S(i) :=

{

S, если i ∈ S̄,

S̄, если i ∈ S.
. (3.2)

Тогда неравенство (3.1) принимает вид
[

|aii| − rSi (A)
]

|ajj | > rS̄i (A) rj(A), если i ∈ S, (3.3)

и
[

|aii| − rS̄i (A)
]

|ajj | > rSi (A) rj(A), если i ∈ S̄, (3.4)

и мы приходим к такому следствия теоремы 3.1.

Следствие 3.1. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, и пусть S ⊂ 〈n〉,
1 6 |S| 6 n− 1. Предположим, что для всех i = 1, . . . , n
либо

(i) |aii| > ri(A),
либо выполнены следующие два условия:

(ii.1) если i ∈ S и rS̄i (A) 6= 0, то неравенство (3.3) справедливо для
всех j ∈ S̄ таких, что aij 6= 0;

(ii.2) если i ∈ S̄ и rSi (A) 6= 0, то неравенство (3.4) справедливо для
всех j ∈ S таких, что aij 6= 0.
Тогда A – невырожденная H-матрица.

Как несложно убедиться, условия (i), (ii) следствия 3.1 можно также
записать и в следующем виде:

(i) |aii| > rSi (A) для всех i ∈ S;

(ii) |aii| > rS̄i (A) для всех i ∈ S̄;
(iii) для всех i ∈ S и всех j ∈ S̄ таких, что aij 6= 0, справедливо

неравенство

[|aii| − rSi (A)] |ajj | > rS̄i (A) rj(A);

(iv) для всех i ∈ S и всех j ∈ S̄ таких, что aji 6= 0, справедливо
неравенство

[|ajj | − rS̄j (A)] |aii| > rSj (A) ri(A).

Напомним, что в работе [4] матрицы, удовлетворяющие условиям
(i)–(iv), были названы S-SOB (S-Sparse Ostrowski–Brauer) матрицами,
и было доказано, что они образуют подкласс класса невырожденных
H-матриц.
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Таким образом, следствие 3.1 дает новое описание S-SOB матриц, а
также гарантирует, что они являются невырожденными H-матрицами.

В заключение этого параграфа мы выведем варианты двух извест-
ных критериев невырожденности.

Если в теореме 3.1 потребовать, чтобы для каждого i ∈ 〈n〉 условие
(ii) выполнялось для соответствующего подмножества Si = 〈n〉 \ {i},
то мы придем к следующей разреженной версии критерия невырож-
денности Островского–Брауэра: (ср. следствие 2.2 в работе [9]).

Следствие 3.2. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Если для i = 1, . . . , n
либо |aii| > ri(A),
либо неравенство

|aii| |ajj | > ri(A) rj(A) (3.5)

выполняется для всех j 6= i таких, что aij 6= 0, то A является
невырожденной H-матрицей.

Пусть, наконец, в теореме 3.1 для каждого i ∈ 〈n〉 условие (ii) вы-
полняется для некоторого множества S(i) = Sj = {j}, где j 6= i и
aij 6= 0. Тогда

rS̄i (A) = rji (A), rSi (A) = |aij |,

так что неравенство (3.1) принимает вид

[

|aii| − rji (A)
]

|ajj | > |aij |rj(A) (3.6)

и должно выполняться хотя бы для одного j 6= i такого, что aij 6= 0.
Таким образом, из теоремы 3.1 также вытекает следующий резуль-

тат.

Следствие 3.3. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Если для i = 1, . . . , n
либо |aii| > ri(A),
либо неравенство (3.6) выполняется хотя бы для одного j 6= i та-

кого, что aij 6= 0, то A является невырожденной H-матрицей.

Заметим, что условия следствия 3.3 можно рассматривать как раз-
реженную версию характеризации DZT матриц, предложенной в ра-
боте [3].
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