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ГРАФЫ ОТНОШЕНИЙ АЛГЕБРЫ СЕДЕНИОНОВ

§1. Введение

Алгебра седенионов – важный частный случай вещественных алгебр
Кэли–Диксона. Это первая неальтернативная алгебра главной после-
довательности, поэтому в ней впервые возникают делители нуля. Как
мы увидим далее, их структура интересна и гармонична.

В число наиболее важных статей о делителях нуля алгебр главной
последовательности входят работы Морено [15,17], а также Бисса, Даг-
гера и Исаксена [2,3]. Морено был первым, кто начал изучать дважды
альтернативные делители нуля, то есть такие элементы, обе компо-
ненты которых альтернативны в предыдущей алгебре этой последо-
вательности. Он установил ряд интересных свойств таких делителей
нуля, см. [15, с. 25–27].

Один из удобных методов визуализации бинарного алгебраического
отношения R – построение соответствующего ему графа. Вершинам
графа соответствуют элементы или их классы эквивалентности в рас-
сматриваемой алгебраической структуре, причём существует ребро из
x в y, если и только если xRy. Наиболее распространёнными графа-
ми отношений являются графы коммутативности, ортогональности и
делителей нуля.

Среди недавних работ о графах отношений вещественных алгебр
Кэли–Диксона можно отметить [8, 19], где были описаны графы от-
ношений контркомплексных чисел, контркватернионов, контроктони-
онов и контрседенионов. Мы называем эти алгебры вещественными
контр-алгебрами Кэли–Диксона малых размерностей. Кроме того, [8,
теорема 4.30] устанавливает простую взаимосвязь между графами ком-
мутативности и ортогональности этих алгебр. Однако в случае седе-
нионов эта взаимосвязь оказывается значительно более сложной: для
малоразмерных контр-алгебр мы используем лемму 6.2(1), а для седе-
нионов – лемму 6.2(2) настоящей работы.

Ключевые слова: алгебры Кэли–Диксона, седенионы, графы отношений, ком-
поненты связности.
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В работе второго автора [20] изучены делители нуля, имеющие неко-
торые ограничения на альтернативность и норму, в произвольных ве-
щественных алгебрах Кэли–Диксона. Установлено, что они образуют
шестиугольные структуры в графах ортогональности и делителей ну-
ля, см. [20, следствие 3.7]. В алгебрах главной последовательности
каждая пара делителей нуля порождает так называемый двойной ше-
стиугольник, см. [20, описание 4.8]. Таблица умножения вершин двой-
ного шестиугольника имеет блочную структуру, см. [20, теорема 4.11].

В настоящей статье изучается граф ортогональности седенионов,
обозначаемый ΓO(S). Хорошо известно, что алгебра октонионов аль-
тернативна и любой седенион может быть представлен в виде пары
октонионов. Следовательно, в случае седенионов любой делитель ну-
ля дважды альтернативнен, поэтому мы можем применить результа-
ты работы [20] и получить, что любая пара делителей нуля порождает
двойной шестиугольник в ΓO(S).

Можно проверить, что любой автоморфизм φ октонионов можно

продлить до автоморфизма φ̂ седенионов по формуле

φ̂((a, b)) = (φ(a), φ(b)).

Халил и Яо [10] показали, что группа AutR(O) действует свободно и
транзитивно на

{(x, y) ∈ S× S | n(x) = n(y) = 1, xy = 0}.
В частности, любую пару делителей нуля (a, b) и (c, d) всегда мож-
но заменить на (e1, e2) и (e7, e4) с некоторыми коэффициентами. В [6,
предложение 3.4(ii)] было доказано, что, поскольку e1e2 = e3 = −e7e4,
из (a, b)(c, d) = 0 следует n(c)ab = −n(a)cd. Мы скоро увидим, что это
свойство седенионов особенно важно. В частности, благодаря ему мно-
жество вершин двойного шестиугольника можно дополнить до базиса,
имеющего удобную таблицу умножения, см. теорему 5.2.

Отметим также работу Чана и Джоковича [6], посвящённую клас-
сификации подалгебр в S. Выбирая представителей классов сопряжён-
ности относительно действия AutR(S), Чан и Джокович определённо
использовали некоторые из соотношений, установленных в нашей таб-
лице умножения. И обратно, с помощью полученной в настоящей ра-
боте таблицы умножения можно выписать некоторые из подалгебр,
содержащих произвольный делитель нуля из S, см. предложение 5.4.

В подразделе 4.2 изучены компоненты связности ΓO(S). Ясно, что
для любых двух делителей нуля (a, b) и (c, d), принадлежащих одной
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компоненте связности, элементы ab и cd линейно зависимы. Из [15,
с. 25–27] также следует, что ab и cd чисто мнимые. Значит, каждой
компоненте связности ΓO(S) можно поставить в соответствие некото-
рую прямую из мнимой части алгебры октонионов. По теореме 4.15,
это соответствие биективно. Диаметр каждой компоненты связности
равен 3, см. теорему 4.11.

В подразделе 4.3 описывается подграф ΓO(S) на множестве тех вер-
шин, обе компоненты которых с точностью до знака являются стан-
дартными базисными элементами, то есть имеют вид (ei,±ej). Отме-
тим, что шестиугольники на рисунке 2 уже встречались в работе Брау-
на [4, теорема 8.1]. Кроме того, де Маре [11] изучал ранее делители ну-
ля вида (ei,±ej) и получил аналог двойных шестиугольников [12, с. 3],
а также таблицу умножения для их вершин [13, с. 8]. Однако наше до-
казательство является более общим.

В работе Кавагаса [5], посвящённой классификации подлуп в лу-
пе стандартных базисных седенионов, найдены 7 изоморфных копий
лупы квазиоктонионов и показано, что к ним сводятся все делители
нуля, которые ранее перечислил де Маре.

Наконец, в §6 мы рассматриваем граф коммутативности S. Все эле-
менты, чья мнимая часть является делителем нуля, содержатся в од-
ной компоненте связности, и её диаметр лежит между 3 и 4. Осно-
вываясь на ряде вычислений в Wolfram Mathematica, мы выдвигаем
гипотезу, что этот диаметр равен 3.

§2. Обзор вещественных алгебр Кэли–Диксона

2.1. Алгебраические отношения и их графы. Пусть F – про-
извольное поле, и (A,+, ·) – алгебра с единицей 1A над полем F, воз-
можно, некоммутативная или неассоциативная. Говорят, что элементы
a, b ∈ A антикоммутируют, если ab + ba = 0, и элементы a, b орто-

гональны, если ab = ba = 0. Множество делителей нуля в A (левых,
правых и двусторонних) мы будем обозначать как Z(A), множество
двусторонних делителей нуля в A – как ZLR(A), а центр A – как CA.

Обозначим множество всех автоморфизмов алгебры A над полем F

как AutF(A). Легко видеть, что каждый автоморфизм сохраняет пары
коммутирующих элементов, пары ортогональных элементов и пары
делителей нуля.

Определение 2.1. Пусть a – произвольный элемент алгебры A.
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• Централизатором a называется CA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba

}
–

множество элементов A, коммутирующих с a.
• Антицентрализатором a называется AncA(a) =

{
b ∈ A | ab +

ba = 0
}

– множество элементов A, антикоммутирующих с a.

• Ортогонализатором a называется OA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba =

0
}

– множество элементов A, ортогональных к a.

Ясно, что CA(a), AncA(a) и OA(a) – линейные пространства над F.

Обозначение 2.2. Для любого множества X ⊆ A обозначим множе-
ство прямых, проходящих через элементы X , как

P (X) = {[x] = Fx | x ∈ X}.

Введём теперь некоторые графы отношений, изучению которых по-
священа данная работа.

Определение 2.3. Пусть A – произвольная алгебра.

• Граф коммутативности ΓC(A) определяется следующим об-
разом: его вершины – прямые в A \ CA, то есть

V (ΓC(A)) = P (A \ CA),

причём различные вершины [a] и [b] соединены ребром, если и
только если ab = ba.
• Граф ортогональности ΓO(A) определяется следующим обра-

зом: его вершины – прямые в ZLR(A), то есть

V (ΓO(A)) = P (ZLR(A)),
причём различные вершины [a] и [b] соединены ребром, если и
только если ab = ba = 0.

Заметим, что рёбра графов ΓC(A) и ΓO(A) корректно определены.
Говоря о вершинах этих графов, мы не будем проводить различия меж-
ду ненулевым элементом a и проходящей через него прямой [a] = Fa.

Напомним также, что в неориентированном графе Γ величина
d(x, y) = dΓ(x, y) – это расстояние между двумя вершинами x и y,
а d(Γ) = sup

x,y∈Γ
d(x, y) – диаметр Γ. Кликой называется множество по-

парно соединённых вершин, а максимальной кликой называется мак-
симальная по включению клика. Обхват g(Γ) – это длина кратчайшего
цикла в Γ.
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2.2. Построение алгебр Кэли–Диксона. Вспомогательные опре-
деления и основные свойства алгебр Кэли–Диксона могут быть найде-
ны в работах [14, 18].

Определение 2.4. Пусть A – алгебра над полем F с операцией сопря-
жения a 7→ ā. Алгебра A{γ}, полученная из A с помощью процедуры

Кэли–Диксона с параметром γ ∈ F, γ 6= 0, определяется как множество
упорядоченных пар элементов из A с операциями

α(a, b) = (αa, αb);

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d);

(a, b)(c, d) = (ac+ γd̄b, da+ bc̄)

и сопряжением

(a, b) = (ā,−b), a, b, c, d ∈ A, α ∈ F.

Если сопряжение на A регулярно, то есть a+ ā ∈ F1A и aā = āa ∈ F1A
для любого a ∈ A, то сопряжение на A{γ} также регулярно, см. [18,
с. 435].

Далее будем считать, что F = R, и дадим определение произвольной
вещественной алгебры Кэли–Диксона в зависимости от набора её пара-
метров. Наиболее распространённое определение вещественных алгебр
Кэли–Диксона подразумевает, что все параметры равны −1. Мы будем
называть такие алгебры алгебрами главной последовательности.

Определение 2.5. Для каждого целого n > 0 и ненулевых веществен-
ных чисел γ0, . . . , γn−1 вещественная алгебра Кэли–Диксона

An = An{γ0, . . . , γn−1}
определяется индуктивно:

1) A0 = R, e
(0)
0 = 1 – её базисный элемент.

2) Если построена

An{γ0, . . . , γn−1},
то An+1{γ0, . . . , γn} = (An{γ0, . . . , γn−1}){γn}, причём

e
(n+1)
0 , . . . , e

(n+1)

2n+1−1 – её базисные элементы, где

e(n+1)
m =

{
(e

(n)
m , 0), 0 6 m 6 2n − 1,

(0, e
(n)
m−2n), 2n 6 m 6 2n+1 − 1.
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Для каждого целого n > 0 структура An из определения 2.5 – это

2n-мерная алгебра над R с единицей e
(n)
0 и регулярной операцией со-

пряжения, см. [8, лемма 3.14]. Мы будем использовать обозначения

1 = e
(n)
0 и r = re

(n)
0 при r ∈ R. Введём следующие понятия, аналогич-

ные соответствующим понятиям для комплексных чисел.

Определение 2.6.

• Пусть a ∈ An. Действительной частью a ∈ A называется
Re(a) = a+ā

2 , мнимой частью – Im(a) = a−ā
2 , нормой – n(a) =

aā = āa. Поскольку операция сопряжения на An регулярна,
Re(a), n(a) ∈ R.
• Элемент a ∈ An называется чисто мнимым, если Re(a) = 0.
• Элемент (a, b) ∈ An+1 называется дважды чисто мнимым, ес-

ли Re(a) = Re(b) = 0.

Предложение 2.7 ([18, с. 435]). Вещественная часть и норма эле-

мента (a, b) ∈ An+1 могут быть вычислены индуктивно с использо-

ванием следующих соотношений:

Re((a, b)) = Re(a),

n((a, b)) = n(a)− γnn(b).

Замечание 2.8. Норма a часто определяется как
√
aā, в отличие от

нормы n(a) = aā, используемой в данной работе. Однако большая
часть результатов может быть легко перенесена на случай изменённой
таким образом нормы.

2.3. Свойства вещественных алгебр Кэли–Диксона. Далее под-
разумеваем, что A – произвольная алгебра над полем F, а
An = An{γ0, . . . , γn−1} – произвольная вещественная алгебра Кэли–
Диксона. По [14, упражнение 2.5.1], An{γ0, . . . , γn−1} изоморфна
An{sgn(γ0), . . . , sgn(γn−1)}, поэтому достаточно рассматривать только
значения γk ∈ {±1}, k = 0, . . . , n− 1.

Обозначение 2.9. Пусть 〈a, b〉 – вещественнозначная симметрическая
билинейная форма, соответствующая квадратичной форме n(a). Тогда
〈a, a〉 = n(a) и 2〈a, b〉 = ab̄ + bā = āb + b̄a для любых a, b ∈ An, см. [8,
предложение 3.18, предложение 3.19].

Заметим также, что для любых a, b ∈ An выполнено 〈a, b〉 = 〈ā, b̄〉 и
Re(a) = 〈a, 1〉.
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Следующая лемма описывает антицентрализатор произвольного не-
нулевого чисто мнимого элемента An.

Лемма 2.10 ([9, лемма 5.8]). Пусть a ∈ An, Re(a) = 0, a 6= 0. Тогда

AncAn
(a) = {b ∈ An | Re(b) = 0 и 〈a, b〉 = 0} .

Перейдём к некоторым понятиям, связанным с ассоциативностью.
Ассоциатором элементов a, b, c ∈ A называется [a, b, c] = (ab)c−a(bc), а
их антиассоциатором – {a, b, c} = (ab)c+ a(bc). Элемент a ∈ A называ-
ется альтернативным, если для любого b ∈ A выполнено [a, a, b] = 0
и [b, a, a] = 0. Если все элементы A альтернативны, то A называется
альтернативной. Хорошо известно, что алгебра An альтернативна,
если и только если n 6 3. Однако все алгебры Кэли–Диксона являют-
ся гибкими, то есть удовлетворяют равенству [a, b, a] = 0 для любых
a, b ∈ A, см. [18, с. 437, теорема 1].

Предложение 2.11 ([14, упражнение 2.1.1]).

• Если A – гибкая алгебра, то для всех a, b, c ∈ A выполнено

[a, b, c] = −[c, b, a].
• Если A альтернативна, то ассоциатор на A кососимметри-

чен, то есть меняет знак при транспозиции аргументов.

Обозначение 2.12. Пусть m ∈ N, a1, . . . , am ∈ An. Будем обозначать

Lin(a1, . . . , am) = Ra1 + · · ·+ Ram,

Lin∗(a1, . . . , am) = Lin(a1, . . . , am) \ {0}.

§3. Алгебры главной последовательности

3.1. Определение и примеры.

Определение 3.1. Говорят, что алгебра An{γ0, . . . , γn−1} является
алгеброй главной последовательности, если γk = −1 для любого
k = 0, . . . , n− 1. Мы будем обозначать такую алгебру символомMn.

Предложение 3.2 ([8, предложение 3.31]). Пусть

a =

2n−1∑

m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑

m=0

bme
(n)
m ∈ Mn.
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Тогда 〈a, b〉 =
2n−1∑
m=0

ambm – стандартное евклидово скалярное произве-

дение. В частности, n(a) =
2n−1∑
m=0

a2m, поэтому n(a) = 0, если и только

если a = 0.

Пример 3.3. Примерами вещественных алгебр Кэли–Диксона глав-
ной последовательности могут служить комплексные числа (C), ква-
тернионы (H), октонионы (O) и седенионы (S) при n = 1, 2, 3 и 4
соответственно. Для знакомства с их определениями читатель может
обратиться к работе [1].

Ниже приведены точные определения и основные свойства алгебр
O и S.

Определение 3.4 ([1, с. 6]). O – восьмимерная алгебра над R с бази-
сом 1, e1, . . . , e7. Сопряжение на O задаётся формулой

a0 + a1e1 + · · ·+ a7e7 = a0 − a1e1 − · · · − a7e7,

а умножение задаётся таблицей 1.

Таблица 1. Таблица умножения базисных октонионов.

× 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6
e2 e2 −e3 −1 e1 e6 e7 −e4 −e5
e3 e3 e2 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4
e4 e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3
e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2
e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1
e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −1

Хорошо известно, что O ∼=M3, поэтому O – некоммутативная, неас-
социативная, но альтернативная алгебра без делителей нуля, см. [1,
с. 10].



ГРАФЫ ОТНОШЕНИЙ АЛГЕБРЫ СЕДЕНИОНОВ 69

Алгебра седенионов определяется как S = M4. Легко видеть, что
S =M4 =M3{−1} ∼= O{−1}, и этот изоморфизм приводит нас к наи-
более удобной форме записи седенионов. S – некоммутативная, неас-
социативная и неальтернативная алгебра с делителями нуля, см. [15,
с. 2].

3.2. Делители нуля и двойные шестиугольники. Согласно [8,
следствие 4.6], в случае вещественных алгебр Кэли–Диксона все де-
лители нуля оказываются двусторонними делителями нуля, то есть
Z(An) = ZLR(An). Однако в случае алгебр главной последовательно-
сти имеет место более сильный результат.

Замечание 3.5 ([15, следствие 1.6]). ВMn условия xy=0 и yx=0 рав-
носильны. Следовательно, ΓZ(Mn) может быть получен из ΓO(Mn)
заменой каждого неориентированного ребра на пару разнонаправлен-
ных ориентированных рёбер.

Лемма 3.6 ( [15, следствие 1.12]). Пусть x = (x1, x2), y = (y1, y2),
ỹ = (−y2, y1) ∈Mn. Тогда xy = 0, если и только если xỹ = 0.

Определение 3.7 ([16, с. 15]). Пусть a, b ∈ An.

• Элемент a альтернирует с элементом b, если [a, a, b] = 0.
• Элемент a строго альтернирует с элементом b, если [a, a, b] = 0

и
[b, b, a] = 0.

Хорошо известно, что любой делитель нуля вMn является дважды
чисто мнимым, см. [15, следствие 1.9]. Если же потребовать альтерна-
тивность, делители нуля будут обладать дополнительными свойства-
ми. Следующая лемма впервые была доказана в работе Морено [15,
с. 25–27], а затем получила обобщение в [20].

Лемма 3.8 ([20, следствие 4.4]). Пусть a, b ∈Mn−1 строго альтерни-

руют с элементами c, d ∈ Mn−1, (a, b), (c, d) ∈ Z(Mn), (a, b)(c, d) = 0.
Тогда

(1) Re(a) = Re(b) = Re(c) = Re(d) = 0.
(2) n(a) = n(b), n(c) = n(d).
(3) [a, c, b] = 2n(a)d, [a, d, b] = −2n(a)c, [c, a, d] = 2n(c)b, [c, b, d] =
−2n(c)a.

(4) {a, c, b} = {a, d, b} = {b, c, a} = {b, d, a} = 0.
{c, a, d} = {c, b, d} = {d, a, c} = {d, b, c} = 0.
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Если a, b, c, d попарно строго альтернируют, то

(5) a, b, c, d попарно ортогональны относительно скалярного произве-

дения 〈·, ·〉;
(6) ac = bd, ad = −bc.
Теорема 3.9 ([20, лемма 3.2, лемма 4.6, следствие 4.7, описание 4.8,
замечание 4.13]). Пусть a, b ∈ Mn−1 строго альтернируют с элемен-

тами c, d ∈Mn−1, (a, b), (c, d) ∈ Z(Mn), (a, b)(c, d) = 0. По лемме 3.8,
без ограничения общности можно считать, что n(a) = n(b) = n(c) =
n(d) = 1. Тогда

(1) Элементы ac, ad строго альтернируют с элементами a, b, c, d.
(2) 1, a, b, c, d, ac, ad образуют ортонормированную систему относи-

тельно скалярного произведения 〈·, ·〉.
(3) Существует подграф ΓO(Mn), изображённый на рисунке 1 и на-

зываемый двойным шестиугольником.

(4) Все элементы в вершинах двойного шестиугольника линейно не-

зависимы.

Замечание 3.10. В частности, из теоремы 3.9(3) следует, что
(a, b)(c, d) = 0 влечёт (c, d)(ac, ad) = 0.

Рис. 1. Двойной шестиугольник.

§4. Граф ортогональности алгебры седенионов

4.1. Делители нуля и их свойства. Мы рассмотрим случай, ко-
гдаMn = S. Поскольку O альтернативна, любая пара делителей нуля
(a, b), (c, d) ∈ S, (a, b)(c, d) = 0, удовлетворяет условиям леммы 3.8. В



ГРАФЫ ОТНОШЕНИЙ АЛГЕБРЫ СЕДЕНИОНОВ 71

частности, можно считать, что n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда, по
следствию 2.12 и теореме 2.13 в [15], существует автоморфизм φ алгеб-
ры O, отображающий a, b, c, d в e1, e2, e7, e4 соответственно. Мы можем
продлить φ до автоморфизма S по формуле (x, y) 7→ (φ(x), φ(y)). То-
гда (a, b) и (c, d) будут переходить в (e1, e2) и (e7, e4). Таким образом,
всегда можно заменить (a, b) и (c, d) на (e1, e2) и (e7, e4). Отсюда мы
сразу получаем следующее предложение.

Предложение 4.1. Пусть (a, b), (c, d) ∈ Z(S), (a, b)(c, d) = 0, n(a) =
n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда 1, a, b, c, d, ab, ac, ad образуют ортонор-

мированную систему относительно скалярного произведения 〈·, ·〉.
В случае седенионов имеется ещё одно соотношение между компо-

нентами пар делителей нуля в дополнение к лемме 3.8. В остальных
алгебрах оно принимает более слабый вид и выполняется только для
пар базисных элементов.

Лемма 4.2 ([6, предложение 3.4(ii)], [20, лемма 6.2]).
(1) Пусть (a, b)(c, d) = 0 в S, n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда

ab = −cd.
(2) Пусть n > 1, a, b, c, d ∈ {±e(n−1)

m |m = 1, . . . 2n−1− 1}, (a, b), (c, d) ∈
Z(An), (a, b)(c, d) = 0. Тогда ab = ±cd.

Пример 4.3. Пусть (a, b) = (e1, e2), (c, d) = (e5 + e13, e6 + e14) ∈ M5.
Тогда (a, b)(c, d) = 0. Кроме того, из [16, теорема 3.3] следует, что
a, b, c, d альтернативны в M4 = S. Однако ab = e3, cd = 2e11, поэтому
ab и cd линейно независимы.

Следствие 4.4. Пусть (a, b), (c, d) ∈ Z(S), n(a) = n(b) = n(c) =
n(d) = 1. Пусть также P – путь длины k в ΓO(S) между (a, b) и

(c, d). Тогда ab = (−1)kcd.
Доказательство. Можно считать, что для каждой внутренней вер-
шины (x, y) ∈ P выполнено n(x) = n(y) = 1. Требуемое утверждение
нетрудно получить из леммы 4.2 индукцией по k. �

Предложение 4.5.

(1) ΓO(S) не содержит циклов нечётной длины.

(2) Обхват ΓO(S) равен 4.
(3) Каждая максимальная клика в ΓO(S) содержит ровно две верши-

ны.
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Доказательство.

(1) Предположим от противного, что существует путь P , начинаю-
щийся и заканчивающийся в вершине (a, b) ∈ Z(S), n(a) = n(b) = 1,
и P имеет нечётную длину k. Согласно следствию 4.4, мы имеем
ab = (−1)kab = −ab. Следовательно, ab = 0, но O не содержит
делителей нуля, противоречие.

(2) Сперва покажем, что g(ΓO(S)) 6 4. Пусть (a, b)(c, d) = 0, где
(a, b), (c, d) ∈ Z(S). Тогда, по лемме 3.6, существует следующий
4-цикл в ΓO(S):

(a, b)↔ (c, d)↔ (b,−a)↔ (d,−c)↔ (a, b).

Поскольку в ΓO(S) нет циклов нечётной длины, g(ΓO(S)) > 4.
Значит, g(ΓO(S)) = 4.

(3) В ΓO(S) нет циклов длины 3. Кроме того, ΓO(S) не содержит изо-
лированных вершин, откуда мы сразу получаем требуемое утвер-
ждение. �

4.2. Компоненты связности графа ортогональности. В утвер-
ждениях 4.6–4.10 мы предполагаем, что (a, b), (c, d)∈Z(S), (a, b)(c, d)=0,
n(a)=n(b)=n(c)=n(d)=1. Тогда (a, b), (c, d) удовлетворяют условиям
теоремы 3.9, поэтому они содержатся в двойном шестиугольнике на
рисунке 1.

Предложение 4.6. Каждая вершина двойного шестиугольника со-

единена ровно с четырьмя другими вершинами, и эти четыре верши-

ны образуют базис ортогонализатора выбранной вершины. В частно-

сти,

OS((a, b)) = Lin((c, d), (d,−c), (ac,−ad), (ad, ac)),
OS((c, d)) = Lin((a, b), (b,−a), (ac, ad), (ad,−ac)),

OS((ac, ad)) = Lin((c, d), (d,−c), (a,−b), (b, a)).

Доказательство. Включение справа налево сразу следует из теоре-
мы 3.9(3). Согласно [15, с. 25], ортогонализатор произвольного делите-
ля нуля в S имеет размерность 4, что даёт нам обратное включение. �
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Обозначение 4.7. Обозначим

Λ+
(a,b) = Lin∗((a, b), (b,−a), (d, c), (c,−d), (ac, ad), (ad,−ac)),

Λ−

(a,b) = Lin∗((b, a), (a,−b), (c, d), (d,−c), (ad, ac), (ac,−ad)),
Λ(a,b) = Λ+

(a,b) ∪ Λ−

(a,b).

Λ(a,b) – это множество всех нетривиальных линейных комбинаций
элементов, стоящих в углах двойного шестиугольника на рисунке 1
через один.

Лемма 4.8. Λ(a,b) находится на расстоянии не больше 3 от (a, b) в

ΓO(S).

Доказательство. Рассмотрим (x, y) ∈ OS((a, b)), (x, y) = k1(c, d) +
k2(d,−c) + k3(ad, ac) + k4(ac,−ad). Тогда

(ax, ay) = k1(ac, ad) + k2(ad,−ac)− k3(d, c)− k4(c,−d).
Согласно замечанию 3.10, (x, y)(ax, ay) = 0. Кроме того, из рисунка 1
следует, что (a, b), (b,−a) ∈ OS((x, y)) и (b, a), (a,−b) ∈ OS((ax, ay)). То-
гда для любых k5, k6 ∈ R таких, что последний элемент пути отличен
от нуля, существуют следующие пути длины не превосходящей 3:

• (a, b)←→ (x, y)←→ k5(a, b) + k6(b,−a);
• (a, b)←→ (x, y)←→ (ax, ay) + k5(a, b) + k6(b,−a);
• (a, b)←→ (x, y)←→ (ax, ay)←→ k5(b, a) + k6(a,−b);
• (a, b)←→ (x, y)←→ (ax, ay)←→ (x, y) + k5(b, a) + k6(a,−b).

Отсюда мы сразу получаем утверждение леммы. �

Лемма 4.9. Пусть (x, y) ∈ Z(S) таков, что xy ∈ Lin(ab). Тогда

(x, y) ∈ Λ(a,b).

Доказательство. Согласно предложению 4.1, 1, a, b, c, d, ab, ac, ad об-
разуют ортонормированную систему относительно скалярного произ-
ведения 〈·, ·〉. Без ограничения общности можно считать, что n(x) =
n(y) = 1. Аналогично, 1, x, y, xy образуют ортонормированную систе-
му, поэтому xy = ±ab и x, y ∈ Lin(a, b, c, d, ac, ad). Тогда, если мы
зафиксируем x ∈ Lin(a, b, c, d, ac, ad), n(x) = 1, вторая компонента
y = (x̄x)y = −x(xy) = ∓x(ab) определена с точностью до знака. Сле-
довательно, (x, y) ∈ Λ(a,b). �

Следствие 4.10. Пусть C обозначает компоненту связности ΓO(S),
содержащую (a, b). Тогда множество вершин C совпадает с P (Λ(a,b)).
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Доказательство. Включение справа налево доказано в лемме 4.8.
Пусть теперь (x, y) ∈ C. По следствию 4.4, xy ∈ Lin(ab). Тогда из
леммы 4.9 следует, что (x, y) ∈ Λ(a,b). �

Теорема 4.11. Диаметр каждой компоненты связности ΓO(S)
равен 3.

Доказательство. Пусть (a, b) ∈ Z(S). Тогда существует такое (c, d) ∈
Z(S), что (a, b)(c, d) = 0. Без ограничения общности можно считать,
что n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Обозначим компоненту связности
ΓO(S), содержащую (a, b) и (c, d), за C. По следствию 4.10, множество
вершин C совпадает с P (Λ(a,b)). Более того, согласно лемме 4.8, Λ(a,b)

лежит на расстоянии не больше 3 от (a, b) в ΓO(S).
Заметим, что из теоремы 3.9(4) следует, что OS((a, b))∩OS((b, a))=0,

поэтому d((a, b), (b, a)) = 3.
Поскольку элемент (a, b) был выбран произвольным образом, диа-

метр каждой компоненты связности равен 3. �

Лемма 4.12 ([2, предложение 12.1]). Пусть a, b ∈ O, (a, b) ∈ S \ {0}.
Тогда (a, b) ∈ Z(S), если и только если выполнены следующие условия:

(1) n(a) = n(b);
(2) 1, a, b ортогональны относительно скалярного произведения 〈·, ·〉.

Лемма 4.13 ([15, лемма 1.3], [8, лемма 4.2, лемма 4.8]).
(1) Пусть a, b, c ∈ An. Тогда 〈a, bc〉 = 〈ac̄, b〉 = 〈b̄a, c〉.
(2) Пусть a, b ∈ An, a альтернирует с элементом b. Тогда n(ab) =

n(ba) = n(a)n(b).

Обозначение 4.14. Пусть Γ – неориентированный граф. Тогда C(Γ)
– множество компонент связности Γ.

Теорема 4.15. Пусть P (Im(O)) обозначает множество всех одно-

мерных подпространств в Im(O). Тогда существует корректно опре-

делённая биекция ψ : C(ΓO(S))→ P (Im(O)), действующая следующим

образом. Если C ∈ C(ΓO(S)) и (a, b) ∈ C, то ψ(C) = Lin(ab).

Доказательство.

• ψ корректно определено по следствию 4.4.
• ψ инъективно по лемме 4.9.
• ψ сюръективно. Рассмотрим прямуюX ∈ P (Im(O)). ТогдаX =
Lin(x) для некоторого x ∈ Im(O), n(x) = 1. Пусть теперь a ⊥
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Lin(1, x), n(a) = 1, b = āx. Тогда ab = a(āx) = (aā)x = x.
Согласно лемме 4.12, (a, b) ∈ Z(S):
(1) по лемме 4.13(2), n(b) = n(ā)n(x) = n(a);
(2) из леммы 4.13(1) следует, что 〈1, b〉 = 〈a, x〉 = 0, 〈a, b〉 =
〈a2, x〉 = −〈1, x〉 = 0, поэтому 1, a, b ортогональны.

Пусть теперь C∈C(ΓO(S)) такова, что (a, b)∈C. Тогда ψ(C)=X .

�

Следствие 4.16. Пусть φ ∈ AutR(O) порождает автоморфизм φ̂ ∈
AutR(S) по формуле φ̂((x, y)) = (φ(x), φ(y)) для всех (x, y) ∈ S. Тогда φ̂

действует естественным образом на C(ΓO(S)), причём ψ ◦ φ̂ = φ ◦ψ.

Доказательство. Заметим, что φ̂ сохраняет пары ортогональных
элементов и, следовательно, отображает компоненты связности ΓO(S)
в компоненты связности. Пусть C ∈ C(ΓO(S)), (a, b) ∈ C. Тогда

(φ(a), φ(b)) = φ̂((a, b)) ∈ φ̂(C),

поэтому ψ(φ̂(C)) = Lin(φ(a)φ(b)) = Lin(φ(ab)) = φ(Lin(ab)) = φ(ψ(C)).
�

4.3. Подграф ΓO(S) на элементах вида [(ei,±ej)].
Обозначение 4.17. Нам понадобятся следующие подмножества Z(S):

Ze = {(ei,±ej) ∈ Z(S)} ,
Z+
e = {(ei, ej) ∈ Z(S)} ,

Z−
e = {(ei,−ej) ∈ Z(S)} .

Обозначим через Γe(S) подграф ΓO(S) на множестве вершин P (Ze).

Описание 4.18. Γe(S) изображён на рисунке 2 на основе результатов,
полученных в [5] и [11].

Γe(S) несвязен и состоит из 7 двойных шестиугольников. Для удоб-
ства мы будем считать, что внешние элементы принадлежат Z+

e , а
внутренние – Z−

e . Пронумеруем двойные шестиугольники на рисун-
ке 2 от 1 до 7 слева направо и сверху вниз. Будем обозначать k-ый
двойной шестиугольник как Hk.

Предложение 4.19. Перечислим основные свойства Γe(S):

(1) (ei,±ej) ∈ Z(S), если и только если i 6= j.
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Рис. 2. Подграф ΓO(S) на элементах вида [(ei,±ej)].

(2) (ei, ej)(ek, el)=0, если и только если (ei,−ej)(ek,−el)=0, (ei, ej)(ek,−el)=0,
если и только если (ei,−ej)(ek, el) = 0.
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(3) Для всех k ∈ {1, . . . , 7} подграф Hk – это в действительности

двойной шестиугольник с рисунка 1, упорядоченный так, чтобы

внешние элементы принадлежали Z+
e , а внутренние – Z−

e .

(4) Каждый двойной угол двойного шестиугольника содержит пару

элементов (ei, ej) и (ej ,−ei). Противоположный двойной угол со-

держит элементы (ej , ei) и (ei,−ej).
(5) Пусть (ei,±ej) ∈ Hk. Тогда eiej = ±ek.
Доказательство.

(1) следует из леммы 4.12.
(2) сразу следует из теоремы 3.9.
(3) нетрудно проверить непосредственными вычислениями.
(4) следует из структуры двойного шестиугольника на рисунке 1.
(5) Пусть (ei, ej) – произвольный элемент в Hk. Тогда, по теореме 4.15,

для любого (el, em) ∈ Hk выполнено elem ∈ Lin∗(eiej). Значит,
elem = ±eiej . Перенумерацией двойных шестиугольников нетруд-
но добиться равенства eiej = ±ek для всех (ei,±ej) ∈ Hk. �

Предложение 4.20. Разные компоненты связности Γe(S) содержат-

ся в разных компонентах связности ΓO(S).

Доказательство. Непосредственно следует из теоремы 4.15 и пред-
ложения 4.19(5). �

§5. Таблица умножения вершин двойного

шестиугольника

Лемма 5.1. Пусть элементы 1, x, y образуют ортонормированную

систему в O. Тогда в S выполнены соотношения

(x, y)(0, xy) = −(x,−y),
(x, y)(xy, 0) = −(y, x).

Доказательство. По лемме 2.10, элементы x и y антикоммутируют.
Поскольку x и y чисто мнимые, имеем

x2 = −n(x) = −1 и y2 = −n(y) = −1.
Тогда из альтернативности O мы получаем

(x, y)(0, xy)=(−(xy)y, (xy)x)=((xy)y,−(yx)x)=(x(yy),−y(xx))=−(x,−y),
(x, y)(xy, 0)=(x(xy), y(xy))=(x(xy), y(yx))=((xx)y, (yy)x)=−(x, y). �
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Пусть (a, b), (c, d) ∈ Z(S), (a, b)(c, d) = 0, n(a)=n(b)=n(c)=n(d)=1.
Тогда (a, b), (c, d) удовлетворяют условиям теоремы 3.9, поэтому рису-
нок 1 изображает двойной шестиугольник в ΓO(S), содержащий (a, b)
и (c, d). Вершины этого шестиугольника можно дополнить до базиса в
S, имеющего удобную таблицу умножения.

Теорема 5.2. Пусть

f0 = (1, 0), f4 = (ac,−ad), f̃0 = (0, 1), f̃4 = (ad, ac),

f1 = (a, b), f5 = (c, d), f̃1 = (−b, a), f̃5 = (−d, c),
f2 = (c,−d), f6 = (a,−b), f̃2 = (d, c), f̃6 = (b, a),

f3 = (ac, ad), f7 = (0, ab), f̃3 = (−ad, ac), f̃7 = (−ab, 0).

Тогда F = {fm, f̃m | m = 0, . . . , 7} – базис в S, ортогональный от-

носительно скалярного произведения 〈·, ·〉. Его таблица умножения

описывается таблицей 2.

Доказательство. Легко видеть, что f0 = e0 и f̃0 = e8 в терминах
стандартного базиса S. Согласно предложению 4.1, элементы 1, a, b, c,
d, ab, ac, ad образуют ортонормированную систему относительно ска-
лярного произведения 〈·, ·〉. Следовательно, F – ортогональная система
в S. По лемме 2.10, элементы F \ {f0} попарно антикоммутируют.

Как следует из [15, с. 13], для любого (x, y) ∈ S выполнено (x, y)f̃0 =

(x, y)(0, 1) = (−y, x). Следовательно, fm f̃0 = f̃m и f̃m f̃0 = −fm для
всех m = 0, . . . , 7.

Поскольку (a, b)(c, d) = 0 и (c, d)(ac, ad) = 0, из леммы 4.2 следует,
что ab = −cd = (ac)(ad). Элементы a, b, c, d, ac, ad попарно антикомму-
тируют, поэтому

ab = −ba = dc = −cd = (ac)(ad) = −(ad)(ac).
Тогда таблица умножения для {fm, f̃m |m = 0, . . . , 6} следует из [20,
теорема 4.11]. Затем мы добавляем столбцы и строки, соответствую-

щие f7 и f̃7, используя лемму 5.1. �

Замечание 5.3. По лемме 3.6, элементы fm и −f̃m принадлежат од-
ному двойному углу двойного шестиугольника, m = 1, . . . , 6. Элемент

fm принадлежит внешнему шестиугольнику, а −f̃m – внутреннему.
Элементы f1, f2 и f3 лежат в углах внешнего шестиугольника че-

рез один, в то время как f4, f5 и f6 лежат в остальных углах этого
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шестиугольника. Каждая из пар элементов f1 и f6, f2 и f5, f3 и f4
соответствует паре противоположных вершин внешнего шестиуголь-
ника.

Таблица 2 имеет блочную структуру, а её (3×3)-блоки бывают двух
видов. Часть из них антидиагональна, а остальные сходны с таблицей
умножения базисных кватернионов. В целом, таблица 2 напоминает
таблицу умножения для стандартного базиса S, см. [5, с. 254]. Базис
F был найден ранее в работе [13, с. 8], однако де Маре иначе упо-
рядочивал элементы, поэтому его таблица умножения имеет другую
структуру и состоит из блоков 4× 4.

Отметим также работу Чана и Джоковича [6], посвящённую клас-
сификации подалгебр в S. Классом сопряжённости называется орбита
относительно действия AutR(S) на множестве всех подалгебр в S. Изо-
морфизм двух подалгебр S1, S2 ⊆ S будем обозначать как S1

∼= S2, а
их сопряжённость – как S1 ∼ S2. В [6] показано, что размерность про-
извольной подалгебры в S может принимать значения 1, 2, 3, 4, 6 или
8. Кроме того, описаны классы сопряжённости для каждой из воз-
можных размерностей. Выбирая представителей этих классов, Чан и
Джокович определённо использовали некоторые соотношения между
делителями нуля, установленные в таблице 2, однако они не выписы-
вали саму таблицу в явном виде. Пусть

S3 = Lin((1, 0), (e1, e4), (e2, e7)), Oi,j,e = H+H(0, 1),

S4 = Lin((1, 0), (e1, e2), (e4, e7), (e5,−e6)), R8 = S4 + S4(0, 1),

S6 = S3 + S3(0, 1), S8 = H+H(0, e4).

Чан и Джокович [6] показали, что:

• Любая 3-мерная подалгебра сопряжена с S3.
• Любая 4-мерная подалгебра либо изоморфна H, либо сопряже-

на с S4.
• Любая 6-мерная подалгебра сопряжена с S6.
• Любая 8-мерная подалгебра сопряжена с одной из подалгебр
O, Oi,j,e, R8 или S8. Подалгебра S8 единственная среди них не
обладает делением. Алгебры O и Oi,j,e изоморфны, а R8 не
изоморфна им.

Следующее предложение описывает некоторые подалгебры в S, су-
ществование которых явно следует из таблицы 2. Мы также класси-
фициуем их согласно результатам, полученным в [6].
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Предложение 5.4. Перечислим некоторые нетривиальные подал-

гебры в S, содержащие f1:

dim= 3 : Lin(f0, f1, f4)∼S3, Lin(f0, f1, f5)∼S3,

Lin(f0, f1, f̃4)∼S3, Lin(f0, f1, f̃5) ∼ S3.

dim = 4 : Lin(f0, f1, f6, f7) ∼= H, Lin(f0, f1, f̃0, f̃1) ∼= H,

Lin(f0, f1, f̃6, f̃7) ∼= H, Lin(f0, f1, f2, f3) ∼ S4.

dim= 6 : Lin(f0, f1, f4, f̃0, f̃1, f̃4)∼S6,

Lin(f0, f1, f5, f̃0, f̃1, f̃5)∼S6.

dim = 8 : Lin(f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) ∼ S8,

Lin(f0, f1, f6, f7, f̃2, f̃3, f̃4, f̃5) ∼ S8,

Lin(f0, f1, f6, f7, f̃0, f̃1, f̃6, f̃7) ∼ Oi,j,e,

Lin(f0, f1, f2, f3, f̃0, f̃1, f̃2, f̃3) ∼ R8.

Доказательство. Используя таблицу 2, нетрудно проверить, что эти
линейные пространства замкнуты относительно умножения, поэтому
они являются подалгебрами в S.

Сопряжённость с подалгебрами S3 и S6 при dim = 3 и dim = 6 сразу
следует из [6, теорема 8.1].

Изоморфизм между Lin(f0, f1, f6, f7), Lin(f0, f1, f̃0, f̃1),

Lin(f0, f1, f̃6, f̃7) и H становится очевидным, если нормализовать эле-

менты f1, f6, f̃1, f̃6, то есть поделить каждый из них на
√
2. Однако

подалгебра Lin(f0, f1, f2, f3) не является ассоциативной, поэтому она
не изоморфна H, см. [6, с. 496]. Значит, Lin(f0, f1, f2, f3) ∼ S4.

Поскольку f1f4 = f1 f̃4 = 0, подпространства

Lin(f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) и Lin(f0, f1, f6, f7, f̃2, f̃3, f̃4, f̃5)

являются 8-мерными подалгебрами без деления. Таким образом, они
сопряжены с S8.

Так как Lin(f0, f1, f6, f7) ∼= H, элементы f1 и f6 строго альтерниру-

ют в S. Кроме того, f6 ⊥ Lin(f0, f1, f̃0, f̃1). Следовательно, по [20, лем-

ма 5.8], Lin(f0, f1, f6, f7, f̃0, f̃1, f̃6, f̃7) изоморфна O. Множество {±f̃0}
инвариантно относительно AutR(S), см. [7, лемма 2.1], причём f̃0 /∈ O.
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× f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f̃0 f̃1 f̃2 f̃3 f̃4 f̃5 f̃6 f̃7

f0 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f̃0 f̃1 f̃2 f̃3 f̃4 f̃5 f̃6 f̃7

f1 f1 −2f0 2f3 −2f2 0 0 2f7 −f6 f̃1 −2f̃0 −2f̃3 2f̃2 0 0 −2f̃7 f̃6

f2 f2 −2f3 −2f0 2f1 0 2f7 0 −f5 f̃2 2f̃3 −2f̃0 −2f̃1 0 −2f̃7 0 f̃5

f3 f3 2f2 −2f1 −2f0 2f7 0 0 −f4 f̃3 −2f̃2 2f̃1 −2f̃0 −2f̃7 0 0 f̃4

f4 f4 0 0 −2f7 −2f0 −2f6 2f5 f3 f̃4 0 0 2f̃7 −2f̃0 2f̃6 −2f̃5 −f̃3

f5 f5 0 −2f7 0 2f6 −2f0 −2f4 f2 f̃5 0 2f̃7 0 −2f̃6 −2f̃0 2f̃4 −f̃2

f6 f6 −2f7 0 0 −2f5 2f4 −2f0 f1 f̃6 2f̃7 0 0 2f̃5 −2f̃4 −2f̃0 −f̃1

f7 f7 f6 f5 f4 −f3 −f2 −f1 −f0 f̃7 −f̃6 −f̃5 −f̃4 f̃3 f̃2 f̃1 −f̃0

f̃0 f̃0 −f̃1 −f̃2 −f̃3 −f̃4 −f̃5 −f̃6 −f̃7 −f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

f̃1 f̃1 2f̃0 −2f̃3 2f̃2 0 0 −2f̃7 f̃6 −f1 −2f0 −2f3 2f2 0 0 −2f7 f6

f̃2 f̃2 2f̃3 2f̃0 −2f̃1 0 −2f̃7 0 f̃5 −f2 2f3 −2f0 −2f1 0 −2f7 0 f5

f̃3 f̃3 −2f̃2 2f̃1 2f̃0 −2f̃7 0 0 f̃4 −f3 −2f2 2f1 −2f0 −2f7 0 0 f4

f̃4 f̃4 0 0 2f̃7 2f̃0 2f̃6 −2f̃5 −f̃3 −f4 0 0 2f7 −2f0 2f6 −2f5 −f3

f̃5 f̃5 0 2f̃7 0 −2f̃6 2f̃0 2f̃4 −f̃2 −f5 0 2f7 0 −2f6 −2f0 2f4 −f2

f̃6 f̃6 2f̃7 0 0 2f̃5 −2f̃4 2f̃0 −f̃1 −f6 2f7 0 0 2f5 −2f4 −2f0 −f1

f̃7 f̃7 −f̃6 −f̃5 −f̃4 f̃3 f̃2 f̃1 f̃0 −f7 −f6 −f5 −f4 f3 f2 f1 −f0
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Значит, подалгебра Lin(f0, f1, f6, f7, f̃0, f̃1, f̃6, f̃7) не сопряжена с O, по-
этому она сопряжена с Oi,j,e.

И наконец,

Lin(f0, f1, f2, f3, f̃0, f̃1, f̃2, f̃3)=Lin(f0, f1, f2, f3)+Lin(f0, f1, f2, f3)(0, 1).

Мы знаем, что Lin(f0, f1, f2, f3) ∼ S4, поэтому

Lin(f0, f1, f2, f3, f̃0, f̃1, f̃2, f̃3) ∼ S4 + S4(0, 1) = R8. �

Замечание 5.5. Поскольку f1 = (a, b) – произвольный делитель нуля
в S, предложение 5.4 описывает подалгебры, содержащие произволь-
ный делитель нуля из S.

§6. Граф коммутативности алгебры седенионов

Лемма 6.1 ([18, с. 438]).

(1) Если n 6 1, то CAn
= An, поэтому множество вершин ΓC(An)

пустое.

(2) Если n > 2, то CAn
= R, поэтому множество вершин ΓC(An)

совпадает с P (An \ R).
Лемма 6.2 ([9, лемма 8.11]). Пусть x ∈ An \ {0}, Re(x) = 0.

(1) Если n(x) = 0 и n 6 3, то CAn
(x) = R⊕OAn

(x).
(2) Если n(x) 6= 0, то CAn

(x) = R⊕ Rx⊕OAn
(x).

Следствие 6.3. Пусть x ∈ Mn \ R, Im(x) /∈ Z(Mn). Тогда ком-

понента связности ΓC(Mn), содержащая x, – это полный граф на

множестве вершин P (x+ R).

Доказательство. Из леммы 6.2 следует, что

CMn
(x) = CMn

(Im(x)) = Lin(1, Im(x)) = Lin(1, x).

Ясно, что P (Lin(1, x) \ R) = P (x + R). Отсюда мы сразу получаем
требуемое утверждение. �

Согласно следствию 6.3, естественно дать следующее определение.

Определение 6.4. Обозначим через R+Z(S) множество элементов из
S, мнимая часть которых является делителем нуля. ΓZ

C(S) – подграф
ΓC(S) на множестве вершин P (R+ Z(S)).

Лемма 6.5. Пусть (a, b) ∈ Z(S), z ∈ O. Тогда (x, y) ∈ Im(CS((a, b))),
такой что xy = z, существует, если и только если z ⊥ Lin(1, a, b).



ГРАФЫ ОТНОШЕНИЙ АЛГЕБРЫ СЕДЕНИОНОВ 83

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент (c, d)∈OS((a, b)),
(c, d) 6= 0, и предположим без ограничения общности, что n(a) = n(b) =
n(c) = n(d) = 1. По предложению 4.1, элементы 1, a, b, c, d, ab, ac, ad
образуют ортонормированную систему относительно скалярного про-
изведения 〈 · , · 〉. Из леммы 2.10 следует, что a, b, c, d, ab, ac, ad попарно
антикоммутируют. Согласно лемме 4.2, ac = bd = −db, ad = −bc = cb,
ab = −cd = (ac)(ad), откуда мы получаем

a(ad) = −d = −(ad)a, c(ad) = c(cb) = −b = −(ad)c,
a(ac) = −c = −(ac)a, c(ac) = −c(ca) = a = −(ac)c,
b(ad) = −b(bc) = c = −(ad)b, d(ad) = −d(da) = a = −(ad)d,
b(ac) = b(bd) = −d = −(ac)b, d(ac) = −d(db) = b = −(ac)d.

Из леммы 6.2 следует, что

Im(CS((a, b))) = R(a, b)⊕ OS((a, b))

= Lin ((a, b), (c, d), (d,−c), (ad, ac), (ac,−ad)) .

Рассмотрим (x, y) ∈ Im(CS((a, b))), (x, y) = k0(a, b)+k1(c, d)+k2(d,−c)+
k3(ad, ac) + k4(ac,−ad). Тогда

x = k0a+ k1c+ k2d+ k3ad+ k4ac,

y = k0b− k2c+ k1d− k4ad+ k3ac,

xy = 2k0(k1ad− k2ac− k3c+ k4d)− (k21 + k22 + k23 + k24 − k20)ab.

Ясно, что xy ⊥ Lin(1, a, b). Кроме того, для любого z ⊥ Lin(1, a, b) мы
можем выбрать такие kj , j = 0, . . . , 5, что xy = z. Пусть z = l1ad−l2ac−
l3c+ l4d− l0ab, n(z) = l20+ l

2
1+ l

2
2+ l

2
3+ l

2
4. Поскольку n(xy) = n(x)n(y) =

(k20 + k21 + k22 + k23 + k24)
2, нам нужно k20 + k21 + k22 + k23 + k24 =

√
n(z) и

k21 +k
2
2 +k

2
3 +k

2
4−k20 = l0. Следовательно, k20 =

√
n(z)−l0

2 . Заметим, что

l0 6
√
n(z), поэтому мы можем взять k0 =

√√
n(z)−l0

2 . Рассмотрим
два случая:

• Если l0 =
√
n(z), то k0 = 0. Кроме того, l1 = l2 = l3 = l4 = 0.

Тогда мы можем взять любые k1, k2, k3, k4, удовлетворяющие
условию k21 + k22 + k23 + k24 =

√
n(z) = l0.
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• Если l0 <
√
n(z), то k0 > 0. Положим kj =

lj
2k0

, j = 1, . . . , 4.
Тогда

k21 + k22 + k23 + k24 =
l21 + l22 + l23 + l24

4k20
=
n(z)− l20

4k20
.

Мы получаем

k21 + k22 + k23 + k24 − k20 =
n(z)− l20 − 4k40

4k20

=
n(z)− l20 − (

√
n(z)− l0)2

2(
√
n(z)− l0)

=
2l0(

√
n(z)− l0)

2(
√
n(z)− l0)

= l0. �

Предложение 6.6. Граф ΓZ
C(S) связен, и его диаметр не превосхо-

дит 4.

Доказательство. Пусть (a, b), (a′, b′) ∈ Z(S). Рассмотрим произволь-
ный элемент z ⊥ Lin(1, a, b, a′, b′), z 6= 0. По лемме 6.5, существу-
ют такие (c, d) ∈ Im(CS((a, b))) и (c′, d′) ∈ Im(CS((a

′, b′))), что cd =
c′d′ = z. Согласно следствию 6.3, (c, d), (c′, d′) ∈ Z(S). По теореме 4.15,
(c, d) и (c′, d′) принадлежат одной компоненте связности ΓO(S). Из
теоремы 4.11 следует, что dΓO(S)((c, d), (c

′, d′)) 6 3. Однако, по след-
ствию 4.4, любой путь между (c, d) и (c′, d′) должен иметь чётную
длину. Следовательно, dΓO(S)((c, d), (c

′, d′)) 6 2. Любой путь в ΓO(S)
является также путём в ΓC(S), поэтому dΓC(S)((c, d), (c

′, d′)) 6 2. Зна-
чит, dΓC(S)((a, b), (a

′, b′)) 6 4. �

Предложение 6.7. Диаметр ΓZ
C(S) не меньше 3.

Доказательство. Рассмотрим

(a, b), (c, d) ∈ Z(S), (a, b)(c, d) = 0, n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1.

Из рисунка 1 следует, что

OS((a, b)) = Lin((c, d), (d,−c), (ad, ac), (ac,−ad)),
OS((b, a)) = Lin((d, c), (c,−d), (ac, ad), (ad,−ac)).

По лемме 6.2,

CS((a, b)) = Lin(1, (a, b))⊕OS((a, b))

= Lin(1, (a, b), (c, d), (d,−c), (ad, ac), (ac,−ad)),
CS((b, a)) = Lin(1, (b, a))⊕OS((b, a))

= Lin(1, (b, a), (d, c), (c,−d), (ac, ad), (ad,−ac)).
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Тогда, по теореме 3.9(4), CS((a, b)) ∩ CS((b, a)) = R, поэтому
dΓC(S)((a, b), (b, a)) > 3. �

Мы рассмотрели множество примеров с использованием Wolfram
Mathematica, и во всех случаях оказалось возможным найти путь дли-
ны 3 между двумя делителями нуля. Это приводит нас к следующей
гипотезе.

Гипотеза 6.8. Диаметр ΓZ
C(S) равен 3.
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Guterman A. E. Zhilina S. A. Relation graphs of the sedenion algebra.
Let S denote the algebra of sedenions and let ΓO(S) denote its ortho-

gonality graph. We observe that any pair of zero divisors in S produces a
double hexagon in ΓO(S). The set of vertices of a double hexagon can be
extended to a basis of S that has a convenient multiplication table. We
explicitly describe the set of vertices of an arbitrary connected component
of ΓO(S) and find its diameter. Then we establish a bijection between the
connected components of ΓO(S) and the lines in the imaginary part of the
octonions. Finally, we consider the commutativity graph of the sedenions
and discover that all elements whose imaginary parts are zero divisors
belong to the same connected component, and its diameter lies in between
3 and 4.
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