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§1. Введение

Цель предлагаемой работы – указать простые применения одной
теоремы Юрия Владимировича Линника [4] и результата Б. Рама-
чандрана и Р. Рао [5] к доказательству как известных так и новых
фактов о необходимых условиях сходимости в некоторых предельных
теоремах. Отметим, что близкий по духу результат был получен в од-
ном специальном случае Н. Н. Вахания [6]. Сформулируем сначала
указанные выше теоремы в нужной нам форме.

Теорема 1.1 (Ю. В. Линник). Пусть ϕ(t) – четная характеристиче-

ская функция, аналитическая в некоторой окрестности точки t = 0.
Допустим, что f(t) также четная характеристическая функция

некоторого распределения вероятностей. Допустим, что

f(tj) = ϕ(tj), j = 1, 2, . . . , (1)

где {tj, j = 1, 2, . . .} – некоторая последовательность положитель-

ных точек, монотонно стремящая к нулю. Тогда f(t) = ϕ(t) при всех

вещественных t.

Следующий результат доказывается как и теорема Ю. В. Линника
(см. [1]).

Теорема 1.2. Пусть теперь ψ(s) – преобразование Лапласа распреде-

ления некоторой неотрицательной случайной величины. Допустим,

что ψ(s) аналитична в некоторой окрестности точки s = 0. Предпо-

ложим, что L(s) – преобразование Лапласа распределения некоторой

неотрицательной случайной величины. Допустим, что

L(sj) = ψ(sj), j = 1, 2, . . . , (2)
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лики (Grant GAČR 19-04412S).

177



178 Л. Б. КЛЕБАНОВ

где {sj, j = 1, 2, . . .} – некоторая последовательность положитель-

ных точек, монотонно стремящая к нулю. Тогда L(s) = ψ(s) при

всех положительных s.

И, наконец, нам потребуется следующий вариант результата Б. Ра-
мачандрана и Р. Рао. Сформулируем его в виде теоремы.

Теорема 1.3. Пусть f(t) – четная характеристическая функция

некоторого вероятностного распределения. Соответствующее f(t)
распределение имеет конечный второй момент тогда и только то-

гда, когда функция
(

1− f(t)
)

/t2 ограничена в некоторой окрестности

точки t = 0 с выколотым началом. При этом либо существует ко-

нечный предел

lim
t→0

1− f(t)

t2
, (3)

равный половине второго момента соответствующего f(t) распреде-

ления, либо этот этот предел равен бесконечности.

Доказательство. Пусть F (x) – функция распределения, соответству-
ющая характеристической функции f(t). В силу четности f(t) имеем

1− f(t)

t2
=

1

2t2

∞
∫

−∞

(

1− cos(tx)
)

dF (x) =
1

2

∞
∫

−∞

( sin(tx/2)

tx/2

)2

x2dF (x).

Если распределение F (x) имеет конечный второй момент, то x2 – ин-
тегрируемая мажоранта подынтегральной функции и предельный пе-
реход при t → 0 под знаком интеграла возможен. Поэтому величина
(

1− f(t)
)

/t2 ограничена и

lim
t→0

1− f(t)

t2
=

1

2

∞
∫

−∞

x2dF (x).

Наоборот, пусть теперь второй момент не существует. Тогда

1

2

∞
∫

−∞

( sin(tx/2)

tx/2

)2

x2dF (x)

>
1

2

A
∫

−A

(sin(tx/2)

tx/2

)2

x2dF (x) −−−→
t→0

1

2

A
∫

−A

x2dF (x)
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для любого положительного A. Поскольку второй момент не суще-
ствует, то интеграл в правой части неограниченно растет с ростом A.
Последнее означает, что

(

1− f(t)
)

/t2 не ограничена. �

Если функция f(t) дифференцируема 2k (k – целое положитель-
ное число) раз, т.е. имеет конечный момент µ2k порядка 2k, тогда
(−1)kf (2k)/µ2k представляет собой новую характеристическую функ-
цию, к которой можно применить теорему 1.3 и получить условие су-
ществования момента порядка 2k + 2.

Приведем теперь аналог теоремы 1.3 для случая первого момента
неотрицательной случайной величины.

Теорема 1.4. Пусть X – невырожденная неотрицательная случай-

ная величина с преобразованием Лапласа L(s). Распределение величи-

ны X имеет конечное среднее тогда и только тогда, когда функция
(

1 − L(s)
)

/s ограничена в некотором промежутке вида (0, δ), δ > 0.
При этом либо существует конечный предел

lim
s→0

1− L(s)

s
, (4)

равный среднему значению X, либо этот предел равен бесконечности.

Доказательство. Имеем

1− L(s)

s
=

∞
∫

0

1− e−sx

sx
x dF (x),

где F (x) – функция распределения случайной величины X . Величина
(1−e−sx)/(sx) ограничена единицей и стремится к ней при s→ 0. Если
существует конечное среднее EX , то возможен предельный переход
под знаком интеграла, т.е.

lim
s→0

1− L(s)

s
= EX.

Если же среднее не существует, то

lim inf
s→0

1− L(s)

s
> lim inf

s→0

A
∫

0

1− e−sx

sx
x dF (x) =

A
∫

0

x dF (x)

для любого A > 0. Требуемое получается теперь предельным перехо-
дом при A→ ∞. �
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Отметим, что теоремы 1.1 и 1.2 послужили основой метода усилен-
но монотонных операторов (см. [1]) и, тем самым, применению в тео-
рии характеризации вероятностных распределений. В этой работе мы
укажем связь этих теорем и теоремы 1.3 с получением необходимых
условий сходимости в некоторых предельных теоремах.

§2. Некоторые простые замечания об условиях

существования моментов

Как видно из названия этого параграфа, речь пойдет именно об
очень простых, но, как кажется, полезных условиях существования
некоторых моментов. В основном, речь пойдет о существовании вто-
рого момента распределений.

Теорема 2.1. Пусть X – невырожденная случайная величина с чет-

ной характеристической функцией f(t). Величина X имеет конечный

второй момент тогда и только тогда, когда существуют характе-

ристическая функция ϕ(t), аналитическая в некоторой окрестности

нуля, и число δ > 0, такие что f(t) > ϕ(t) при всех t ∈ [−δ, δ].

Доказательство. Допустим сначала, что для характеристической
функции f(t) найдется функция ϕ(t) с требуемыми свойствами. Так
как f(t) > ϕ(t) при всех t ∈ [0, δ], то 1 − f(t) 6 1 − ϕ(t). Так как ϕ(t)
аналитична в окрестности нуля, то величина (1 − ϕ(t))/t2 ограниче-
на. Следовательно, и величина (1 − f(t))/t2 ограничена в некоторой
окрестности точки t = 0. По теореме 1.3 X имеет конечный второй
момент.

Допустим теперь, что X имеет конечный второй момент. Изменяя,
если нужно, масштаб, можно считать что этот момент равен единице.
Тогда 1 − f(t) = −t2/2 + o(t2) при t → 0. В этом случае ясно, что
f(t) > exp(−t2) при достаточно малых t. �

Дадим теперь результат противоположного характера.

Теорема 2.2. Пусть X – случайная величина с четной характери-

стической функцией f(t). Величина X не имеет конечного второго

момента (т.е. он бесконечен) тогда и только тогда, когда для лю-

бой аналитической в окрестности нуля характеристической функ-

ции ϕ(t) существует окрестность нуля, в которой f(t) < ϕ(t) при

t 6= 0.
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Доказательство. Из теоремы Ю. В. Линника 1.1 вытекает, что для
любой аналитической в окрестности нуля характеристической функ-
ции ϕ(t) существует окрестность нуля, в которой либо f(t) < ϕ(t) либо
f(t) > ϕ(t) при t 6= 0. Если бы для некоторой аналитической характе-
ристической функции ϕ(t) было бы f(t) > ϕ(t) при t 6= 0 в некоторой
окрестности нуля, то по теореме 2.1 величина X имела бы конечный
второй момент. При его отсутствии необходимо выполняется неравен-
ство f(t) < ϕ(t). �

Для случая неотрицательной случайной величины Y справедливы
следующие факты.

Теорема 2.3. Пусть Y – невырожденная неотрицательная случай-

ная величина с преобразованием Лапласа L(s). Величина Y имеет

конечный первый момент тогда и только тогда, когда существует

преобразование Лапласа ψ(s), аналитическое в окрестности нуля, и

число δ > 0, такие что L(s) > ψ(s) при всех s ∈ (0, δ).

Теорема 2.4. Пусть Y – невырожденная неотрицательная случай-

ная величина с преобразованием Лапласа L(s). Величина Y не имеет

конечного первого момента (т.е., он бесконечен) тогда и только то-

гда, когда для любого аналитического в окрестности нуля преобразо-

вания Лапласа ψ(s) существует промежуток вида (0, δ) (δ > 0), в

котором L(s) < ψ(s).

Доказательства теорем 2.3 и 2.4 вполне аналогичны доказатель-
ствам двух предыдущих теорем и поэтому не приводятся.

Отметим, что в теоремах 2.1, 2.3 моменты, соответствующие

функциям ϕ и ψ, больше моментов величин X и Y .

Замечание 2.1. В теоремах 2.1–2.4 условия аналитичности функций
ϕ и ψ можно заменить условиями единственности восстановления со-
ответсвующих им распределений по их моментам.

Доказательство. Достаточно заметить, что теорема Ю. В. Линника
остается справеливой для случая единственности восстановления рас-
пределения, соответсвующего ϕ, по его моментам (см. об этом в [1]).

�
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§3. Один общий результат о необходимых условиях

сходимости к неподвижной точке

В этом параграфе мы будем использовать усиленно монотонные опе-
раторы, введенные в [1], поэтому приведем сначала их определение.

Пусть C = C[0, T ] – пространство функций, определенных и непре-
рывных на промежутке [0, T ]. Допустим, что A – это оператор из про-
странства C в него же.

Определение 3.1. Скажем, что оператор A является усиленно мо-

нотонным, если для любых f1, f2 из C условие

f1(τ) > f2(τ) для всех τ ∈ (0, t)

влечет

(Af1)(τ) > (Af2)(τ) для всех τ ∈ (0, t).

При этом условие

f1(τ) > f2(τ) для всех τ ∈ (0, t)

влечет (Af1)(t) > (Af2)(t). Эти условия предполагаются выполнен-

ными для всех t ∈ (0, T ).

Обозначим через F (соответственно, L) множество сужений четных
характеристических функций (соответственно, преобразований Лапла-
са) на промежуток [0, T ]. Через Fo (соответственно,Lo) обозначим мно-
жество сужений четных характеристических функций, аналитических
в какой-либо окрестности нуля (соответственно, преобразований Ла-
пласа, аналитических в какой-либо окрестности нуля) на промежуток
[0, T ]. Ясно, что Fo ⊂ F ⊂ C и Lo ⊂ L ⊂ C.

Каждой функции f ∈ C и числу σ > 0 сопоставим функцию fσ,
определенную равенством

fσ(t) = f(σt), 0 6 t 6 min[T, T/σ].

Теорема 3.1. Пусть A – усиленно монотонный оператор в C, обла-

дающий следующими свойствами:

(1) Для любых σ > 0 и f ∈ F выполнено Afσ = (Af)σ.

(2) Существует неподвижная точка ϕ ∈ Fo оператора A.

Для f ∈ F рассмотрим итерации Anf = A(An−1f). Для сходимости

Anf −−−−→
n→∞

ϕ (1)
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необходимо, чтобы распределение с характеристической функцией f
имело конечный второй момент.

Доказательство. Предположим, что теорема не верна. Пусть для
некоторой функции f ∈ F имеет место сходимость (1), но второй мо-
мент, соответствующий f , бесконечен. По теореме 2.2 для σ > 1 и всех
0 < t < δ выполнено f(t) < ϕσ(t), где δ > 0 зависит от σ и ϕ. Так как
ϕσ(t) – неподвижная точка оператора A, то в силу усиленной моно-
тонности Anf 6 ϕσ(t) < ϕ(t) при всех целых n > 1. Таким образом,
сходимость (1) места не имеет. �

Совершенно аналогично доказывается следующий результат.

Теорема 3.2. Пусть A – усиленно монотонный оператор в C, обла-

дающий следующими свойствами:

(1) Для любых σ > 0 и L ∈ L выполнено ALσ = (AL)σ.

(2) Существует неподвижная точка ψ ∈ Lo оператора A.

Для f ∈ L рассмотрим итерации AnL = A(An−1L). Для сходимости

AnL −−−−→
n→∞

ψ (2)

необходимо, чтобы распределение с преобразованием Лапласа L имело

конечный первый момент.

Замечание 3.1. В теоремах 3.1, 3.2 условия аналитичности функ-
ций ϕ и ψ можно заменить условиями единственности восстановления
соответсвующих им распределений по их моментам.

§4. Примеры использования приведенных выше

результатов

Наш первый пример относится к закону больших чисел для неот-
рицательных случайных величин.

Теорема 4.1. Пусть X1, X2, . . . , Xn, . . . – последовательность неза-

висимых одинаково распределенных неотрицательных случайных ве-

личин. Для того чтобы последовательность нормированных сумм

Sn =
1

n

n
∑

k=1

Xk

сходилась по вероятности к положительной постоянной a, необхо-

димо, чтобы существовало конечное среднее значение величины X1.
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Доказательство. Хорошо известно, что сходимость по вероятности
к постоянной эквивалентна равномерной сходимости преобразований
Лапласа распределений соответсвующих случайных величин. Допу-
стим, что Sn сходится по вероятности к a. Определим оператор A ра-
венством

A(L) = L2(s/2). (1)

Очевидно, что A – усиленно монотонный оператор. Функция ψ(s) =
exp{−as} является, очевидно, преобразованием Лапласа вырожденно-
го в точке a распределения. Сходимость итераций оператора A соот-
ветствует сходимости подпоследовательности последовательности Sn.
Условия теоремы 3.2 выполнены очевидным образом, и, следователь-
но, для сходимости необходимо наличие конечного первого момента
величины X1. �

Разумеется, приведенный результат хорошо известен, а само усло-
вие существования среднего является и достаточным. Мы привели до-
казательство только для того, чтобы показать, насколько оно просто
при использовании предыдущих замечаний.

Укажем теперь более общий результат, относящийся к суммам слу-
чайного числа случайных величин (см. [2, 3]).

Пусть P – производящая функция вероятностей некоторой дискрет-
ной положительной случайной величины ν, причем κ = E ν > 1 конеч-
но. Допустим, что Z – неотрицательная случайная величина с преобра-
зованием Лапласа ψ(s). Предположим, что функция ψ(s) аналитична
в некоторой окрестности точки s = 0 и удовлетворяет уравнению

ψ(s) = P(ψ(s/κ)). (2)

Обозначим через Pon n-ую степень суперпозиции функции P . Ясно,
что Pon также является производящей функцией вероятностей неко-
торой случайной величины. Очевидным образом из (2) следует, что

ψ(s) = Pon(ψ(s/κn)), n = 1, 2, . . . (3)

Функции ψ, удовлетворяющие (2) и (3), являются преобразования-
ми Лапласа так называемых ν–вырожденных случайных величин (см.
[2, 3]). В частности, для P(z) = zκ функция ψ(s) = exp{−as} является
при любом a > 0 решением уравнения (2) и мы находимся в условиях
теоремы 4.1. Для случая величины ν с геометрическим распрелением с
параметром p ∈ (0, 1) производящая функция P(z) = pz/

(

1− (1−p)z
)

,
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а решение уравнения (2) – это преобразование Лапласа экспоненци-
ального закона. Дальнейшие примеры могут быть найдены в [3].

Пусть теперь Y1, . . . , Yn, . . . – последовательность независимых оди-
наково распределенных неотрицательных случайных величин, а ν –
не зависящая от них целочисленная случайная величина, для которой
справедливо сказанное выше относительно производящей функции и
решения уравнения (2). Обозначим L(s) преобразование Лапласа Y1.
Нас интересует вопрос о сходимости Pon(L(s/κn)) к ψ(s). Такая схо-
димость легко может быть интерпретирована в терминах сходимости
сумм случайного числа случайных величин к предельному распределе-
нию. Она представляет собой аналог закона больших чисел для неот-
рицательных слагаемых.

Теорема 4.2. При сделанных выше предположениях для сходимости

последовательности Pon(L(s/κn)) к ψ(s) необходимо, чтобы случай-

ная величина Y1 имела конечное среднее.

Доказательство. Достаточно ввести оператор (A(L))(s) = P(L(s/κ))
и воспользоваться теоремой 3.2 �

Заменим последовательность Y1, . . . , Yn, . . . последовательностью
случайных величин X1, . . . , Xn, . . . независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин с симметричным распределением и харак-
теристической функцией f(t). Допустим, что W – случайная величина
с симметричной характеристической функцией ϕ(t), аналитической в
некоторой окрестности нуля. Вместо уравнения (2) будем предпола-
гать, что ϕ удовлетворяет уравнению

ϕ(t) = P(ϕ(t/κ1/2)). (4)

Тогда вместо (3) будем иметь

ϕ(t) = Pon(ϕ(t/κn/2)). (5)

Теорема 4.3. При сделанных выше предположениях для сходимости

последовательности Pon(f(t/κn/2)) к f(t) необходимо, чтобы случай-

ная величина X1 имела конечный второй момент.

Доказательство. Достаточно ввести оператор (A(f))(s) = P(f(s/κ))
и воспользоваться теоремой 3.1. �

Замечание 4.1. В теоремах 4.2, 4.3 условия аналитичности функ-
ций ϕ и ψ можно заменить условиями единственности восстановления
соответсвующих им распределений по их моментам.
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